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L 

Zur  Oeomehie  des  Kreises  und  der  KngeL 

Fr,  G.  Affoller. 


In  zwangloser  Beihenfolge  einiger  Mitteilungen  gedenke  ich  meiiiu 
Untennchongen  aus  der  Geometrie  dos  Kreises  nnd  der  Kugel  hier 
zu  yerdffentlichen.  Das  sftnuntliche  hier  vorliegende  Material  hatte 
ich  achon  vor  drei  Jahren  zom  Drucke  bereit,  und  wurde  mit  dem- 
selben selbst  auch  begonnen,  als  besondere  Umstände  dessen  Weiter- 
fühmng  verhinderten.  Seither  sind  davon  nur  drei  kleinere  Resul- 
tate, als  die  Lösungen:  1)  vier  Kugeln  durch  rinc  fünfte') 
und  2)  fünf  Kugeln  durch  eine  sechste  unter  gleichen 
Winkeln  zu  schneiden^),  wie  3)  einen  Beweis  zur  Stei- 
nerschen  Constructiou  des  in  der  Ebene  verallgemei- 
nerten malfattischen  Problems^),  veröffentlicht  worden. 

In  mehieii  Untennchmigen  (^anbe  ich  za  Resnltateii  gelangt  zn 
aein,  welche  die  (Geometrie  des  Kreises  nnd  der  Kngel  hinsichtlich 
Aires  Schneidens  einem  gewissen  Absdünsse  nAher  bringen  werden. 
Die  Torliegende  Arbeit  befolgt  den  doiipelten  Zwedt:  Erstiüch.die 
Darstellnng  dieser  Besnltate  und  zweitens  Barstellnng  derselben  in 
dncr  dem  Wesen  der  Sache  angemessenen  Form.  Es  sind  daher 
aus  den  Elementen  der  Geometrie  keine  weiteren  Kenntnisse  als  die 
Begriffe  des  Kreises  nnd  der  Kngel,  so  wie  im  sp&tem  Yerlanfe  die 


1)  SeblOaileh's  ZeüMhrift,  B«id  10.  8«il6  169.  1870.  . 

9)  CUbieh  nnd  Nenmaan,  Math.  AanaL^Baad  4.  Salta  185.  1871. 

e)      i  ,  «W.  iW8. 

Ml  Lm  1 


Digitized  by  Google 


2 


A/J olttn  Zur  Geometrie  des  Kreises  und  der  Kitgel. 


Kenntniss  der  hannomschea  Punkte  und  Strahlen  notwendig.  Diese 
Arbelt  boU  sieh  ganz  an  die  Arbeiten-Steiner  *8,  die  er  im  1.  Bande 
des  Joomals  von  Grelle  1826  unter  dem  Titel:  Geometrisclie 
Betraehtnngen,  so  wie  deren  Fortsetsnngen  niedergelegt  bat, 
anschliesBen.  Es  wflrde  meine  grOsste  Befriedigung  sein,  wenn  bier 
diese  folgenden  Theorien  im  Sinne  Steiner's  dnrebgeflibrt  and  so 
weiter  entwickelt  wftren;  nnd  es  mir  dadurch  also  gelungen  wflie 
eine  natmgem&sse  Erels-  nnd  Engelgeometrie  zn  geben.  Dadurch 
wird  man  aber  auch  erkennen,  dass  die  Arbeiten  Steiner's  den 
alleinigen  Impuls  zn  diesen  Arbeiten  gaben. 

Weitere  Angaben  über  diesen  Gegenstand,  welche  mir  während 
der  Eedaction  zur  Yergleichoug  und  woitcreu  Anhalt  dienten,  sind 
die  folgenden: 

1)  Fr.  Sehweins  Geometrie  nach  einem  neuen  Plane  bearbeitet 
I.  Teil  Göttingen  1805. 

2)  Alle  Arbeiten  über  das  malfattische  Problem  ^  siehe  deren 
teilweises  Verzeichniss  in: 

3)  Arnim  Wittstein.  Geschichte  des  malfattischen  Problems. 
Manchen  1871. 

4)  C.  F.  Geiser.  Einleitung  in  die  synthetische  Geometrie. 
Leipzig  1869. 

5)  S.  Lie.  Ueber  Complexe,  insbesondere  Linien-  und  Kugel- 
complcxe,  mit  Anwendung  auf  die  Theorie  der  partieUeu  Differenz- 
gleichungen.  Keumann  Annalen,  Band  ö.  Seite  145.  1872. 

6)  G.  Barboux.  Sur  un  dasse  remarquaUes  de  courbes  et  de 
surfaces  algebriquos,  et  sur  la  theorie  des  imaginaires.  Paris  1873. 

7)  G.  Darboux.  Sur  les  relations  entre  Ics  groupes  de  points, 
de  cercles,  do  sphercs  dans  le  plau  et  dans  l'espacc.  Annalos 
Bcieutif.  do  T^cole  normale  sup.  t,  L  serie  2.  p.  323.  1Ö72. 


L  imtteilaiig. 

Einleitende  Betrachtungen. 

Obwohl  ich  mich  vollständig  au  die  oben  genannten  Arbeiten  von 
Steiner  anschliesBen  könnte,  so  ziehe  ich  es  doch  vor,  seine  Resul- 
tate hier  dem  Zweck  cutsprechend  zn  wiederholen.  Hierdurch  wird 
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manches  Bckannto,  das  schon  völlig  in  die  Schule  übergegangen  ist, 
wiederholt  werden.  Ich  hoffe  aber  dadurch  möglichst  ein  Ganzes 
ans  einem  Gebiete  der  Geomctiie  zu  bringen,  welches,  wie  kein 
anderes,  der  Schale  so  nutzbar  gemacht  werden  kann. 

Bemerkung.  Dia  Untenoehiingeii  werden  nur  völlig  streng 
für  Kreise  in  der  Ebene  dorchgefOlirt  werden;  jedoch  fär  Kreise  und 
Kngel  im  Kaume  nur  dann,  wenn  sich  die  Hesnltate,  für  Kreise 
der  Ebene  erlialten,  nicht  ohne  weiteres  auf  die  rftmnlichen  Gebilde 
übertragen  lassen. 

1.  Abschnitt. 
Tbeorie  der  Potenx. 

Legen  wir  in  der  Ebene  des  Kreises  k  Fig.  1.  durch  den 
beliebig  gewählten  Punkt  p  die  beiden  Transversalon  und  z^,  welche 
den  Kreis  k  beziehlich  in  den  Punktejiaaren  «i";  ^"  schnei- 
den;  alsdann  folgt  aus  der  Aehuiichkeit  der  Dreiecke 

die  I^portion 

pH' -pH'  -ph"'Ph" 

oder  auch 

Halten  wir  die  TruiBversale  fi  fsst,  wtthrend  wir  ^  nm  p  herum  sich 
drehen  lassen,  so  bestimmt  diese  mit  dem  Kr^e  k  in  jeder  ihrer 
Lage  Im  Yom  Punkte  p  ans  gerechnet  zwei  Abschnitte  pim'  und  pUi'y 
▼on  denen  das  Prodnet  ihrer  Ifaasse  gleich 

P^'-Pk" 

ist  Dieses  Prodnet  hat  also  fhr  alle  Lagen  der  Transversalen  tn 
denselben  Wert  In  Folge  dieses  dem  Prodnet  eigenen  inyarianten 
Charakters  heisst  es  Steiner  die  Potenz  des  Punktes  p  üt  Bezog 
anf  den  Kreis  k  oder  aneh  die  Potenz  des  Kreises  h  in  Bezog  anf 
den  Ponkt  j». 

Es  sind  nun  die  beiden  Lagen  des  l'uuktes  p  in  Bezug  auf  den 
Kreis  k  genau  auseinander  zu  Iialten,  nämlich  ob  j>  wie  in  Fig.  la. 


1)  Wir  IwMiohMn  hior  «i«  hi  dw  Folge  jeden  Kreit  nh  demieUMB  Bueli- 
iUben  wie  eehien  Mitlelpiiiikt. 
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ausserhalb,  oder  wie  in  Fig.  Ib.  innerhalb  des  Kreises  k  liegt.  Ist 
p  ein  äusserer  Punkt,  so  liegen  die  beiden  Abschnitte  ptn  =  «i, 
pf^"  =  in  jeder  Lage  der  Transversalon  nach  derselben  Richtung 
von  p  aus,  d.  h.  beide  Abschnitte  haben  wesentlich  gleiche  Zeichen 
und  die  Potenz  a^.as  ist  wesentlich  positiv.  Ist  jedoch  p  ein  innerer 
Punkt,  so  liegen  die  beiden  Schnitte  tn'  und  u"  vom  Punkte  p  ans 
in  jeder  Lage  der  Tnounremlen  nadi  vaadiiedeneii  Bicbtnngen, 
d.  h.  die  beiden  Abschnitte  haben  wesentlich  verschiedene  Zeichen 
nnd  die  Potenz        ist  daher  wesentlich  negativ. 

Bezeichnen  wir  den  absoluten  Wert  der  Potenz  eines  Punktes  p 
,   mit  p\  so  haben  wir  für  die  äussere  Potenz 

2)  ptn'.ptn"  =  (±«i).(±%) 

und  für  eiue  innere 

Legen  wir  die  Transversale  welche  den  Punkt  p  mit  dem  Mittel- 
punkte k  verbindet,  so  ist  fllr  die  ftnssere  Potenz 

ukd  für  die  innere 

5)  — p^  — — (r — «)(«-|-r)  —  r* 

wo  r  gleich  dem  Radius  dos  Kreises  Ic  und  x  gleich  der  Entfern uug 
des  Punktes  p  von  dem  Älittelpunkt  k  des  Kreises  ist  Aus  diesen 
beiden  Gleichungen  erkennt  mau  sogleich,  dass  sowohl  die  äussere 
wie  die  innere  Potenz  durch  denselben  Ausdruck 

gegeben  wird  und  dass  ihre  Werte  wesentlich  nur  von  dem  Werte 
der  Entfernung  x  abhängen.  Wir  setzen  daher  allgemein 

6)  p«  -  flf»— r«, 

wo  dann  das  Zdchen  des  Ausdrucks  rechts  das  Zeichen  von  p^  und 
somit  p*  als  die  äussere  oder  innere  Potenz  bestimmen. 

Aas  Gleichong  6)  ergeben  sich  nnn  leicht  die  folgenden  Sätze: 

1)  Alle  Punkte  ]p,  welche  vom  Mittelpunkte  des  Krei- 
ses k  gleiche  Entfernung  haben,  oder  alle  Punkte  eines 
mit  k  eoncentrischen  Kreises  besitzen  in  Bezug  auf  den 
Kreis  k  dieselbe  Potenz* 

2)  Die  Potenz  aller  Paukte  des  Kreises  k  ist  gleich 
Null. 
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3)  Die  PotODz  eines  Panktes  ist  um  so  grösser,  je 
grösser  seine  Entfernttiig  vom  Mittelpunkt  des  Krei» 
ses  k  ist 

Lassen  wir  in  Fig.  la.  die  Transversale  f„  in  eine  der  Grcuz- 
lage  flbergelieu,  cL  h.  in  die  Lage  wo  t'  mit  t"  zusammenfällt,  oder 
d.  h.  IVO  <  ZOT  Tangente  wird,  so  ist 

o,  — a, 

und  folglich 
d.h. 

4)  Die  ftnssere  Potenz  ist  gleich  dem  Qnadrat  des 
Abschnittes,  der  dnrch  den  Punkt  p  und  den  Berflh- 
rnngspnnkt  auf  einer  der  durch  p  an  den  Kreis  k  gehen- 
den Tangente  bestimmt  wird. 

Lusseu  wir  in  Fig.  Ib.  die  Transversale  t  iu  die  zu  dem  durch 
j)  gehenden  Durchmesser  normalstehenden  Sehnen,  d.  h.  zur  kleinsten 
Sehne  übergehen,  so  wird  dem  absoluten  Worte  nach 

Ol««, 

oder 
d.  h. 

5)  Die  innere  Potenz  ist  gleich  dem  negativen  Quad- 
rat der  halben  kleinsten  durch  den  Punkt  p  hindurcti 
gehenden  Sehne  des  Kreises  k. 

Haben  wir  die  beiden  Punkte  und  mit  bezieblich  den  I*o- 
tenzen  p^^  und        so  folgt  aus  Gleichung  6) : 

|»4*"-fl^*— r*   und  |»|*«-a%*— r* 

und  folglich  erhält  man  durch  Subtraction 

d.  h.  da  in  Gleichung  7)  der  Radius  r  nicht  auftritt: 

6)  Die  Differenz  der  Potenzen  zweier  Punkte  in  Be- 
zog auf  denselben  Kreis  ist  unabh&ngig  Ton  der  Grösse 
des  Radius  des  Kreises. 

Nehmen  wir  Fig.  la  u.  b.  auf  irgend  zwei  durch  den  Punkt  p 
hindurch  gehenden  Transversalen  i,  und  je  zwei  Punkte  so  au, 
dass  sie  wie  in  la.  von  p  aus  je  in  gleicher  oder  wie  in  Ib.  je  in 
entgegengesetzter  Richtung  liegen  und  es  sei  f&r  beide  Fftlle 
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Legen  wir  durch  irgend  drei  dieser  Punkte  z.  B.  fj",  fg'  den 
Kreis  so  schneidet  dieser  die  zweite  Transversale  je  noch  ausser 
-  dem  Punkte  tf'  in  liegend  einem  zweiton  Pmikte  z.  R  T^".  Dieser 
Pimkt  miiBS  in  Fig.  la.  tob  p  mit  in  gleicher  md  in  Fig.  Ib.  in 
entgegcugüsetzter  Bichtuug  liegen.  Ferner  folgt  ans  den  Begriff  der 
Potenz 

pt^' .  pt"  =  pt^ .  p  T^' 

BerllckBiclitigen  wir  obige  Gleichung,  so  folgt  i 

VH  ^  p^% 

d.  h.  der  Punkt  Ti'  iäUt  mit  dem  Ponkte  ii'  znsAmmen;  oder: 

7)  Bestimmt  man  auf  jeder  von  zwei  durch  einen 
Punkt  p  hindurch  gehenden  Geraden  je  zwei  Punkte,  die 
beide  auf  beiden  Geraden  gleichzeitig  vom  Punkte  p  aus 
in  gleicher  oder  entgegengesetzter  Riebtang  liegen  und 
ist  das  Prodnct  der  zwei  vom  Punkte  p  aas  mit  den  bei- 
den Punkten  gebildeten  Abschnitte  der  einen  Geraden 
gleich  dem  Prodnct  der  entsprechend  gebildeten  Ab- 
schnitte der  andern  Geraden,  so  liegen  diese  vier  Punkte 
auf  einem  Kreise. 


h)  Die  Föten»  m  Benehtmg  «u  aw^  wnd  mehreren  Kreieen. 

Liegen  iu  derselben  Ebene  zwei  Kreise  h\  und  ^  Fig.  2.  vor, 
und  besitzt  der  Punkt  p  in  Bezug  auf  diese  beiden  Kreise  die  bezieb- 
licheu  Potenzen  und  pj^  so  ist,  wenn  man  die  Entfernung  des 
Punktes  p  von  den  beiden  Kreismittolponkteu  mit  und  bezeich- 
net, nach  Gleichung  6) 

wo     und     die  Radien  der  beiden  Kreise  sind.   £s  sei  nun 
8)  «  =  «,«  =  coustante 

so  heisseu  wir  dun  Wert  t"j«  das  Potenz verhältniss  des  Punktes 
p  in  Bezug  auf  die  Kreise  A:,  und  l-^.  Es  drängt  sich  nun  die  Frage 
auf:  Welchen  Punkten  der  Ebene  kommt  dasselbe  Potenzverhitltniss 
zu?  Um  diese  Frage  zu  erledigen  ersetzen  wir  in  Gleichung  8) 
die  Potenzen  p,^  nud  p^*  durch  die  Werte  in  und  Xf  und  wir 
erhalten 
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9)  »i^—WiiV—W— —  0 

Wir  erkennen  somit,  dass  die  Punkte  der  Ebene,  deren  Kutferüuugen 
a-j  und  der  Gleichung  9)  genügen,  dasselbe  Potcnzvcrhältniss  be- 
sitzen. Um  den  Ort  dieser  Punkte  zu  licsiimmcn,  verbinden  wir  den 
auf  der  Centrallinie  k-^^k^  =  beliebig  gewählten  Punkt  in  mit  dem 
Punkte  p  durch  q.  Wir  setzen  ferner  ^»»  =  y, ,  k^m  =  und 
mp^  =  d,  dann  ist  nach  bekannten  elementaren  Sätzen  aus  der 
GeomBtrie  des  Drdecks 

Gleichung  U)  geht  somit  in  folgende  über 

10)  P»(l-»ii)+fi«-- W--2rf(y,-r,,fl)--(r,«-ü,,r,«)  -  0 

Für  jede  Lage  des  Punktes  p  ändern  sich  die  Werte  von  q  und  d. 
Es  sei  uuu  jedoch  der  Punkt  m  so  bestimmt,  dass 

11)  .    -         «i— t»iiH-0 

daim  ist  Gleichung  10)  von  d  unabhängig  und  wir  haben 

12)  »iiÄ*— (ri»— »ti*-i")  0 

Eür  die  Lage  des  Ponktes  m,  welcbe  die  Centrallinie  k^kj^  nach  dem 
Verhältiii» 

teilt,  bleibt  also  nach  Gleichung  12)  auch  q  oder  die  Sntfemimg  des 
Punktes  p  von  m  oonstant  gleicb.  Berttcksichtigt  man,  dasa  an  Fig.  2. 

ist  and  eliminirt  man  aus  Gleichnngen  11)  und  12)  die  Werte  Ton 
9i  ond  y^,  80  erhält  man  aUgemein 

Ans  diesem  geht  hervor: 

8)  Der  Ort  der  Punkte  j)  der  Ebene  zweier  Kreise, 
welche  in  Bezug  auf  diese  Potenzen  besitzen,  deren 
Verhältniss  einen  gegebenen  Wert  hat,  ist  ein  Kreis. 
Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  teilt  die  Centrallinie 
jener  zwei  Kreise  nach  dem  Verhältniss,  das  gleich  ist 
dem  Potenzyerhaltniss.    Der  Radius  des  Kreises  ist 


Digitized  by  Google 


8 


AffoUtr:  Znr  Otomttrk  dea  Krmt  unddtr  Kugd.  * 


durch  Gleichung  13)  gegeben.  Diesen  Kreis  hcisseu  wir 
den  Potenzkreis  mit  dem  Poteuzverhältniss  (v^g)  zu  den 
zwei  ikreiseu      and  gehörend. 

Schneiden  sich  Fig.  2.  die  Kreise  und  k^  in  den  Punkten  «, 
80  ist  far  jeden  dieser  Punkte 

9)  Joder  Potenzkreis  zu  zwei  Kreisen  geht  durch  die 
beiden  Schnittpunkte  dieser  Kreise  mit  welchem  Potenz- 
verhältniäs  er  auch  behaftet  sein  mag. 

Hieraus  Bieest  nim  aber  sogleich  der  folgende  Site: 

10)  Legt  man  durch  die  beiden  Schnittpunkte  zweier 
Kreise  einen  beliebigen  dritten  Kreis,  so  ist  das  Ver- 
hältniss  der  Qnadrate,  der  Tangente  (kleinsten  halben 
Sehne),  die  YOn  denPankten  des  letztern  Kreises  nach  den 
awei  erstem  gehen,  constant  und  gleich  dem Verhttltniss, 
nach  dem  die  Ceutrallinie  der  zwei  ersten  Kreise  vom 
Hittelpankt  der  dritten  geteilt  wird. 

Je  nachdem  aber  die  Potenzen  ;>|*  nnd  gieicharfig  oder  un- 
gleichartig sind,  wird  das  Potenzrerbflltniss  positiv  oder  negatiY. 
FOr  den  abeolnten  Wert  von  v  erhalten  wir  somit  zwei  PotenslveiBe 
—  einen  äussern  mid  einen  innern.  —  Der  äussere  PotenzlDVis 
entliftlt  die  Punkte  p,  deren  Potenzen  ^  und  pf  in  Bezog  aof  die 
Kreise  und  ^  gleldiartig  und  beide  äussere  oder  beide  innere  sind. 
Der  innere  Potenzkreis  enthält  die  Punkte,  deren  Potenzen  nngleieh- 
artig,  d.  h.  die  eine  änssere  nnd  die  andern  innere  sind.  Wir  be- 
zeichnen die  Badicn  der  äussern  Potenzkreise  mit  nnd  die  der 
innem  mit  ^t,«  und  die  entsprechenden  Mittelpunkte  mit  Ou  und  »n, 
so  ist  also  nach  Gleichung  13) 

1A\  *  _  W  —  H%'<^%)  — 0 
14)  •«M—   (,""!)»  

.  — ;  («-fi)^ 

Es  ist  nun  aber  nach  Satz  8) 

Die  Mittelpunkte  a,,  und  i^t  >^  CentraDinien  }t^1e%  nach 
entgegen  gesetzt  gleichen  Verhältnissen  und  daher  bezeichnen  wir 
diese  zwei  Punkte  mit  dem  Kamen  beigeordneter  Aehnlich- 
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keitspnnktc,  so  wie  wir  ihre  Potenikreise  als  einander  bei- 
geordnet bezeichnen. 

Von  den  Poteuzkreisen  gemessen  einige  eine  ganz  besondere 
Wichtigkeit  Es  sind  dies  die,  welche  zu  den  spedellen  Weiten  der 
Potenzverhftltniflse 

gehören.  Es  sei  nun 

I)  V  =  +1;  dann  ist 

15)         Vfl^,  =    ^  §  s—  -  00 

Der  äussere  Potenzkreis  besitzt  also  einen  unendlich  grossen  Radius. 
Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn  entweder  der  Mittelpunkt  der  Kreise 
im  Endlichen  und  alle  Punkte  der  Kreise  im  Unendlichen  der  Ebene 
liegen;  oder  aber,  wenn  der  Mittelpunkt  im  Unendlitlien  liegt  und 
dann  der  Kreis  in  eine  Gerado  übergeht,  die  mit  ihren  Punkten  teil- 
weise im  Endlichen  oder  auch  ganz  im  Unendlichen  liegt.  Da  aber 
die  beiden  Schnitte  s  der  Kreise  jfcj  und  ^  auch  auf  dem  Potenzkreise 
liegen,  80  geht  in  diesem  Fall  der  Potenzkreis  in  die  den  Kreisen 
und  k-2  gemeinsame  Sehne  über.  Da  =»  -f- 1,  so  ist  p^^  =  p^* 
und  wir  haben: 

II)  Der  Ort  alle  Punkte  in  der  Ebene  zweier  Kreise, 
welche  in  Bezng  auf  diese  Kreise  gleiche  und  gleich- 
artige Potenzen  besitzen,  ist  die  gemeinsame  Sehne  der 
beiden  Kreise.  Wir  heissen  diese  Sehne  die  Potenzlinie 
der  beiden  Kreise. 

Oder  aacfa,  da  pi*  ^  jii'  nnd  j»i  —  ist,  nach  den  Sätzen  4) 
und  5). 

12)  Der  Ort  aller  Punkte,  von  denen  aus  an  zwei 
Kreise  gleich  lange  Taugente  und  kleinste  Sehne  gehen, 
ist  die  gemeinsame  Sehne  der  beiden  Kreise. 

Der  Aehnlichkeitspimkt  für  — 1  liegt  in  der  IDtte  der 
beiden  Kreise  A;i  und     nnd  in  diesem  Fall  ist 
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also  die  ftbBointea  Werte  von  und  pt  fiinaader  gleich  und  somH 
folgt: 

13)  Der  Ort  all  derjenigen  Pnnkte  in  der  Ebene  sweier 
Kreise,  Ten  denen  ans  an  den  einen  Kreis  besiehlich 
Tangenten  oder  kleinste  halbe  Sehnen  gehen,  diebezieh- 
lich  gleich  sind  den  kleinsten  Sehnen  oder  Tangenten 
an  den  andern  Kreis,  ist  ein  Kreis  der  durch  die  Schnitt- 
punkte der  beiden  Kreise  geht  nnd  dessen  Mittelpunkt 
die  Gentrallinie  dieser  zwei  Kreise  halbirt 

28. sei     «•  ±  ^,  alsdann  hat  man  ans  Gleichung  18): 

(r»-r.)» 

und 

Die  Badien  dieser  Kreise  bezeichnen  wir  mit  iZai,  uimI  ü^.,.  £•  ist 
also: 


19) 


und  die  Hittdpankto  seien  mit  A^g  nnd  Jft  iM^zeichnet  Da  in  diesem 
FUl  Fig.  3.  .die  Proportionen 

und 

— ri:rts=s^#:l^# 

richtig  sind,  so  folgt  ans  dnem  bekannten  Satze  des  Dreiecks,  dass 
der  Badins  ÜU,«  »  A^  den  Anssenwinkal  und  Ri^^  J^^b  den  Lmen- 
winkel  bd  «  des  Dreiecks  h^h^»  halbst  Es  sind  also  die  Badien 
^la«  nnd  J^9  zn  einander  normal  Es  schneiden  sieh  also  dte  Kreise 
Af^  nnd  rechtwinklig.  Ebenso  halbirt  jeder  dieser  Potenzkreise 
den  Winkel,  vnter  dem  sich     nnd  schneiden^). 

Aas  all  dem  fliessen  nachfolgende  Sätze: 

14)  Der  Ort  all'  der  Pnnkte,  yon  denen  aas  an  zwei 
Kreise  Tangenten  oder  halbe  kleinste  Sehnen  gehen. 


1)  Wir  sagen,  zwei  Krciso  und  1-,  ichncidcn  sich  unter  dem  Winkel 
«I  wenn  die  Badien,  welche  nach  dem  einen  Schnittpunkte  der  beiden  Krciae 
gcbtii,  d«B  Winkel  «  ehifchlicsMii. 
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deren  Quadrate  sich  Terhalten  wie  die  Radien  dieser 
swei  Kreise,  ist  ein  Kreis,  welcher  durch  die  Schnitte 
der  beiden  Kreise  hindurch  geht  und  dessen  Mittelpunkt 
die  Centrallinine  nach  dem  änssern.Terhftltniss  teilt, 
das  gleich  ist  dem  Yerhftltniss  der  Badien  der  iwei 
Kreiee. 

15)  Der  Ort  der  Punkte,  von  denen  aus  nach  zwei 
Kreisen  Tan^^enten  oder  kleinste  halbe  Sehnen  naeh  dem 
einen  Kreise  gehen,  deren  Quadrate  sich  verhalten 
zu  den  Quadraten  der  kleinsten  halben  Sehnen  oderTan- 
genten,  die  nach  dem  andern  Kreise  gehen,  wie  die  Ra- 
dien der  beiden  Kreise,  ist  ein  Kreis,  der  durch  die 
Schnittte  der  beiden  Kreise  hindurch  geht  und  dessen 
Hittelpunkt  die  Centralünie  der  zwei  Kreise  nach  dem 
Innern  Verhftltniss  teilt,  das  gleich  ist  dem  Yerhältniss 
der  beiden  Radien. 

IG)  Diese'  beiden  Ortskreisc  in  Satz  14)  und  15) 
Rchueideu  sich  rechtwinklig  und  wir  beissen  sie  deshalb 
orthogonale  Potonzkroise. 

17)  Jeder  der  beiden  orthogonalen  Potenxkreise 
zweier  Kreise  schneidet  diese  unter  gleichen  Winkeln, 
d.  h.  halbirt  den  Winkel  unter  dem  sich  diese  Kreise 
ach  neiden. 

Die  Mittdpnnkte  der  beiden  orthogonalen  Potenzkreise  zweier 
Kreise  heissen  wir  die  Hauptähnlichkcitspunkto. 

Es  ist  hier  wichtig,  die  speciellen  Formen  der  Kreise  und  kf 
selbst  ta  betrachten. 

Es  sei  1)     —  rs,  dann  folgt  aus  Gleichung  17),  dass 

J?...-OD  und  Iti,^  =  ^  4  ■ 

In  diesem  FUl  geht  also  der  iussere  orthogonale  Potenzkreis  in  die 
Potenzlinie  der  beiden  Kreise  und  der  innere  in  den  der  Potenzlinie 
bogeordneCen  Potenzkreis  Uber. 

Es  seien  2)  die  beiden  Kreise     und     conoentrisch,  d.  h. 

=-0 

80  folgt,  da        —  k^Aif^  dass 
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und  ebenso 
0.  b. 

18)  Die  beiden  Hauptähnlichkeitspunktc  bei  zwei 
concen trischen  Kreisen  fallen  mit  dem  Centrum  der  bei- 
den Kreise  zusammen.  Die  Radien  der  beiden  orthogo- 
nalen Poteuzkreise  sind  gegeben  durch 

20)  I 


£8  sei  8)  der  Badhu  der  Kreiie  i^eich  Noll,  d.  h.  et  redncire  sieh 
der  KreiB  kg  auf  tinen  Punkt,  dAim  ist 

and 
Also 

ktA»  =  hJtt  =  0. 

19)  Zu  einem  Kreise  und  einem  Punkt  lässtsicb  immer 
der  Punkt  als  der  äussere  und  innere  Hauptähnlichkeits- 
punkt ansehen.  Die  Radien  der  beiden  orthoganalon 
Potenzkreise  sind  gegeben  durch 

21)  Ba,*  -  Ä..  -  0, 

d.  h.  der  Punkt  repräsentirt  selbst  diese  beiden  ortho- 
gonalen Potenzkreise. 

Es  degenerire  4)  der  eine  Kreis  in  eine  Gerade  mit  ihr  an  end- 
Uch  und  unendlich  fernen  Punkten,  so  ist  z.  B.  gleich  oo,  also 
auch  Cff,  und  zwar  kann  man  zunächst  —  r-|-d  seilen.  Setieii 
wir  allgemein  in  der  Proportion 

und 

den  Wert         r„  so  folgt 


Oder: 


*i^ai  r,_ri  *i«^it-+  • 
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und  die  fiadieu  sind 


Oder  auch: 


 Ü  


ri[2(*-r,)  4 


2S)  Äi.,"-ari(a+r,);  Ä..« 


Es  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  ö  gleich  ist  dem  Norraalabstaud  des 
Mittelpunktes  k-^  von  der  Geraden.  Aus  diesen  Gleichungen  Üiesst 
der  folgende  Satz: 

20)  Fftllt  man  in  der  Ebene  eines  Kreises  nnd  einer 
Geraden  den  zu  dieser  normalen  Purchmesser,  so  sind 
dessen  beide  Ecken  als  die  Hanpt&hnlichkeitspnnkte  zn 
dem  Kreise  und  der  Geraden  anzusehen.  Insbesondere  ist 
der  Endpunkt,  welcher  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  aus 
nicht  in  derselben  Richtung  liegt  wie  die  Gerade,  als 
der  äussere  und  der  andre,  der  also  in  derselben  Rich- 
tung liegt,  als  der  innere  Hauptähnlichkeitspunkt  anzu- 
sehen. Die  Radien  der  beiden  Potenzkreise  sind  durch 
die  Gljeichungen  22)  gegeben. 

Hieraus  fliesst  der  folgende  Satz: 

31)  Beschreibt  man  ans  den  Endpunkten  des  Durch- 
messers eines  Kreises  der  zu  einer  Geraden  normal  steht 
nnd  beschreibt  man  aus  den  beiden  Endpunkten  dieser 
Durchmesser  die  zwei  Kreise,  welche  durch  die  zwei 
Schnittpunkte  jener  Kreise  mit  der  Geraden  gehen,  so 
schneiden  sich  diese  rechtwinklig  und  jeder  von  ihnen 
halbirt  den  Winkel,  unter  dem  sich  jener  ilreis  nnd  die 
Gerade  schneiden. 

Es  sei  3)  Vit  -°  ±-S*  alsdann  ergiebt  sieb  aus  Gleichung  13): 
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Da  in  dioBem  Fall  die  Proporti« 


80  folgen  die  Sälze: 

22)  Der  Ort  all'  der  Puukte  in  der  Ebene  zweier 
Kreise,  von  denen  aus  an  beide  Kreise  Tangenten  oder 
halbe  kleinste  Sehnen  gehen,  die  sich  Terhalten  wie  die 
Bftdien  der  Kreise,  ist  ein  Kreis,  der  durch  die  Schnitt- 
punkte der  beiden  Kreise  hindurch  geht  nnd  dessen  Mit- 
telpankt  die  Centrailinie  beider  Kreise  nach  dem  äus- 
sern Yerhaltniss  teilt,  das  gleich  ist  dem  Yerhaltniss 
der  Quadrate  der  Radien  der  beiden  Kreise. 

23)  Der  Ort  all*  der  Punkte  in  der  Ebene  zweier 
Punkte,  von  denen  aus  an  den  einen  Kreis  Tangenten 
oder  halbe  kleinste  Sehnen  gehen,  die  sich  verhalten  zu 
den  halben  kleinsten  Sehnen  oder  Tangeuten,  welche 
von  ihnen  an  den  andern  Kreis  gehen,  wie  die  Radien  der 
beiden  Kreise,  ist  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  die 
Centrallinic  beider  Kreise  nach  dem  iunern  Verhältniss, 
gleich  dem  Yorhältuiss  der  (Quadrate  der  beiden  Kadieu 


Diese  Kreise  nnd  ihre  Mittelpunkte  bezeichnen  wir  beziehlich 
mit  IHjs  und  3]s  und  ihre  Badien,  deren  Werte  durch  Gleichungen 
23)  gegeben  sind,  mit  9Ca.,  und  91^^ 


den  obigen  analog  sind  nnd  somit  leicht  weiter  verfolgt  werden  kOnnen. 

Bemerkung.  Bei  den  bisherigen  Beobachtungen  ftbor  den 
Potenzkreis  zweier  Kreise  wurde  iinuier  stillschweigend  vorausgesetzt, 
dass  sich  die  beiden  Kreise  /.-,  und  /\j  in  reellen  Punkten  schneiden. 
Dieser  Schuittpunkteupaar  war  aber  bei  der  Ilerleitnng  der  Potenz- 
kreise als  Ortskreis  ohne  Einfluss.  Hieraus  folgt  sogleich,  dass  alle 
Sätze  über  Potenzkreise  im  allgemeinen  gelten,  sowol  bei  Potenzen 
die  zu  zwei  sich  in  reeüea  ^unkten,  als  zu  zwei  sich  nicht  in  reellen 


teilt 


Setzt  man  endlidi  4)  «     ±  -^t  so  erhalt  man  Resultate,  wetehe 
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Punkten  schneidenden  Kreisen  gehörend.  Bei  Potenzkroisen  beson- 
derer Natur  werden  sich  einige  Moditiaitioneu  ergeben,  die  wir  am 
geeigneten  Orte  betrachten,  was  z.  B.  bei  den  orthoguualen  Potenz- 
kreisQU  der  Fall  ist 


Nehmen  wir  zu  den  Kreisen  A*j  und  noch  den  Kreis  hinzu. 
Es  sei  zu  k^  und  k^  der  Poteuzkrcis  /r,,  mit  dem  Potcnzverluiltniss 
t?3,  zu  und  k-i  der  Potenzkreis  03  mit  dem  iPotcuzverhultiiiss 
und  endlich  zu  k^  und  der  Potenzkreis  «j  mit  dem  Poteuzver- 
hältniss  gegeben.  Die  zwei  Potenzkreisc  und  schneiden  sich 
in  demPonktepaar  P.  Die  Potenzen  de«  einen  Punktes  P  in  Bezog 
uf  ffie  drei  Kreise  h  seien      p/^  p^K  Es  ist  aladanns 

A*  A* 

ud  das  Potansveriiiltniss  in  Bttng  anf  kg  md     sei  v^',  dann  ist 

Der  Fotonzkreis  o»',  der  dem  PotensreriilltniaB  V  entspricht,  geht 
also  aadi  dnreh  den  Punkt  P.  Wir  setaea  daher  v^^v^'  und 
haben  so  ^ 

^  ^         Pa*  l»!"*  J'i* 

Bei  dieser  Bestimmung  entspricht  auch  dem  zweiten  Punkte  P  das 
Teriilltnias  und  es  gehen  also  bei  dieser  Annahnie  die  drei  Potena- 
kreise  a  dnich  dasselbe  Pnnktepaar  P  nnd  ihre  lOttelpnnkte  a  liegen 
auf  einer  Geraden  —  der  Aehnlichkeisaze. 

Ans  diesen  tUesseu  folgende  Sätze: 

34)  Sind  in  der  Ebene  drei  Kreise  beliebig  gelegen, 

nnd  man  bestimmt  zu  je  zweien  einen  beliebigen  Potenz- 
kreia»  jedoch  so,  dass  das  Prodact  der  zugehörenden 
PotensTerhältnisse  gleich  der  positiven  Einheit  ist,  so 
schneiden  sich  die  drei  Potenzkreise  in  demselben 
PnnJktepaAS. 

In  andere  Passung  gebracht,  heisst  dieser  Satz: 

25)  Schneidet  man  das  Centraidreieck  k^k^k^  dreier 
Kreise  dnrch  ein«  beliebige  Gerade  in  den  Punkten  o^. 
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«3  und  beschreibt  man  bezichlich  um  diese  Punkte  als 
Mittelpunkte  Kreise,  so  dass  durch  das  Schnittpunk- 
toiipaar  der  Kreise  und  ^^3,  durch  das  der  k.^  und  Ai 
und  endlich  durch  das  der  i-j  und  A-^,  so  bchnoidon  sich 
diese  Kreise  in  demselben  Punktcpaar. 

Das  Pnnktepaar  P,  in  dem  sich  irgend  drei  Potonzkreiae  dreier 
Kreise  schneiden,  heissen  wir  Potenzpnnktenpaare. 

Da  durch  den  beliebig  gewählten  Punkt  P  und  die  zwei  Schnitt- 
pnnkt»  der  Kreise  and  ^  der  Potenzkreis  beatinunt  ist  und 
zwar  eindeutig,  ebenso     nnd     so  folgt: 

26)  Jeder  Punkt  der  Ebene  dreier  Kreise  kann  als 
Potenzpuukt  aufgefasst  werden,  und  ihm  ist  immer  ein 
zweiter  Punkt  als  Potenzpunkt  coujugirt.  Durch  den 
einen  von  den  Punkten  eines  Poteuzpuuktepaares  ist 
immer  der  andere  besimmt  und  zwar  nur  auf  eine  Weise. 

Consomnilren  wir  zn  den  drm  ftnssem  Potenzkreisen  oj,  ot,  1%, 
derselben  Aehnliehkeitsaxe  die  bdgeordneten  innem  Ju  Jtt  90 
hat  man  nach  der  Relation  24): 

i-^  i+^hi-p^  -  +I5     (-•k).(-t^).(+t^  -  +1 
ffieraos  folgt: 

27)  Gehen  drei  Potenzkrelse  durch  dasselbe  Pnnkte- 
paar, so  bilden  diese  mit  den  drei  beigeordneten  Potenz- 
kf  eisen  sechs  Kreise,  von  denen  einmal  je  die  drei  äus- 
sern nnd  dreimal  je  ein  änssrer  mit  den  zwei  nicht  bei- 
geordneten innern  je  durch  dasselbe  Potenzpunktepaar 
gehen. 

Gehen  wir  nun  zu  den  spcciellen  FällCTi  über.  Es  sei  v^=-^-\~l. 
In  diesem  Fall  geht  oj  in  die  FoteuzUnio  der  Kreise  und  kf  über, 
und  wir  haben: 

38)  Sehneidet  man  das  Centraidreieck  dreier  Kreise 
mit  einer  beliebigen,  jedoch  einer  der  drei  Centrai- 
linien parallelen  Geraden  und  beschreibt  um  die  Schnitt- 
punkte der  beiden  übrigen  Centrailinien  mit  dieser  Ge- 
raden als  Mittelpunkte  Kreise,  welche  beziehlich  durch 
die  Schnittpnnktepaare  der  zugehörenden  zwei  der  drei 
gegebenen  Kreise  gehen,  so  schneiden  sich  diese  zwei 
Kreise  in  zwei  Punkten,  die  auf  der  Potenzlinie  der 
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iwei  Kreise  liegen,  deren  Mittelpunkte  auf  der  mit 
der  Geraden  parallelen  Centralliuie  liegen. 

Es  Mi  «I »    SS  -{-1;  ^tttnn  ist  aiicli        +1  ^  ^ 
iDsseni  Potenzkreise  gehen  in  die  Potensünie  je  xweier  der  drei  Kreise 
aber.  Da  die  Belation  24)  erfüllt  ist,  so  mflsaen  sich  also,  die  drei 

Potenzlinien  dreier  Ereiso  in  demselben  Ponktepaar  schneiden.  Da 
sich  zwei  Gerade  mit  ihren  endlichen  Teilen  nur  in  einem  ihrer  end* 
Mchen  Pnnkte  schneiden  können,  so  mass  der  zweite  Schnitlponkt 
auf  ihrea  unendlich  finnen  Teilen  liegen,  nnd  wir  haben: 

29)  Die  drei  Potenzlinien,  die  zu  je  zwei  von  drei 
Kreisen  gehören,  schneiden  sich  in  zwei  Potenzpunkten, 
von  denen  der  eine  im  allgemeinen  im  Endlichen  und 
der  zweite  immer  im  Unendlichen  der  Ebene  liegt.  Wir 
heisscn  den  im  Endlichen  liegenden  Potenzpnnkt  den 
llauptpotenzpunkt  und  bezeichnen  ihn  mit  ». 

Da  fOr  den  Hanptpotenzpimkt  alle  Potensverhflltaisse  ißeich  der 
positiven  Einheit,  so  fidgt: 

30)  Liegt  der  Hauptpotenzpnnkt  innerhalb  oder  ans- 
serhalb  einer  der  drei  Kreise,  so  liegt  er  im  Innern 
oder  Aenssern  aller  drei  Kreise, 

oder  auch: 

30)  In  der  Ebene  dreier  Kreise  giebt  es  einen  im  End- 
lichen liegenden  Punkt,  Yon  dem  ans  an  alle  drei  Kreise 
entweder  gleiche  Tangenten  oder  gleiche  halbe  kleiaste 
Sehnen  gehen. 

Besehreiben  wir  tun  den  Hanp^tenspookt  s  mit  diesen  Tan- 
genten oder  Sehnen  als  Badins  den  dadnrsh  bestimmten  Kreis,  so 
folgt: 

31)  In  der  Ebene  dreier  Kreise  lässt  sich  immer  ein 
solcher  Kreis  beschreiben,  der  entweder  alle  dreiKreise 
rechtwinklig  und  folglich  auch  von  allen  drei  Kreisen 
rechtwinklig,  oder  aber,  wenn  dies  nicht  möglich,  von 
allen  drei  Kreisen  über  seinem  Durchmesser  geschnitten 
wird  Der  Mittelpunkt  dieser  Kreise  ist  der  Uaupt- 
potenzpunkt  dieser  drei  Kreise. 

IMesen  Kreis  mit  dem  Mtlelpankt  %  heissen  wir  den  Ortho- 
gonalkreis der  drei  Kreise    nnd  wir  sagen  auch:  Jeder  Kreis , 
dereinen  aweiten  entweder  rechtwinklig  oder  Aber  seinem 
TM  lim.  s 
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Durchmesser  schneidet,  habe  diesen  zweiton  Kreis  za 
seinem  Orthogonidkreis. 

Setna  wir  fl^«-|~l»  1^  so  folgt,  dass  slcli  die 

Potendimen  li^  und  wie  die  za  den  zwei  andern  PotenzUnien  bei- 
geoidneton  innem  Potenzkreise  in  demselben  Ponktepaar  schneiden 
and  hierans  folgt: 

32)  Auf  jeder  Poteuzlinie  von  zwei  zu  drei  Kreisen 
giebt  es  je  zwei  Punkte,  von  denen  aus  an  diezurPotenz- 
linio  gehörenden  zwei  Kreise  ebenso  lange  Tangeuten 
oder  halbe  kleinste  Sehnen  gehen,  wie  an  den  dritten 
Kreis  kleinste  halbe  Sehnen  oder  Tangenton. 

Setzen  wir 

r,  ri  r| 

SO  ist: 

r3,).(— t'a)  = -f  1;       (— »i)  •  (-- r,)  =  +  1. 

Hieraus  ergiebt  sich: 

33)  Drei  Kreise  einer  Ebene  besitzen  sechs  ortho- 
gonale Potenzkreise  und  sccb s  Ilauptähulichkeitspunkte. 
Von  diesen  liegen  vier  mal  jo  drei  auf  einer  Geraden  — 
den  Ilauptähulichkcitsaxen  und  zwar  einmal  je  die  drei 
äussern  und  dreimal  je  ein  äusserer  mit  den  zwei  nicht 
beigeordneten  Innern.  Von  den  orthogonalen  Potenz- 
kreisen gehen  somit  auch  viermal  je  drei  durch  dasselbe 
Hauptpoteuzpunktepaar  und  zwar  je  die  drei  äussern 
and  je  ein  ftnsserer  mit  den  zwei  nicht  zagehörenden 
innern. 

Aehnlich  verldlt  es  sich  mit  den  oben  betzachteten  Kreisen 
9Uy  and  S^y. 

e)  üober  Kreittekaarmu 

Schneiden  sich  die  zwei  Kreise     und  /cg  (Fig.  4.)  in  dem  Pinikto- 
paar  «  und  sei  Äj^  ihre  Potenzlinie  oder  gemeinsame  Sehne.  Fällt 
mau  aus  irgend  einem  Puukte  p  derselben  die  Tangenten  <j  und 
nach  den  iüreiseu     und  ^s,  so  ist 
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Beschreiben  wir  um  p  mit  dem  Radius  t  den  Kreis  p,  so  schneidet 
dieser  die  beiden  Kreise  ik,  um!  l\  rechtwiaklig;  halten  \\nr  die  Kreise 
hl  nnd  p  fest  und  laasea  in  irgend  einen  andern  durch  dio  Punkte 
s  hindurch  gehenden  Kreis  übergehen,  so  ist  fOr  jeden  beliebigen 
dieser  Kreise  i-»  die  Gerade  h  die  Potenzlinic  zu  und  kn.  Es 
schneidet  also  auch  der  Kreis  p  den  boliebig  gewählten  Kreis  hn  recht- 
winklig. Alle  Kreise  Ah,  wclcho  durch  das  Punktepaar  «  hindurch 
gehen,  heisst  man  einf;  Krcisscliaar.  Dio  Mittelpunkte  der  Kreise 
derselben  liegen  auf  der  Geraden  /•,,  A-«,  die  wir  Axe  heisscn.  Da 
jeder  Punkt  der  Axe  nur  Mitteljjuukt  eines  Kreises  kt^  ist,  der  den 
Kreis  kn  rechtwinklig  schneidet,  so  folgt: 

84)  . Alle  Kreise,  welche  einen  Kreis  rechtwinklig 
schneiden  nnd  ihre  Mittelpunkte  anf  einer  bestimmten 
Geraden  haben,  bilden  eine  Kreisschaar.  Die  beiden 
Grnndpnnkte  •  der  Schaar  liegen  anf  einer  Geraden, 
welche  dnrch  den  Mittelpunkt  jener  Kreise  geht  nnd  snr 
Axe  der  Schaar  normal  steht  Diese  Gerade  ist  die  Po- 
tenzlinic der  Schaar,  oder  der  Kreis  derselben,  welcher  • 
in  eine  Gerade  mit  ihrem  endliehen  nnd  unendlichen 
Teil  Qbergeht 

Nehmen  wir  aber  in  Fig.  4.  den  Punkt  nicht  ausserhalb  der 
beiden  Grundpunkte  ^f,  vielmehr  zwischen  denselben  in  p'  an,  so 
gehen  von  /)'  keine  Tangenten  als  vielmehr  die  kleinsten  halben  Sehnen 
und  jSjj.  Beschreiben  wir  um  mit  diesen  Sehnen,  als  Radius 
den  dadurch  bestimmten  Kreis,  so  wird  dieser  sowol  durch  A-,  wie  Ar^ 
über  seinem  Durchmesser  geschnitten.  Durch  vollständig  gleiche 
weitere  Betrachtungen  wie  oben,  ergiebt  sich: 

35)  Alle  Kreise,  welche  ihre  Mittelpunkte  anf  einer 

Geraden  haben  und  einen  Kreis  Uber  seinem  Durch- 
messer schneiden,  bilden  eine  Kreisschaar.  DiePotenz- 
linie  derselben  geht  durch  die  Kreise,  welche  von  allen 
der  Schaar  Uber  ihren  Durchmessern  geschnitten  werden. 

Beschreiben  wir  aus  all  den  Punkten  p  der  Potensünie  h^^ 
Kreise,  welche  den  Kreis  k^  und  folglich  alle  Kreise  kn  rechtwinklig 
edmeiden,  so  bilden  diese  nach  Sali  34)  dne  neue  Kreisaehaar,  die 
wir  die  der  ersten  conjugirte  Schaar  nennen.  Hieraus  folgt 

sogleich: 

36)  Von  zwei  einander  conjngirtcn  Schaarcn  ist  die 
Potenziinie  der  eineu  die  Axe  der  audorn. 

Wir  haben  die  erste  Sehaar  in  Fig.  4.  definirt  als  die  Gesamrat- 
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'hgüSL  aller  Kreisei  n^ldie  dardi  smi  Pimkle  •  gehen.  Die  zweite 
Sdiaar  Iwt  nim  aber  die  EtgenBehaft,  kdne  swei  aolehe  (reelle) 
Qnmdipmikte  »i  besitien,  d.  h.  von  dieser  Schaar  sehneideE  iich 
swei  Kreise  in  zwei  (reeUen)  Punkten.  Um  dies  einsosehen,  hat  man 

nur  zu  zeigen,  dass  es  zwei  Kreise  der  Schaar  so  giefat,  die  sich 
nicht  schneiden.  Betrachten  wir  die  Grundpunkte  s  der  ersten  Schaar 
als  Kreise  yom  Radius  Null,  so  sind  dies  Kreise  welche  jeden  Kreis 
kn  rechtwinklig  schneiden,  und  sind  somit  als  Kreise  der  aweiten 
Schaar  sä  nehmen.  Blenns  folgt: 

37)  Von  zwei  conjugirten  Kreisschaaren  besitzt  die 
zweite  die  Grandpnnkte  der  ersten  als  Kreise  ihrer 
Sehaar  mit  dem  Badins  gleich  NnlL  Wir  heissen  diese 
Punkte  deshalb  Orenskreise  der  zweiten  Schaar. 

Nehmen  wir  von  der  einen  von  den  beiden  coi^iigirten  Kreis* 
schaaren  zwei  Kreise  heraas,  so  folgt: 

88)  Alle  Kreise,  welche  zwei  Kreise  reehtwinklig 
schneiden,  hilden  eine  Kreisschaar,  deren  Axe  die  Po* 
tenzlinie  jener  swei  Kreise  ist 

Nehmen  wir  zwei  der  Kreise  />,  welche  von  allen  Kreisen  der 
Schaar  kn  über  ihren  Dorchmessem  geschnitten  werden,  so  folgt  um- 
gekehrt: 

39)  Alle  Kreise,  welche  zwei  Kreise  über  ihren 
Dnrchmessern  schneiden,  bilden  eine  Kreisschaar. 

Nehmen  wir  endlich  einen  Kreis  p ,  welcher  von  allen  Kreisen  der 
Schaar  kn  rechtwinklig,  und  einen  Kreis  /jj,  welcher  von  allen  Kreisen 
kn  Über  seineu  Durchmessern  geschnitten  werden,  so  folgt  umgekehrt: 

4D)  Alle  Kreise,  weleke  einen  Kreis  reehtwinklig  and 
einen  zweiten  Uber  seinen  Dnrchmesser  sehneiden,  bil- 
den eine  Kreisschaar. 

Die  drei  letzteren  Sätze  38) — 40)  lassen  sich  im  folgenden  zn- 
sammen  fassen: 

41)  Alle  Kreise,  welche  swei  Kreise  zu  Orthogonal- 
kreisen besitzen,  bilden  eine  Kreisschaar. 

Bei  den  Kreisen  p  liegen  die  Grundpunkte  *  vom  Mittelpunkte  p 
in  derselben,  bei  den  Kreisen  ;jj  aber  in  entgegengesetzter  Richtung. 
Bezeichnen  wir  die  Radien  dieser  Kreise  mit  r  und  r, ,  so  folgt  aus 
dem  Begriff  der  Potenz,  wenn  wir  diese  beiden  Grundpunkte  zur 
Unterscheidung  mit     und     bezeichnen,  für  den  Kreis  j» 
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und  fUr  den  Kreis  pi  ergiobt  sich 

Hieraus  folgt,  in  beiden  Kreisen  liegt  der  eine  Gmndpunkt  innerhalb 
und  der  andre  ausserhalb.  Die  beiden  Punkte  heisscn  wir  sowol  in 
Bezug  auf  den  Kreis  p  wie  pi  polarrecipruke  Punkte.  Hieraus 
ergiebt  sich  sogleich: 

42)  Jeder  Durchmesser  eines  Kreises  schneidet  einen 
iweiien  Kreis  in  einem  Paar  polarreeiproker  Pankte  in 
Besng  auf  den  ersten  Kreis,  wenn  dieser  in  Besng  auf 
den  iweiien  Kreis  ein  OrtliogonalkreiB  ist  und  umgekehrt. 

43)  Jeder  Kreis,  der  durch  zwei  polarreciproke Punkte 
eines  Kreises  geht,  besitzt  diesen  sum  Orthogonalpnnkt 

Beachten  wir  ohige  Belationen  und  den  Sats  7),  so  folgt: 

44)  Durch  swei  Paar  gleichartige  polarreciproke 
Punkte  eines  Kreises  geht  immer  ein  Kreis,  der  Jenen 
Kreis  sum  Orthogonalkreis  hat 

Lassen  wir  von  zwei  Kreisen  den  einen  in  einen  solchen  mit 
dem  Radius  Null  und  in  einen  Paukt  ttbeigehen,  so  folgt  ans  Lehr- 
satz 42): 

45)  Alle  Kreise,  welche  durch  einen  Punkt  gehen  und 
einen  Kreis  zum  Orthogonalkreis  hahen,  bilden  eine 
KrefSschaar. 

Haben  wir  einen  Kreis  k'i  und  zwei  Punkte  und  k^^  so  folgt 
ans  Satz  30),  sobald  man  diese  Punkte  als  Kreise  mit  dem  Radius 
NuU  ansieht: 

46)  Durch  zwei  Punkte  geht  immer  ein  Kreis,  welcher 
in  einem  Kreis  Orthogonalkreis  ist 

und  aas  Satz  45): 

47)  Durch  zwei  Punkte  gehen  immer  zwei  Kreise, 
welche  einen  beHebigen  Kreis  zum  Orthogonalkreis  ha- 
ben. Der  eine  schneidet  diesen  Uber  seinemDurchmesser 
und  der  andre  rechtwinklig. 

Zu  zwei  Kreisen  haben  wir  durch  die  Sätze  38) — 42)  Tier  rer- 
schiedene  Kreisschaaren  kennen  gelernt,  nämlich  1)  die  Schaar  der 
Kreise  die  jene  zwei  rechtwinklig ,  2)  die  Schaar  der  Kreise,  welche 
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jene  zwei  jo  Aber  ihrem  Darchmesaer,  3)  welche  den  ersten  rcclit- 
winklig  und  den  zweiten  über  seinem  Durchmesser  sehueidet  Zn 
diesen  vier  Schaaren  gesellt  Bich  noch  die  folgende,  welche  zn  jenen 
in  eigentümlicher  Beziehung  steht;  —  es  ist  dies  die  Schaar  der 
Kreise,  weiche  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  hindurch 
gehen. 

Wir  beielchnen  die  Aze  dieser  Sdiaar  mit  grossen  Bochstaben, 
wie  wir  die  Mlttelpnnkte  der  Kreise  der  Schaaren  selbst  mit  den 
gleichnamigen  kleinen  Buchstaben  bezeichnen. 

Wir  bezeichnen  die  Kreise,  welche  die  zwei  Kreise  und  k-^ 
rechtwinklig  schueiden,  mit  o,«,  ihre  Axe  somit  mit  O^.,-  die  Kreise, 
welche  und  A\,  über  ihren  Durchmessern  schneiden,  mit  t/^o  und 
ihre  Axe  mit  D^^-,  die  Kn  ise,  welche  rechtwinklig  und  k^  über 
dem  Durchmesser  schneiden,  mit  c/1,2  und  die  Axe  mit  und  die 
Kreise,  welche  k^  rechtwinklig  und  den  Kreis  über  dem  Durch- 
messer schneiden,  mit  d'2,1  und  die  Axe  mit  2>2,i,  und  schliesslich 
die  Kreise,  welche  durch  die  Mittelpunkte  \uu  k^  und  k^  gehen,  mit 
Ulis  nud  ihre  Axo  mit  M^^, 

Es  schneide  der  beliebig  gewählte  Kreis  r/^g  beiden  Kreise 
Ar,  und  Jfcg  über  den  Durchmessern  8^s^"  und  «j'ii",  dann  schneiden 
sich  diese  als  Potenzlinie  aufgeüssst  im  Punkte  o^^  der  Potenzlinie 
Oxs-  Beschreiben  wir  den  Kreis  um  o^^,  so  ist  dieser  der  Ortho- 
gonalkreis zu  X-j,  k^  und  di^,  und  zwar  schneidet  er  alle  drei  recht- 
winklig. Schneiden  sich  und  d^^  in  dem  Punktepaar  so  sind 
also  die  Winkel  Fig.  5. 

je  rechte  d.  h.  die  sechs  Punkte 

liegen  anf  demselben  Krdse  m^.  Der  Mittelpunkt  liegt  also  mit 
den  MittelpiiDkten  on  und  in  denelben  Oeraden  nnd  balbirt  die 
Centrallinie  ou Hieraus  folgt: 

48)  Die  Axen  der  Kreissc haaren,  deren  erste  zwei 
Kreise  rechtwinklig  und  deren  andere  dieselben  zwei 
Kreise  je  über  ihren  Durchmessern  schneidet,  liegen  zu 
der  Axe  der  Kreisschaar,  deren  Kreise  durch  die  Mit- 
telpunkte jener  zwei  Kreise  gehen,  symmetrisch.  In 
den  Schaaren  O,^.,  D^^  und  il/jo  giebt  es  je  einen  Kreis, 
beziohlich  f^u,  »»iji,  welche  alle  drei  sich  in  demsel- 
ben Punktepaar  schneiden  und  wo  die  Mittelpunkte  o^^ 
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und  ti^i  auf  einem  Burchmesseri  alfi  dessen  Endpankte, 
des  Kreises  liegen. 

Drd  Ereiae  o^,  d^^  und  «ji,  wddio  durch  dMBdbe  Pnnkte- 
ptar  9)  gehen,  heisaen  wir  nmmnMogehöraide  Ereiae.  Die  Central- 
Unie  i^i^  iat  Fig.  6.  die  iUen  Kreiaachaaren  Ou,  At  ^  gemein- 
aame  Potenalinie.  Die  Gerade  qq  achneidet  hfy  in  dem  Punkte  Xu. 
Dieser  Punkt  ist  Punkt  gleicher  Potenzen  oder  Haaptpotenzpnnkt  zu 
den  drei  Kreiaen  0^,  und  vnd  folgUch,  da  er  anf  liegt, 
an  aOen  Kreiaen  der  drei  Schaaren  2>i„  M^.  Ausserdem  ergiebt 
Bich  wie  leicht  einzusehen,  daas  er  ausserhalb  der  endlichen  Strecke 
der  beiden  Mittelpunkte  und  liegen  muss.  Beschreiben  wir 
daher  um  als  Mittelpunkt  den  zogehörenden  Orthogonalkreis  zu 
den  drei  Kreisen  o^,,  d^^  and  mit,  dieser  Orthogonalkrcis  in 

Bezug  auf  alle  Kreise  der  zugehörenden  Kreiaachaaren  O^^^  As*  ^Af 
Weil  der  Kreis       Orthogonalkreis  zu  allen  o^t  ist,  so  ist  Hit 
der  Kreise  der  durch  k-^  und      bestimmten  Kroisschaar.   Um  non 
den  Radius  des  Kreises       za  bestimmen,  setzen  wir  iki9ii**yi 
nnd  k^fia         ao  ist 

wo  C|s  «  kfy.  Es  sei  femer 

fl)  ^  — 

60  ist,  wenn  man  als  Potcnzkreia  der  Kreise  und  k^  auffasst, 
sein  Kadius  nach  Gleichung  13)  gegeben  durch 

Da  mm  %f  den  Kreia  rechtwinklig  achneidet,  ao  iat,  wemi  wir 
den  Erda  wfthlen,  weldier  k^k^  zom  Dorehmeaaer  hat;  oder  auch 
aoa  dem  Begriff  der  Potenz: 

Aus  diesen  4  Gloichuugon  ergeben  sich  nun  sogleich  die  folgenden 
Resultate 


1.  9f 


md  achlieaslich 
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85) 


Ans  diesem  geht  herror,  dass  der  Kreis  Xu  identiedi  mit  den  oben 
belndtleteii  Erefae  8,«  ist  Dm  llit  HaBp^otettqniBkl  in  Besag  aaf 
tUe  Kreise  oit,      uaA      ist,  so  folgt 

49)  Irgend  zwei  beliebig  gewählte  Kreise  o^j  and  rf,, 
schneiden  sich  in  zwei  Punkten,  durch  welche  immer 
einer  der  Kreise  m^^  geht.  Die  Potenzlinie  drei  solcher 
Kreise  teilt  immer  die  Centrailinie  der  zwei  Kreise  k\ 
und  ^2  nach  dem  äusseren  Verb ültniss,  das  gleich  ist  dem 
Verhältniss  der  Quadrate  der  Iladien  der  beiden  Kreise 
Är,  und  A-j.  Dieser  Toilpunkt  ist  Mittelpunkt  eines  Krei- 
ses, der  zur  Schaar  der  Kreise  und  gehört  und  Or- 
thogonalkreis ist  zu  allen  iLreiseu  der  drei  SchaareB 
^11 9  Afxf 

Nehmen  wir  die  zwei  Kreisscbaaren  Di,a  und  JD^i  vnd  be- 
trachten aas  Jeder  dieser  Schaaren  je  einen  Kreis,  ansser  dass  sich 
diese -zwei  rechtwinklig  schneiden,  sonst  belieb^  gewAhlt  wie  in 
Fig.  6.,  so  erirannt  man,  dass  der  Mittelponkt  di,t  aof  dem  Durch- 
messer Ton  liegt,  Uber  welchem  d%\  den  Kreis  schnddet  Es 
ist  also 


Bezeichnen  wir  mit  ^  die  Schnit^nnkte  Ton  di,t  and  <lt,i,  so  sind 
die  Winkel 

£8  liegen  also  die  sechs  Funkte 

auf  einem  Kreise  fn^t  mit  4i,s,  <22,i  als  Durchmesser.  Wir  haben: 

50)  Die  beiden  Kreisachaaron  Di. 2  und  LH.i  haben  ihre 
Axon  symmetrisch  gelegen  zur  Axe  der  Schaar  M^.  Je 
zwei  Kreise  f/i, 2  und  rfa,!,  welche  sich  rechtwinklig  schnei- 
den, schneiden  sich  in  zwei  Punkten,  durch  welche  ein 
Kreis  w,,  geht,  der  auch  die  Mittelpunkte  </i,2  und  rf2.i 
fasst.  Sobald  sich  d\^%  und  d^,\  rechtwinklig  schneiden, 
sind  ihre  Mittelpunkte  immer  die  Endpunkte  eines 
Durchmessers  eines  bestimmten  Kreises  >/»is- 


Ebenso  tindet  man 
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Dirdi  dm  OUgMi  ToUstladig  aaaloge  Betraditimgm  ergieiii  tkk: 

51)  Durcli  die  zwei  Schnittpunkte,  in  denen  sich 
irgend  zwei  der  Kreise  <ii,2  und  J2.1  schneiden,  geht 
immer  ein  Kreis  m^f.  Die  Poteuzlinie  dreier  solchen 
Kreise  teilt  in  ihrem  Schnitte  mit  der  Centralllnie  ^^^t 
diese  nach  dem  Innerea  Yerhftltniis,  das  gleieb  ist  dem 
Yerhiltnise  der  Quadrate  der  Radien  der  beiden  Kreise 
l:i  und  k^.  Dieser  Punlct  ist  Mittelpunkt  eines  Kreises, 
der  sn  allen  Kreisen  der  drei  Schaaren  Af^,  Di.»  und  Dii 
Orthogonalkreis  ist  Diesen  Kreis  bezeichnen  wir  mit 

52)  Der  Kreis  2li,  wird  von  allen  Kreisen  der  Schaa- 
ren Oj,,  und  rechtwinklig  und  der  Kreis  3it  wird 
Yon  allen  Kreisen  der  Schaaren  />i,2,  Z>2,i  und  M^^  über 
seinem  Durchmesser  geschnitten.  Da  ^is  ^is  nicht 
Orthogonalkreis  sein  kann,  so  gehört  also  nicht  zu 
den  Kreisen  der  durch  k\  und  bestim mten  Kreisschaar. 
Die  beiden  Kreise  8li,  und  schneiden  sich  auf  dem 
Kreise  m,,,  welcher  die  Ceutraliinio  k^k^  zum  Durch- 
messer bat 

Der  Badins  des  Kreises  ^  bestimmt  sieb  somit  ans  Fig.  6.  mit 
Hülfe  des  letzten  Teils  des  obigen  Lehrsatzes  52)  wie  folgt.  Es  ist, 
da  den  Kreis  der  <^  smn  Dorchmesser  hat,  rechtwinklig 
schneidet: 


folglich  schliesslich,  da 


und  die  fibrigen  Werte  oboi  bestimmt  sind,  so  folgt 

Kehmea  wir  la  den  iwei  Kreisen  ifci.nnd  noch  den  Kreis  kg 
binsn,  so  sriudteB  wir  zu  je  swei  von  dlssen  drei  Kreisen  iBnf  Kreis- 
sehaaien,  sie  sind  7. 

•^^1    -^8»  ^aii 
öu,    O^y  2?,t,    D^,  Dji; 

A.«,  n^tt  ^s, .  ih.t. 

Es  schneiden  sich  nun  die  Axen  O  in  dem  Hauptpotenzpunkt  Hj,, 
der  drei  Kreise.    Die  Azen        nad  Dgg  schneiden  sich  in  dem 


Digitized  by  Google 


26 


Affi^litn  Zmr  Gtmttrm  de»  KrtUn  und  d»  KmgtL 


Puuktc  J^i^.  Dieser  Punkt  ist  also  Mittelpunkt  eines  Kreises, 
welcher  die  Kreispaare  und  wie  k^  und  ^-3  über  je  den  Durch- 
messern dieser  drei  Kreise  schneidet,  also  auch  insbesondre  die 
Kreise  Ä-g  und  d.  h.  durch  ^,sj3  geht  auch  />3,.  Auf  gleiche  "Weise 
•findet  man,  dass  sich  je  9  mal  drei  der  fünfzehn  Axeu  iu  je  einem 
Punkte  schneiden.   Es  schneiden  sich  so  insbesondere: 


in  dem  Ponkte 

^is>  As* 

n 

«* 

Oll, 

1» 

W 

A.2,  £>3.2,  Ö31 

j> 

1J 

^31.2 

1^,3,  -D1.3,  Ojg 

i> 

II 

^12,3 

» 

1» 

w 

^28,1 

»» 

» 

^8,19 

» 

» 

Da  die  Axen  M  zu  je  zwei  der  übrigeu  symmetrisch  liegen,  so  folgt 

sogleich,  dass  von  diesen  9  Punkten  viermal  je  zwei  mit  auf 

derselben  Geraden  und  symmetrisch  liegen.  Es  liegen  mit  sym- 
metrisch je  die  Puuktepaare 

Ju,i  und  ^i.fls;  4n.s  und  Jt^n 

Componirt  mau  die  diesen  9  Punkten  zugehörigen  Kreise,  so  folgt, 
dass  der  Kreis  F,83,  der  durch  die  Mittelpunkte  der  drei  Kreise  /t,, 
^»1  h  geht,  je  durch  die  Schnitt])unktenpaaro  der  Kreise  geht,  die  zu 
diesen  vier  Puuktenpaaren  gehören.  Auf  diese  Weise  entstehen  vier 
Kreistripel,  deren  Potenzlinien  je  die  Centrailinie  der  drei  Kreise  l\y 
k^y  A'a  nach  den  Sätzen  49)  —  r)2)  in  den  Verhältnissen  teilten,  welche 
beziehlich  gleich  sind  den  Verhältnissen  der  (Quadrate  der  liadien 
der  zugehüreuden  Kreise  ,  k^  und  k^.  Die  Potonzlinie  zu.  den 
Kreisen 

1)  Im,  ^iJ3,   ^123  geht  durch  «u,  ««,1  %i 

2)  V^tn,  -^1.23,  -^23.1    n      n     5fe«»  Sai 

4)   Fin,  ^«,12,  n      „  3nf  3m 

Aus  all  dem  ergiebt  sich: 

68)  Zu  drei*  Kreisen,  in  derselben  Ebene  liegend, 
glebt  es  einen  Kreis,  welcher  dnreb  ihre  Mittelpunkte 
geht;  einejL  Kreis,  der  sie  rechtwinklig,  and  einen,  der 
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sie  über  ihren  Durchmessern  schneidet.  Es  giebt  ferner 
drei  Kreise  der  je  zwei  von  jenen  dreien  rechtwinklig 
und  den  dritten  je  ttber  seinen  Barchmesser  schneidet 

und  endlich  giobt  es  noch  drei  Kreise,  welche  je  zwei 
von  jenen  drei  über  ihren  Durchmessern  und  den  drit- 
ten rechtwinklig  schneiden.  Von  den  acht  letzten  sind 
viermal  je  zwei  so  einander  beigeordnet,  dass  sie  sich 
in  zwei  Punkten  d-es  ersteren  schneiden. 

Beachten  whr  iiiin  die  Kreise  und  mit  dem  Kreise 
K^sy,  so  ergeben  sich  die  folgenden  Sätse,  sobald  vir  ans  diese  drd 
Kreise  fiBSt,  jedoch  X^,         in  der  Ebene  Terftaderlich  denkm. 

54)  Alle  Kreise,  welche  einen  Kreis  rechtwinklig 
schneiden  und  ihre  Mittelpunkte  auf  einem  zweiten 
Kreise  haben,  werden  von  einem  dritten  Kreise,  der 
zu  der  durch  jene  zwei  Kreise  bestimmton  Kreisschaar 
gehört,  je  über  ihren  Durchmessern  geschnitten. 

55)  Alle  Kreise,  welche  von  zwei  Kreisen,  Tom  einen 
rechtwinklig    nnd   yom  anderen    über   ihren  Durch- 

.messern  geschnitten  werden,  haben  ihre  Mittelpunkte 
auf  einem  Kreise,  der  zu  der  durch  die  zwei  ersten  be- 
stimmten Kreisschaar  gehört 

56)  Alle  Kreise,  welche  ihre  Mittelpunkte  auf  einem 
Kreise  haben  und  von  einem  zweiten'Kreise  über  ihren 
Durchmessern  geschnitten  werden,  schneiden  einen  drit- 
ten Kreis  rechtwinklig.  Diese  drei  Kreise  gehören  der- 

,  selben  Kreissohaar  an. 

57)  In  allen  drei  vorhergebcndon  Sätzen  liegt  der 
Mittelpunkt  des  Kreises,  auf  dem  die  Mittelpunkte  des 
veränderlichen  Kreises  liegen,  in  der  Mitte  der  Mittel- 
punkte der  zwei  übrigen  Kreise.  Die  gemeinsame  Po- 
tenzlinie der  drei  Kreise  teilt  immer  die  Ccntralliuio 
zweier  der  veränderlichen  Kreise  nach  dem  Verhält- 
nisse das  gleich  ist  dem  Yerhäitnias  der  (Quadrate  die- 
ser zwei  Kreise. 

dj  ForMbmn^  d»  TkwriA  d»  l^ilmqnMiJbfs  «ml  dtßp  Pottmäortüe» 

Es  sei  (Fig.  8.)  77  der  Orthogonalkreis  zu  den  drei  Kreisen  ^„ 
i'a,  und  «12,  ojg,       die  drei  äusseren  Potenzkreiso,  welche  zur 
Achnlichkeitsaxe  g-^^z  gehören;  so  schneiden  sich  diene  drei  Kreise 
nach  Satz  24)  in  demselben  Potenzponktenpaar  P,  Aus  dem  Begriff 
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der  Kreisschaaren  folgt  nun,  daBB  77  der  OrthogonalkreiB  zu  allen 
drei  Potendoreisen,  wie  Oberhaupt  tn  aUea  Potenzkreiaen  Ist  Hier* 
aus  folgt: 

58)  Zwei  einaador  conjngirte  Potenapnakte  dreier 
Kreise  liegen  mit  dem  Haaptpotenzpnnkt  derselben 
in  einer  Geraden  und  sind  in  Bezug  auf  den  Orthogo- 
nalkreis der  drei  Kreiae  polar  reeiproke  Punkte. 

• 

Lassen  wir  die  Aehnlicbkcitsaxo  parallel  mit  sich  selbst  ver- 
schieben, so  entsprechen  ihr  in  jeder  Lage  zwei  Potenzpunkte,  welche 
ianner  in  der  doreh  den  Hauptpotenzpnnkt  hindurch  gehenden  zur 
Azenricfatnng  normal  stehenden  Geraden  liegen  und  wir  haben: 

59)  Die  Potenzpnnkte  allen  Aehnlichkeitsaxen  con- 
jngirt,  die  mit  einer  gegebenen  Richtung  parallel  sind, 
liegen  auf  der  Geraden,  welche  durch  den  Hauptpotenz- 
punkt hindurch  geht  und  zur  Aehnlichkeitsaxenrich- 
taug  normal  ist 

Haben  wir  irgend  zwei  Aeholichkeitsazen,  welche  sich  Fig.  9.  in 
dem  Punkte  N  schneiden,  so  bilden  also  iloe  coigugvten  Poteoz- 
ptmkte  zwei  Paar  redproker  Punkte  in  Bezug  auf  den  Orthogonal- 
kreis  17  und  liegen  ponnt  nach  Satz  4S)  auf  einem  Kreise,  weldier 
il  zum  Orthogonalkreis  besitzt  Da  die  beiden  AehnliehkeitsaaEen 
durch  die  Mitten  der  ooi^ngirten  Pnnktepaare  gehen  und  zu  ihren 
Verbindungsgeradcn  normal  stehen,  so  folgt,  dass  ihr  Schnittpunkt  N 
der  Mittelpunkt  dieses  Kreises,  auf  dem  die  vier  Potenzpunkte  liegen, 
ist.  Auf  diesem  Kreise  liegen  somit  die  Potenzpunkte  aller  Aehn- 
lichkeitsaxen coi^jugirt,  die  durch  den  Punkt  N  gehen.  Wir  heissen 
diesen  Kreis  den  Potenzpnnktenkreis  des  Poles  N  oder  auch 
Kreis  N  und  wir  haben: 

60)  Die  Oesammtbeit  der  Potenspunkte,  welche  den 
Aehnlichkeitsaxen  conjugirt  sind,  die  dureh  einen 
bestimmten  Pol  N  gehen,  bilden  einen  Kreis,  welcher 
den  Pol  ^lum  Mittelpunkt  und  den  Orthogonalkreis  17 
der  drei  Kreise  h  zum  gleichartigen  Orthogonalkreis 
hat 

Unter  Beachtung  des  Satzes  45)  folgt: 

Gl)  Alle  Potonzpunktenkrcise,  welche  durch  einen 
bestimmten  Punkt  gehen,  gehen  noch  durch  einen 
zweiten,  durch  den  dem  ersten  conjugirten  polar  reci- 
proken,  und  bilden  so  eine  Kreiaschaar.  Diese  beiden 
Punkte  aind Potenzpunkte,  der  Azeder  Potenapunkton- 
krelaaekaar  als  Aehnlichkoilatxe  beigeordnet 
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Ferner  ist  ohne  weiteres  klar: 

69)  Jeder  Kreis,  der  den  Orthogonalkreis  U  dreier 
Kreise  svm  Orthogonalkreis  hat,  ist  als  Potenzpnnkten- 
kreis  dieser  drei  Kreise  anshsehen  nnd  jeder  Punkt  N 
ist  als  Xittelpnnkt  eines  Potenzpnnktenkreises  zn  be- 
traehten. 

Durch  Beachtang  der  Sätze  43)  and  61)  folgt: 

68)  Dnrch  swei  beliebig  gew&hlte  Pnnkte  geht  nnr 
•in  Potenspnnktenkreis.  Dieser  Kreis  geht  anch  dnrch 
die  den  zwei  Punkten  polarreciprok  entsprechenden 
Pnnkte. 

Zu  diesem  Satz  bat  mau  nun  noch  folgende  Anwendung: 

Es  seien  in  der  Ebene  der  drei  Kreise  k^^  h^^  le^  noch  dr^ 
andere  beliebige  Kreise  (Fig.  10.)  gegeben,  diese  seien  iT^,  ü^, 
Bezeichnen  wir  das  Paar  Schnittpunkte,  je  zwei  der  drei  letzteren 
Kreise,  beziehlich  mit  «j^,  so  geht  durch      der  Potenz- 

pnnktenkreis  Nx%  in  Bezug  auf  die  drei  Kreise  fc^,  k^,  k^^  durch  das 
Punktepaar  «^3  der  Kreis  A^g.  Die  boideu  Potei^zpunktenkreise  iV„ 
und  schneiden  sich  in  dem  Potenzpunkteupaar  P  der  Central- 
linie  iy\,,  beigeordnet.  Nach  den  Sätzen  61)  und  62)  ist  jeder 
Kreis,  der  durch  das  Punktepaar  /*  geht,  ein  Potenzpunkteukreis  in 
Bezug  auf  die  drei  Kreise  k^,  k^^  k^.  Wählen  wir  von  diesen  allen 
den,  dessen  Mittelpunkt  Ngg  im  Schnitte  der  Centrailinien  JC^Kf^  and 

iftM^u  ^0^* 

64)  Liegen  in  der  Ebene  irgend  6  Kreise  Tor,  welche 
man  in  zwei  Gruppen  zu  je  dreien  absondert  Legt  man 
durch  Jedes  der  Schnittpnnktenpaare  von  je  zwei  der 
drei  Kreise  der  einen  Gruppe  die  Potenzpunktenkreise 

in  Bezng  anf  die  drei  Kreise  der  anderen  Gruppe,  so 
iChnoiden  sich  diese  Potenzpunktenkreise  in  densel- 
h6A  zwei  Punkten,  den  Potenzpoien  der  ersten  ^reis- 
grnppe  in  Bezag  ttuf  die  zweite.  Die  Mittelpunkte  der 
drei  Potenzpunktenkreise  liegen  auf  derselben  Gera* 
den,  der  Potenzaxe  der  zweiten  Kreisgruppe  in  Bezng 
auf  die  erste.  ^) 


I)  DIfiM  8IIM  Uber  die  PotentkreUe  and  PotenipankteokreiM ,  so  eia- 
fMb«  Katar  sie  Mwh  rind,  besosdan  Sata  64),  biolMi  dia  vOlIig  aaiiaiobendMi 
Müloi,  das  ^rsiMi  voB  Moks  KniNB  hi  dar  Bbcna  ha  anebOpMv  Waiia 
und  in  etonantarrttr  DaiMdlaig  an  nntermdMO.   Bwoadm  8st«  «*)  »cfaciiit 
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Liegen  auf  dor  Aebnlichkeitsaxe  ,7um  (lor  drei  Kreise  Ar,,  X^, 
die  drei  Mittelpnokte  Oit,  o^,  n.^^  der  gleichnamigen  Potenzkreise 
ünd  componirt  man  zu  diesen  die  beigoordncten  Potenzkreise  mit 
den  gleichnamigen  Mittelpunkten  /jg,  /^i,  so  liegen  von  diesen 
sechs  :Mitte]punkten  a  und  i  nach  Satz  27)  viermal  je  drei  auf  einer 
Geraden,  so  liegen  insbesondere 

Ol»»  a«8j  «81  ^  9iti 

»11»  «S3»  »'si  auf  <7>M 
^t»  ^»  «a  auf  fi«i,2 

Dreht  sich  ^,S8  um  den  Pol  so  werden  in  jeder  ihrer  Lagen 
drei  neue  beigeordnete  Aehnlichkeitsazen  entspredien.  Verbinden 
wir  Fig.  11.  den  Pankt  mit  durch  die  Gerade,  welche  mt 
und  kje^  beziehlich  in  den  Punkten  und  8^  schnddet  IMe  ^er 
Ptuihte  iS^f, '^119  stehen  in  derselben  Bemehnng  sn einander 

wie  die  Tier  Punkte     ^  jb^  on,  d.  h.  da: 

80  ist  auch; 

Ist  also  die  zweite  Relation  erfallt,  so  ist  es  aach  die  erste.  Drehen 


den  SobMswl  nur  Anfdeekniig  der  Be^hongen  swiieben  teche  KnlseD  fai 
der  Ebene  in  cnHiAlten  nnd  ist  etwa  nüt  dem  San  Ton  Pasc«!  ni  veigMehen, 
mit  dem  er  die  banpleleblichsten  ISgeneehaften  gemein  hat;  und  wo,  wie  ehdi 

für  den  Kreis  ergeben  wird,  dieser  nur  ein  hOchst  speciellcr  Fall  von  jenem 
ist.  Eine  spedelle  und  einfnche  Anwendung  dieses  Satzes  64)  habe  ich  bei 
dem  Beweis  der  Stei ncr'sclien  Construction  des  Malfatti'scben  Problems  für 
drei  Kreise  einer  Ebene  gegeben.  (Ncumann's  Annalen,  Bd.  6.  Seite  597.) 
Man  ersieht  also  hieraus,  dass  sich  diese  Construction  des  erweiterten  Malfatti- 
•dmi  Ftobleme  ohne  wdtene  nna  dem  Begriff  der  PMens  «vgidit  nnd 
also  nieht  nur,  wie  Herr  SehrOter  in  Borchhavdt'e  Jonmal  Bd.  77.  Seile  SSO. 
geielgt  hat^  flir  das  geradHidge  Dreieek.  Antserdem  lit  ein  Beweie  der  OoOf- 
ainietion  Ar  das  geradlialge  Dreieek  nur  ein  WabrecheinlichkeitBbeweie  Ar 
'  die  Construction  dea  ei'weHerliBn  Ptobleme  —  ftr  drei  «Übt  dnreh  einen  Punkt 
gehende  Kreise. 

Aus  dem  Salz  C4) ,  übertragen  anf  acht  Kugeln  im  Räume,  werden  wir 
zu  einer  Kugelgcomctric  gelangen,  welche  die  von  S.  Lio,  die  er  in  der  ge- 
nannten Abhandlung  niedergelegt  hat,  nur  als  specicllcn  Fall  in  sich  schlicsst. 

1)  Es  ist  dies  leicht  clementHr  zu  zeigen  ohne  von  dem  BegriÖ'  der  har- 
mouischon  Punkte  nnd  Strahlen  Gebrauch  zu  machen.  Ich  setse  daher  diese 
Beniehttngen  hier  als  bekaant  Tonum. 
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wir  nnn  /7,23  um  iVjg-j,  so  bleiben  die  zwei  Punkte  und  fest, 
also  auch  der  dritte  Punkt  A'12.3.  Ks  dreht  sich  somit  die  Aehn- 
lichkeitsaxe  ffi>.3  um  den  Punkt  AY.'.a-  Ebenso  findet  man,  dass  sich 
also  auch  die  Aehnlichkeitsaxen  723,1  und  gn,2  beziehlich  um  dio 
Pule  A^23,i  und  iV3i,2  drehen.  Ebenso  wie  iV,23  und  iVi2,3  mit  /.^  auf 
einer  Geraden  liegen,  findet  man,  dass  je  folgende  6  Pouktctripel 
auf  einer  Geraden  liegen. 

•^IfS»  ^"^'31, 2,  A-2  i%l,2,  A'12,3, 

Die  vier  Punkte  A^^a^  ^^12.3,  Ar23,i,  iVai,s  heissea  wir  einander 
beigeordnete  Pole  und  wir  haben: 

65)  Dreht  sich  toh  vier  Aehnlichkeitsaxen  die  eine 
um  einen  Pol,  so  drehen  sich  anch  die  drei  fibrigen  om 
Je  einen  Pol  —  um  die  dem  ersteren  beigeordneten  Pole. 
Zn  einem  Potenzpnnktenkreis  gehören  also  noch  drei 
beigeordnete  Potenipnnktenkreise.  Die  Mittelpunkte 
Ton  Tier  beigeordneten  Potenspnnktenkreisen  sind 
▼ier  beigeordnete  Pole.  Ton  diesen  liegen  sechsmal 
je  zwei  mit  je  einem  Mittelpunkte  der  drei  Kreise  (b) 
in  derselben  Geraden. 


9.  .4beehBlit. 

Das  Frinzip  der  reciprokeu  Bi^dien« 

In  diesem  Teile  der  Mitteilung  gehen  wir  zu  einer  clemenUux  u 
Darstellung  des  Priuzips  der  reciproken  Radien  über,  wie  sich  das- 
selbe ohne  weiteres  aus  dem  Bcgritf  der  Potenz  darstellt 

tO  JSkiHnckäauig  du  Brmnp^  der  ree^prokM  Badim, 

Ziehen  wir  Fig.  12.  z.  H.  durch  den  äusseren  Hauptähnlichkeits- 
pnnkt  Kreise     und  k-^  die  Aehnlichkeitslinie  tg^  welche  die 

Kreise  beziehlich  in  den  Punkten 

schneidet  und  ziehen  wir  die  Radien  nach  diesen  Schnittpunkten,  so 
folgt,  da  nach  dem  Begriff  Von  Aj^  dio  Relation 
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besteht  und  aos  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 


A^9h%a%    und  -^ü^V 

das8  A^O]'  parallel  mit  k^a^' 


ist  Drehen  wir  «m  bi?  sie  zur  Tangente  an  den  Kreis  kg 
inrd  oder  bis  sich  die  beiden  Ponkte  V  vnd  Ms  som  Zasammen- 
fielen  genfthert  haben.  In  diesem  Fall  mflssen  sich  andi  die  beiden 
Punkte  V  vnd  a^"  bis  znm  Znsammen&Ben  nihm,  d.  h.  wird 
nach  Tangente  an  den  Krds     und  wir  haben: 

66)  Durch  den  äussereu  Hauptähnlichkeitspankt 
gehen  zwei  beiden  Kreisen  gemeiusame  Tangeuten. 

Ebenso  ifaidet  man: 

67)  Durch  den  inneren  Hauptübnlichkeitspunkt 
zweier  Kreise  gehen  zwei  den  beiden  Kreisen  gemein- 
same Tangeuten. 

Die  Pnnktepaare  a^'  nnd  V  ^®  «h"  «h"  heissen  wir  äu- 
ssere directe  PnniLtepaara  Die' Pmürtepaare  oi  nnd  Of"  ^ 
og"  nnd  V  heissen  wir  ftnsssere  inverse  Pnnktepaare. 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  mau  innere  directe  und  innere 
inverse  Punktepaare. 

Berührt  die  äussere  gemeinsame  Tangente  Fig.  12.  die  Kreise 
und  k^  beziehlich  in  d^  Ponkten     nnd  ^,  so  ergiebt  sich  ans 
dem  BeffciS  der  Potenz: 


Durch  MultipHcation  folgt: 

fi)   Ai ^ -^Of '     i^t»^ '  -^u 
Nnn  ist  aber  die  Proportion 


«) 


nnd  folgiich  aneh  die  Prodoctengleichheit 


richtig.  Ans  Gleidrang  f)  vnd  /)  folgt: 

27)  V  —  ^ai'.^«t'     A^h  A^h 
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Den  Wert  dieses  Prodnctes  beaeichnen  wir  mit  vad  sehen, 
welche  Lage  die  Transremle  t»  auch  haben  mag,  sein  Wert  ist  oon- 
stant.  Wir  bezeichnen  ^j,*  daher  mit  dem  Namen  der  änsseren 
den  Kreisen  l-,  und  l-^  gemeinsamen  Potenz.  Anf  gleiche 
Weise  erhalten  wir  eine  innere  den  beiden  Kreisen  nnd 
gemeinsame  Potens,  die  wir  mit  J^^*  bezeichnen. 

Lassen  wir  die  TransTersale  d.  in  die  CentraUinie  k^k^  flber- 
gehen,  so  folgt,  wenn  e^^  k^kf, 

Nnn  ist  aber 
folglich  hat  man 

Ebenso  findet  man 

»>         ^'^^^^feä^  • 

Vergleichen  wir  diese  Gleichungen  mit  denjenigen,  welche  die  Werte 
der  Radien  des  änsseren  nnd  inneren  orthogonalen  Potenzkreises 
geben,  so  findet  man,  dass 

Ä-..»-^«*  nnd 

Hieraus  folgt: 

68)  Die  äussere,  beziehlich  innere  gemeinsame  Po- 
tenz zweier  Kreise  ist  gleich  dem  Quadrat  des  Radius 
dos  äusseren,  beziehlich  inneren  orthogonalen  Potenz- 
kreises. 

Schneiden  .wir  die  2wei  Krdse  ki  ood  1^  darcb  ^ea  Kreis 
welcher  durch  swei  inverse  Punkte  (iassere)  k.  B.  durch  a^"  und  Of' 
geht,  und  beseichnen  wir  Fig.  12.  die  bdden  flbrigen  Schnitte  mit 
Ol'  und  Oa".  Yerbinden  wir  Oi'  mit  durch  ehie  Gerade,  so 
seimeidet  diese  den  Kr^  M  nodi  in  dem  sweiten  Punkte  u^"  und 
den  Kreis  k^  in  dem  Punkte  welcher  inverser  Punkt  su  o^'  ist 
Es  ist  also 

Es  ist  aber  auch  in  Bezug  auf  den  Kreis  R 
Durch  Yergjtoiehung  folgt 

T«U  LYIL  3 
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Eb  fallen  also  die  Punkte  «/'  und  zasammen  und  liegen  somit 
in  dem  Punkte  0«',  d.  h.  auch  0^'  und  0«"  sind  ein  Paar  inverser 
Punkte.   Hieraus  folgt: 

69)  Schneidet  ein  Kreis  zwei  Kreise  in  einem  Paar 
äusserer,  beziehlich  innerer  inveraer  Punkte,  so 
schneidet  jener  Kreis  diese  zwei  noch  in  einem  zweiten 
Paar  äusserer,  beziehlich  innerer  inverser  Punkte. 
Einen  solchen  Kreis  heissen  wir  einea  ftUBseren,  beziehlich  ii^ieren 
Kreis  zu  den  zwei  übrigen  Kreisen. 

Da  die  Potenz  des  (ftasseren  oder  inneren)  Hauptähnlichkeits- 
ponktM  in  Benig  anf  jeden  (ioBiereii  oder  iuneren)  Kreis  gleidi  ist 
dflm  l^nndrat  des  Badins  des  (insseren  oder  inneren)  orthogonslen 
Potenzkreises,  so  folgt,  dass: 

70)  Jeder  äussere  oder  innere  Kreis  zweier  Kreise 
hat  den  äusseren  oder  inneren  orthogonalen  Potenz- 
kreis  dieser  zwei  Kreise  zum  Orthogoualkreise. 

Aus  diesem  Satze  folgen  ohne  weiteres  die  nachfolgenden  unter 
Beachtung  der  Sätze: 

71)  Alle  äusseren  oder  inneren  Kreise,  welchedurch 
einen  bestimmten  Punkt  gehen,  gehen  noch  durch  einen 
zweiten  Punkt,  durch  den  dem  ersten  in  Bezug  auf  den 
äusseren  oder  inneren  orthogonalen  Potenzkreis  ent- 
sprechenden polarreciproken  PnnkL 

79)  Durch  awei  beliebig  gewählte  Punkte  gebt  immer 
ein  äusserer  und  ein  innerer  Kreis. 

72a)  Jeder  Punkt  ist  Mittelpunkt  eines  äusseren  und 
eines  inneren  Kreises» 

Aus  Satz  71)  folgt: 

73)  Sind  irgend  zwei  Kreise  in  Bezug  auf  zwei  an- 
dere Kreise  äussere  oder  innere  Kreise,  so  liegt  der 
eine  oder  andere  Aehnlichkeitspunkt  der  zwei  letzte- 
ren Kreise  auf  der  Potonzlinie  der  beiden  ersteren. 

Haben  whr  Fig.  13.  z.  E  den  äusseren  Kreis     welcher  in  dem 
einen  tnyersen  Fnnktepaar  a^aj  schändet,  und  dessen  Mittelpunkt 
sei.  Ziehen  wir  die  Badien  J^iOi",  h^ajy  ^og"  und  KV»  und  die 
AebnlichkdtslinieB  Jjt  W>  «o  ist: 
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folgUch  auch: 

Das  heisst,  der  Kreis  9  schneidet  die  beiden  Kreise  and  gleich- 
winklig und  wir  haben: 

74)  Alle  äusseren  und  inneren  Kreise  sweier  Kreise 
schneiden  diese  je  gleichwinklig. 

Umgekehrt  folgt  nun  leicht: 

75)  Alle  Kreise,  welche  zwei  Kreise  gleichwinklig 
schneiden,  sind  in  Bezug  auf  diese  Äussere  oder  innere 
Kreise. 

Bewichnet  man  den  Radius  eines  äusseren  oder  inneren  Kreises 
$t  der  swd  Kreise  uud'k^  mit  r,  die  äussere  oder  innere  gemein- 
same Potenz  dieser  Kreise  allgemein  mit  und  die  Entfernung  des 
IGttelpunktea  von  dem  äusseren  oder  inneren  Hauptähnlichkeite- 
punkte  mit     so  folgt  aus  Satz  70)  sogleich  die  Gleichung: 

Es  ist  also  L  fXkr  alle  Kreise  $t  mit  demselben  BadiuS  constant  und 
wir  haben: 

76)  Alle  äusseren  oder  inneren  Kreise  mit  gleichen 
Radien  haben  ihre  Mittelpunkte  auf  einem  Kreise  lie- 
gen, dessen  Centrum  mit  dem  äusseren  oder  inneren 
Hauptähnlichkeitspunkte  der  beiden  Kreise  zusammen- 
fällt 

Setzt  man  r  ~  0,  so  folgt: 

L^P^E»  oder  —  Ri 

und  man  erhält: 

77)  Alle  Punkte  des  äusseren  oder  inneren  ortho-^ 
gonalcn  Poteuzkrcises  zweier  Kreise  sind  als  äussere 
oder  innere  Kreise  mit  dem  Radius  gleich  Null  anzu- 
sehen. 

Aus  Satz  74)  ergiebt  sich: 

78)  Wenn  ein  äusserer  oder  innerer  Kreis  zweier 
Kreise  den  einen  dieser  Kreise  herflhrt,  so  berührt  er 
auch  den  anderen  und  die  beiden  Bertthrungspunkte 
sind  zwei  äussere  oder  innere  inyerse  Punkte. 
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Schneiden  wir  die  zwei  Kreise  ib,  und  durch  einen  beliebigen 
dritten  Kreis  r  in  den  vier  Pankten  o/,  a/,  a^"  und  bestimmen 
wir  zu  diesen  Punkten  die  inversen  (in  Fig.  13.  die  Anaaeren),  so 
eibalten  wir  die  vier  Punkte 

•i"»  «sS  öl"»  «l' 

Legen  wir  doreh  die  drei  Punkte  Ot'',  o,'  nnd  Oj"  den  Kreis  r',  so 
lehneidet  dieser  den  Ereb  noch  in  einem  zweiten  Pnnkte,  er  sei 
0^'.  Es  schndden  sich  die  PotenzUnien 

1)  ffi'a/'  and  oj'oj"  im  Punkte  p  der  Potcnzlinie  der  Kreise 
und  k^.  Da  durch  die  vier  inversen  Ponl^  ^h'^h"^"^'  lir&E 
gebt,  so  gehen  also  auch 

3)  die  Geraden  a/a/und  Os^Of'  d.h.  Insbesondere  Os^Os'  dorch 
den  Pmikt  p, '  Ebenso  seigt  man,  dass 

3)  die  Gorade  a/  tti"  durch  p  hindurch  geht.  Da  sich  nun  auch 
die  zwei  Potcuzlinien  a^'og"  und  a^'a^'  auf  der  Potenzlinie  der  Kreise 
Xr,  nnd  schneiden,  so  folgt,  dass,  da  d^'o^"  durch  p  gebt,  auch 
üi'a^  durch  p  gehen  moss.  Es  ist  also 

Oi'V  identisch  mit  <'< 

oder  der  Punkt  a^'  fSJili  mit  o^'  zusammen. 

Wir  haben  so,  wenn  wir  noch  beachten,  dass  der  Punkt  i»  Hanpt- 
potenzponkt  in  Beeng  anf  X^,  ik,,  r  und  v'  Ist: 

79)  Schneidet  man  irgend  zwei  Kreise  durch  einen 
Kreis  und  bestimmt  zu  den  vier  Schnittpunkten  die 
äusseren  oder  inuercu  inversen  Punkte,  so  liegen  diese 
vier  Punkte  auf  einem  neuen  Kreise.  Diese  zwei  Kreise 
hoissen  wir  äussere  oder  innere  iuverse  Kreise.  Sie 
schneiden  sich  in  zwei  Punkten  des  äusseren  oder  in- 
neren orthogonalen  Potenzkreises  jener  zwei  Kreise. 

Da  in  Bezug  auf  die  beiden  inversen  Kreise  jene  vier  Paar  in- 
versen Pnnkte  a  und  a  der  Kreise  iS^i  und  ib,  auch  inverse  Punkte 
in  Bezng  auf  die  Inversen  Kreise  selbst  sind,  so  folgt: 

80)  Irgend  zwei  äussere  oder  innere  inverse  Kreise 
zweier  Kreise  besitzen  mit  dicscu  beiden  Kreisen  die 
gleiche  gemeinsame  äussere  oder  innerePotenz  undden- 
selben  ftussern  oder  inuern  Hauptähnlicbkoitspankt. 

Ziehen  wir  die Badien ib,  V  und  (Ot'  wie  Jt^^a"  «nd  V^"  seist 
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Oder  auch: 

81)  Von  zwei  inversen  Kreiflen  sweier  Kreise  sehneidet 
der  eine  den  einen  von  diesen,  nnter  demselben  Winkel 
wie  der  andere  den  zweiten  von  diesen^). 

Nach  einem  frühem  Satze  besitzt  jeder  Kreis  j?,  der  durch  irgend  zwei 
(äossere  oder  innere)  inverse  Punkte  geht,  den  zugehörigen  orthogonalen 
Potenzkreis  znm  Orthogonalkreis.  Es  sind  also  zwei  inverse  Punkte 
in  Bezug  auf  den  zugohörenden  orthogonalen  Potenzkreis  polar  reci- 
proke  Punkte.  Wir  sehen  so,  dans  allen  Punkten  des  einen  Kreises 
alle  Pnnkte  der  Kreise  als  polar  reciproke  Punkte  in  Bezug  auf 
jeden  der  beiden  orthogonalen  Potenzkreise  entsprechen.  Die  Punkte 
des  äussern  oder  Innern  Kreises  Jf  entsprechen  sich  paarweise  selbst 
und  zwar  liegen  die  l'uar  polar  reciproke  Punkte  je  auf  einer  Oe- 
raden  mit  dem  zugehörenden  Uauptälinlicbkeitspunkt.  Es  sei  zunächst 
9  ein  ftussrer  Kreis,  so  ist  die  gemeinsame  Potenz  A^^*  der  Kreise 
ii^  ond  ^  die  Petenz  des  Hauptahnlfchkeitspnalrtee  ä^^  in  Bezog  anf 
9t.  Schneiden  sich  die  Kreise  und  rechtwinklig,  so  ist 
wesentlicti  positiv  ond  die  beiden  jo  polar  lec^^ke  entsprechenden 
Punkte  des  Kreises  ft  liegen  Ton  ans  in  i^eicher  Bichtnng.  Ist 
jedoch  ^is'  wesentlich  negstiT,  so  liegen  die  je  reciproke  polar  ent- 
sprechenden Pnnkte  von  ulif  an  in  entsgege^gesetater  HifJitnng  nnd 
der  orthogonale  Potenzkreis  wird  von  dem  Kreise  Aber  seinem 
Durchmesser  geschnitten.  Oleich  Yerhfilt  sich  die  Sache  flir  den  in- 
neren orthogonalen  Potenzkreis  oder  die  innere  gemefaisame  Potenz 

Bezeichueu  wir  nun  allgemein  den  einen  der  zwei  orthogonalen 
Potenzkreisc ,  sowie  seinen  Radius  mit  P  und  die  Entfernungen  zweier 
reciproker  Paukte  vom  Mittelpunkt  F  der  Kreise  P  vai  und  «c,, 
so  ist  also 

31)  P"  —  m^tB^ 

Ist  nun     ^  P,  so  ist  offenbar     <1  P,  d.  h.  von  den  zwei  rc- 


1)  Steiner  hat  diese  Sätze  79) — 81)  auch  in  seinen  genannten  Arbeiten 
ansgesprochen.  Es  kann  daher  gar  keinem  Zweifel  onterliegeu,  dass  Steiner 
von  fdim  OonMqMuea,  oder  wm  dasMlbs  in,  rou  dem  Piioeip  d«r  rad- 
pnlun  Badieo  di«i  vollsten  OsbcMeh  fsauebt  liAt. 


Digitized  by  Google 


38  Af/olter:  Ztar  G«amttri»  du  Krd$ei  md  dtr  KtigtL 

ciprok  polaren  Punkten  des  Kreises  P  liegt  der  eine  ausserhalb  und 
der  andere  innerhalb.  Bedenkt  man  nun,  dass  durch  den  einen  Punkt 
immer  sein  polar  reciproker  gegenseitig  nur  auf  eine  Weise  bestimmt 
ist,  und  dass  zu  jedem  Punkt  ein  polar  reciproker  gehört,  so  kann 
man  also  allo  Punkte  im  inneren  des  Kreises  P  eindeutig  auf  alle 
Punkte  im  äusseren  des  Kreises  P  beziehen.  Hieraus  folgt:  Allen 
Punkten  einer  Figur  entspricht  die  Gesaramtheit  der 
Punkte  einer  zweiten  Figur.  Zwei  solche  Figuren  heis- 
sen  wir  polar  rcciproke  Figuren  in  Bezug  auf  den  Kreis 
P  und  zwar  hoissen  wir  die  eine  die  Transformation  der 
anderen  des  Originals.  Die  Art  der  Herleitnng  der  einen  Figur 
aus  der  andern  heissen  wir  das  Princip  der  reciproken  Ra- 
dien und  die  AnalBlimg  tellMl  die  Transformation.  Den  Kreii  • 
P  beissen  wir  dann  Traneformationslcreis  and  sein  Centramdaa 
TranRformationscentrnm  nnd  das  Quadrat  des  Badins  P  oder 
die  Potens  P  die  Transformationspotens.  Endlich  hdssen  wir 
jeden  Dardimesser  des  Kreises  P«  aof  dem  Je  zwei  entsprecbende 
Ponkte  liegen,  Transformationsstrahl. 

Nach  dem  Vorhergehenden  haben  wir  also  zwei,  jedoch  nur  uu- 
wesentlicli  verschiedene  Arten  der  Transformation  nach  dem  Princip 
der  recipr(ikeu  Iladion  zu  unterscheiden,  je  nach  dem  die  Transfor- 
mationspotenz positiv  oder  negativ  ist.  Für  beide  Arten  gehen  nun 
aber  nach  den  vorhergehenden  Sätzen  die  folgenden  wichtigen  Ke- 
sultato  hervor: 

82)  Allen Pnnkten  eines  Transformationsstrahles  ent- 
sprechen einer  gewissen  Folge  nach  die  Punkte  dieser 
Strahlen  seihst;  oder  Jeder  Transformationsstrahltrans- 
formirt  sieh  in  sich  seihst 

83)  Die  transformirte  Fignr  eines  Kreises  ist  wieder 
ein  Kreis.  Diese  beiden  Kreise  besitsen  den  Transfor- 
mationskreis snm  orthogonalen  Potenskreise. 

84) .  Bei  der  ersten  Art  der  Transformation  transfor- 
miren  sich  Kreise  in  sich  seihst,  wenn  sie  den  Trans- 
formationskreis  rechtwinklig  und  bei  der  zweiten  Art, 
wenn  sie  denselben  Aber  seinem  Dnrchmesser  schneiden. 
Oder  allgemein:  Ein  Kreis  transformirt  sicTi  in  sich 
selbst,  so  bald  er  den  Transformationskreis  snm  Ortho- 
goualkrois  besitzt. 

Wir  haben  früher  gesehen,  dass  in  einer  Geraden  and  einem 
Kreise  Jeder  der  Endpunkte  des  Durchmessers  der  Kreise,  der  aar 
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uden  normal  ist,  als  einer  der  zwei  Hanptfthiüichkeitaiiiiiikte  kann 
Angesehen  werden.  Hieraus  folgt  sogleich: 

85)  Die  TraiitforiDfttion  einer  Geraden  ist  eis  Kreis* 
der  doreh  das  Transformationscentriim  hindnrcli  gehl 
nnd  umgekehrt 

86)  Jeder  Kreis,  der  dnreh  das  TraBsformations- 
centrnm  geht,  transformirt  sieh  in  eine  Oerade. 

Es  entspricht  also  Figur  14  jedem  Punkt  p  der  Geraden  g  ciu 
Punkt  des  Kreises  G  und  zwar  der  Schnittpunkt  p'  des  Strahles  cp 
P  mit  G  der  nicht  im  Centrum  P  liegt,  und  so  auch  umgekehrt  ent- 
spricht jedem  Punkte  p'  des  Kreises  G',  der  nicht  mit  P  zusammen- 
fällt, ein  Punkt  p  der  Geraden  g.  Lassen  wir  den  Punkt  p  auf  g 
sich  immer  weiter  und  weiter  entfernen,  so  erkennt  man,  dass  sich 
p  immer  mdir  und  mehr  dem  Punkte  P  nähert  und  zwar  kann  die 
Bewegong  von  p  sowol  naeh  der  einen  wie  aaeh  der  anden  Ttfehtwng 
der  Geraden  g  hingerichtet  sein.  Blickt  endlich  p  in  den  nnendlich 
fernen  TeiD  der  Geraden  ^,  so  wird  der  Strahl  p  Pndt  O  paraDd, 
berührt  den  Kreis  O,  p'  ftUt  in  den  BorOhmngspnnkt  des  Strahles 
P  P  mit  dem  Krdse  G^,  d.  Il  mit  dem  Ceniram  P  snsammen.  Hier- 
aas folgt:  Allen  Pnnkten  des  nnendlich  fernen  Teiles  der 
Geraden  g  entspricht  das  Transformationscentrnm  als 
polar  reciproker  Pnnkt  Da  nnn  aber  jedem  Punkt  im  innem 
des  Kreises  P  ein  Pnnkt  im  Inssem  desselben  entspricht  und  um- 
gekehrt, so  sagen  wir,  dem  Centmm  P  entspreche  anch  nnr  ein  Pnnkt 
im  Unendlichen  der  Gmden  g.  Da  aber  dies  von  jeder  Geraden 
gflt,  so  sagen  wir,  nm  die  Uehercinstimmnng  nirgends  ao&oheben; 
der  nnendlich  ferne  Teil  der  Ebene  besteht  ans  einem 
Punkte,  durch  welchen  alle  Geraden  der  Ebene  hindurch- 
gehen. Oder  auch:  die  Wirkung  oder  Beziehung  des  un- 
endlich  fernen  Teils  der  Ebene  In  Bezug  auf  Gebilde  im 
Endlichen  derselben,  ist  dieselbe,  wie  die  Wirkung  oder 
Beziehung  eines  Punktes  im  Endlichen  der  Ebene  auf 
diese  endlichen  Gebilde.  Alle  Gerade  der  Ebene  sind  daher 
als  Kreise  aufzufassen,  welche  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  Pao 
der  Ebene  hindurch  gehen. 

Denken  wir  uns  die  Transformation  zu  irgend  zwei  Geraden 
und  fffj  so  entsprechen  denen  die  beiden  Kreise     und     als  Trans- 
formationen. Die  Tangenten  im  Centmm  P  an  <?t  und      sind  mit 
fi  und    paraUfll  und  folj^  schneiden  sich  die  Kreise  und 
anter  demselben  Winkel,  wie  die  Originalgeraden      und  Be- 
acirtien  wir  dies  nnd  den  Sati  81),  so  folgt: 
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ai)  Nach  dem  Princip  der  reciprokcn  Radien  würde 
ein  System  von  Kreisen  za  einem  andern  System  von 
Kreisen  transformirt,  so  dass  sich  die  Transformations- 
kreise unter  deniBelbeii  Winkel  sebneiden,  wie  die  Ori- 
ginalkreiae. 

Insbesondere  werden  zwei  Kreise,  die  sich  berühren,  wieder  sn 
zwei  KieiBen,  die  sich  berOhren,  transfonnirt  Hieraas  folgt: 

H8)  Parallele  Gerade  sind  als  Kreise  anzusehen,  die 
sichln  dem  unendlich  fernen  Punkt  der  Ebene  berühren^). 

Haben  wir  die  Kreise  2^  und  1^,  so  ist  nach  dem  Begriff  des 
Prindps  der  rec^roken  Badien  der  eine  Kreis  der  transformirte  des 
andern  in  Bezog  anf  die  beiden  orthogonalen  Potenskrsise.  Schneiden 
sich  nun  kj,  und  in  zwei  reeUen  Pimktai  «i  nnd  so  gehen  die 
bdden  orthogonalen  Potenzkreise  auch  dorch  diese  Schnitte  nnd 
sich  selbst  rechtwinklig.  In  diesem  Fall  ist  sowohl  die  Ungleichnng 

wie  die 

(rt  -r,)  <  <^ 

riohtig  und  folgüdi  sowol  A^^*  wie  ij^*  je  positiT,  d.  h.  die  Trans- 
formation geschieht  nach  der  ersten  Art  Jeder  der  Sehnit^nnkte 
•i  wie  ^  ist  als  ein  Pnar  zosammenfiUlende  inrerse  Pudcte  In  Bezog 
anf  jeden  HanpttimBehkBitsiwmkt  za  betrachten  nnd  hierans  fblgt: 

89)  Nach  dem  Princip  der  reciproken  Radien  erster 
Art  entsprechen  sich  die  Punkte  des  Transformatious- 
kreiscs  selbst 

Sdmelden  sieh     nnd    nicht  in  zwd  (redien)  Pnnlrten,  so  kann 
entweder     ganz  ansseriialb  oder  aber  ganz  innerhalb  des  Krtos 
liegen.  Nehmen  wir  Figor  16)  zanftdist  den  ersten  F$SL  Es  ist  dann 

«If  >  in+r^ 

also  umso  mehr 

^^X^i— «Ii) 
Also  ist  Ajt^  positiv  nnd  negatir. 


1)  Beachten  wir  dieMB  8atS|  bo  kOnnen  wir  den  Unendlich  fernen  Teil 
dtr  EbtM  «If  Kreit  (oder  Gendt)  aaflimn,  wdehor  alte  Gfradm  Bbeot 
berfthrt.  Behl  tnnafonsirter  Kreta  tat  du  Centmm  oder  tein  Kreta  nü  dem 
Badini  gtatah  NoU.  Wir  behaltaa  JodoA  dta  «ntn  BpMhwttaiii  bsi. 
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BözeicimeQ  wir  die  Strecke  immer: 
82)  ^,«-^,»+Ji,» 

Da  J^J  negativ  ist,  so  folgt,  dass  der  orthoc^onale  Poteazkreis  A^^ 
den  iüreis  »i«  über  seinem  Durchmesser  schneidet 

Dia  toBBoni  inversea  Panktepaare  liegen  also  auch  auf  iejßm 
dnrch^  gehenden  Strahlern  derselben  Bichtoog.  Da  in  diesem  Fall 
der  orthogonale  Potendareis  jeden  Kreis  der*  am  nnd  ein  änssrer 
Kreis  ist  nnd  also  nnd  kg  rechtwinklig  schneidet,  so  folgt,  wenn 
nir  den  änssem  Kreis  nnter  der  Schaar  der  Kreise  answfihlen,  wetehe 
kg  nnd  kg  rechtwinklig  schneiden,  dass  4or  orthogonale  Potenskreis 
^  zn  der  durch  k^  nnd  k,  bestimmten  Kreisschaar  gehört 

Nehmen  wir  zwei  beliebige  innere  inverse  Puuktepaare,  so  kann 
man  durch  diese  einen  Kreis  legen,  welcher      und  folglich  auch 
rechtwinklig  schneidet,  und  der  somit  durch  ein  zweites  Paar  innere 
inverse  Punkte  geht.   Wir  halben  so  zunächst: 

90)  Jeder  Kreis,  der  zwei  Kreise  k^  nnd  rechtwink- 
lig schneidet,  ist  sowol  als  ftnssrer  wie  als  innrer  Kreis 
der  beiden  Kreise  ansnselien. 

Per  Kreis  J^^  ist  also  Orthogonalkreis  sn  allen  Kreisen  der  an 
kt  md  kg  oo^jogirton  Kreisschaar-,  «ad  swar  Ton  der  Art,  dasa  «r 
von  allen  Kreisen  dieser  Sehaar  je  Aber  seinem  Durchmesser  ge- 
admitten  whrd.  Es  liegt  also  J^s  selbst  swiadien  den  heiden  Gtena- 
punkten  oder  Grenzkreisen  der  dnrch  k^  nnd  kg  bestimmten  Kreis- 

Da  der  Kreis  J^^  den  Kreis  A^^  in  zwei  reollen  Punkten  schnei- 
det, zufolge  der  Relation  32),  so  kann  er  nicht  zn  den  durch  und 
kg  bestimmten  Kreisscliaar  gehören.  . 

Kehmen  vir  den  Kreis  kg  gans  imieriialb  des  Kreises  1^,  so  ist: 
und  f(^gH^ii  nm  so  mehr 

d.  h.  es  ist  negativ  nnd  J^f*  positiv.  In  diesem  Fall  zeigt  sich 
ebenso  wie  Torhin,  dass  der  Kreis  J^^  zu  der  durch  und  k^  be- 
stimmton Kreisschaar  gehört  und  den  Kreis  A^^  über  seinem  Durch- 
messer schneidet  Der  Kreis  A^^  selbst  ist  nicht  Familienglied  der 
durch  k^  and  kg  bestimmten  J^reisschaar. 

Es  sei  Bvn  die  innre  gemeiasaine  Poiens  nagativ,  und  ea  schneid0 
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der  Kreis  J^^  den  Kreis  il-,  in  dem  Punkte  o,,  so  schneidet  er  den 
Kreis  in  dem  inversen  Punkte  a,.  Diese  beiden  Punkte  sind  End- 
punkte eines  Durchmessers  des  Kreises         Hieraus  folgt: 

91)  Naeh  der  Trans format loa  der  s weiten  Art  tind 
die  Endpankte  einet  Jeden  Bnrehmessers  des  Transfer- 
maAionskreisei  alt  entsprechende  pelarreciproke  Punkte 
ansnsehen. 

Ans  all  dem  fliesst  nun  der  folgende  wichtige  Satz: 

92)  Zu  zwei  Kreisen  giebt  es  immer  zwei  Transfor- 
mati onskreisc,  so  dass  in  Bezug  auf  jeden  von  diesen 
der  eine  von  jenen  der  polarrecipr oke  der  andern  ist. 
Diese  beiden  Trausf ormationskreise  sind  die  orthogo- 
nalen Potenzkreise  jener  zwei  Kreise.  Schneiden  sich 
jene  zwei  Kreise  in  zwei  reellen  Punkten,  so  sind  beide 
TraoBformationen  nach  der  ersten  Art,  schneiden  sie 
sich  nicht,  bo  ist  immer  die  eine  Transformation  naeh 
der  ersten  und  die  sweite  naeh  der  sweiten  Art  Wenn 
sich  jene  beiden  Kreise  schneiden,  so  gehen  anch  die 
beiden  Transformationskreise  durch  die  beiden  Schnitt- 
punkte und  schneiden  sich  selbst  normaL  Schneiden 
sich  jedoeh  jene  zwei  Kreise  nicht,  so  schneidet  der 
Transformationskreis  der  ersten  Art  den  der  sweiten 
Aber  seinem  Durchmesser. 

Bezeichnen  wir  Figur  12.  die  Transfonnatioiispotenz  mitP',  die 
Radien  der  Kreise  und  beziehlich  mit  r,  und  r^,  die  Gentral- 
linie  k^k^  mit  e^,  ferner  die  Strecken  Pkg  und  Fk^  bemehlich  mit 
Pi  und  1^  so  iavMUL  sich  ans  den  Gleichnngen 
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Hier  ist  stillschweigend  Transformation  nach  der  ersten  Art  ange- 
nommen. Hatte  man  also  Transformation  nach  der  zweiten  Art,  so 
hat  man  den  Potenzwert  -j--^*  durch  —  P*  zu  ersetzen.  Hierdurch 
werden  aber  die  absoluten  Werte  vou  y%  and  rt  nicht  geändert,  son- 
dern blos  ihre  Bichtaugen. 

h)  JSHm^  BktgtfWßgm  am  d&m  Mmnp  dut  rttApnitm  Sadim: 

Haben  wir  die  zwei  Kreise  und  mit  dem  orthogonalen  Po- 
tenzkreise I\  so  schneidet  dieser  jene  beiden  unter  gleichen  Winkeln. 
Nehmen  wir  irgend  einen  Punkt  P  der  Ebene  zum  Trausfurmations- 
centruni  bei  beliebiger  Transformationspotenz  und  transformiren  das 
System  jener  drei  Kreise,  so  erhalten  wir  die  Transformationen  X-,', 
le^'  und  P'.  Es  schneidet  nun  P'  die  beiden  Kreise  1/  und  A;,'  unter 
denaelben  Winkeln,  wie  P  die  Kreise  und  schneidet  Es  ist 
also  JP'  leUwfc  wieder  der  orthogonale  Potenzkreis  za  ki  nnd  V- 
Wir  Ittbea: 

95)  Die  nach  dem  Prineip  der  reeiproken  Badien  er- 
lialteaea  Trans fermationen  der  or4hogonalen  Poteni- 
kreise  sind  seibat  wieder  die  orthogonalen  Potenskreise 
der  Transformationen  dieser  Krei<eu 

Nehmen  wir  das  Trausformationscentrum  auf  dem  orthogonalen 
Potenzkreis  P  selbst  an,  so  geht  diese  in  eine  Gerade  über.  Diese 
Gerade  ist  also  die  Potenzlinie  und  äussrer  orthogonaler  Potenzkreis 
der  Transformationen  der  zwei  Kreise  k^  und  k^,  folglich  sind  diese 
zwei  Kreise  einander  gleich  und  wir  haben: 

94)  Der  Ort  aller  Punkte^  die  als  Projectionscentren 
bei  beliebiger  Potenz  anfgefasst,  irgend  zwei  Kreise  in 
gleichen  Kreisen  transformiren,  ist  das  System  der  bei- 
den orthogonalen  Potenzkreise  der  zwei  Kreise. 

Haben  wir  irgend  eine  Erelssehaar  mit  den  beiden  S<^mittpimkten 
•i  md  *M  nnd  wftUen  wir  den  einen  von  diesen  Punkten  mm  Trans- 
farmatjonncentram ,  so  werden  alle  Kreise  in  die  dnrch  die  Trans- 
formation des  andern  Bchnittsponktea  hindarchgehenden  Geraden 
tnnafiirmirt» 

Haben  mr  nun  irgend  zwei  Kreise  it,  und  X'^,  welche  sich  nicht 
(reell)  schneiden  und  denken  uns  die  zu  der  durch  k^  und  fcj  be- 
stimmten Kreisschaar  conjugirte  Kreisschaar,  so  besitzt  diese  zwei 
reelle  Grandpnnkte  nnd 

fr 

Nehmen  wir  den  einen  s.  R     snm  ThumfonnatioiiaoeDtram  bei 
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beliebiger  Potenz,  so  transformiren  sich  die  Kreise  der  conjugirton 
Schaar  zu  den  durch  gehenden  Geraden,  wo  g^'  der  zu  polar- 
reciprok  ent.sj)recbe.ude  Punkt  ist.  Die  beiden  übrigen  Kreise  traui- 
formiren  sich  zu  Kreisen,  welche  jene  Geraden  beide  schneiden. 
Dies  ist  jedoch  nur  möglich,  wenn  die  beiden  Transform&tionen  jeueu 
Punkt  g^'  zum  Centram  haben.  Es  ist  also : 

'96)  Inder  Ebene  sweier  Kreise,  die  sieh  nicht  schnei- 
deA»  giebt  es  immer  zwei  Punkte»  die  als  Transforma- 
tionscentren  anfgefaist,  Jene  xwei  Kreise  sn  eencentri- 
schen  Kreisen  transformiren.  Diese  beiden  Punkte  sind 
die  Grenspnnkte  der  durch  jene  swei  Punkte  bestimmten 
Kreis  Schaar. 

Werden  die  zwei  Kreise  k\  und      mit  den  Radien      und  von 
dem  Punkte  P  aus,  dessen  Entfernungen  von  den  Mittelpunkten  beider 
Kreise  beziehlich      und      seien  beschrieben,  so  sind  bei  der  Potenz 
nach  der  Gleichung  34)  die  Kadieu  der  Transformationeu  bezieh- 
lich gegeben  durch 

Es  soll  non  * 

Dann  erh&lt  man  die  Bedingungsgleichong 

36)  »«»-.y,«— rj  y,»  =  r^r^ivifr^  — r,). 

Dividirt  man  mit  v^uir,  die  Gleichung  und  setzt 

so  hat  man  schliesslich 

87)  rt«-  -  0 

Vergleichen  wir  diese  Gleichung  mit  Gleichung  9)  und  beachten 
die  Folgen  dieser,  so  ergiebt  sich: 

96)  Die  Punkte,  die  als.  Transformationscentren  auf- 
gefasst  swei  Kreise  so  transformiren,  dass  sich  die  Ra- 
dien der  transformirten  Kreise  verhalten  wie  lie- 
gen auf  zwei  Kreisen.  Die  Centren  dieser  teilen  die 
Centrallinien  der  Originalkreise  in  dem  Äussern  und  in- 

neru  Verhältniss,  je  beziehlich  gleich  Tr~rj  wo      und  r. 
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die  Radien  der  Originalkreise  sind.  Die  Radien  dioser  Cen- 
mnkNlBe  sind  heridilioh  gegeben  dorah 


38)        CJ »  rjr. 


Ci»^  —  (^1  ^'la  ~  ^2)  (*•!  —  ^12 ^i) 
(rj— Vi^rg)« 

and 

m         n%  P|t  g|t* — + *•«)  (>-i +»it  ^i) 

39)  a  r,r,  (r,+t»,.r,)» 

Seilt  man  «u     1,  so  erkennt  man  sogleich,  dass 

Ci"  — -du«  und  Q'^Ja* 

oder  daes  die  beiden  Gentrenkreise  in  die  orüiogonalen  Potenxkreise 
übergeben. 

Ersetzt  man  in  Gleichong  13)  das  Potenzvjerh&ltniss  v^^  durch 

"I"  ^ 

80  geben  Oleiehnngen  S8)  und  39)  ans  der  Qleidinng  13) 

hervor.  Hieraus  folgt: 

97)  Die  Centrenkreise  mit  dem  Terh&ltniss  sind 
identisch  mit  den  Potenskreisen  mit  dem  Yerhältniss 

•11  r," 

Haben  wir  die  beliebige  Kreisschaar  S^k)  Figur  15.  und  den  be- 
liebig gewählten,  mcht  zur  Scluiar  gehörenden  Kreis  M.  Nehmen  mr 
wie  in  Fig.  15a.  die  S{k)  mit  zwei  reellen  Grundpuukten  «j  und  «g, 
80  geht  durch  *i  und  nach  Satz  47)  immer  ein  Kreis,  welcher  17 
rechtwinklig  schneidet  —  Es  sei  dieser  Kreis.  Nehmen  wir  den 
Grundponkt  zum  Transformationscentrum  und  transformireu  das 
ganze  System  nach  dem  Frincip  der  reciproken  Badien,  so  geht  die 
Krossdiaar  in  die  Gesammtheit  der  Genden  ttber,  welche  durch  den 
dem  Pankte  9^  polanredproken  Punkt  V  hindurch  gehen.  Der  Kreis 
M  geht  in  den  Kreis  Jf'  Aber.  Der  rechtwinklig  schulende  Kreis 
^  geht  in  die  Gerade  aber,  welehe  V  mit  dem  Hittclpunkta  M* 
Tertnndet  Yen  allen  flbrigen  dnrch  V  gehenden  Geraden  schneiden 
je  die  swei,  welche  mit  gr  denselben  Winkel  einscUiessen,  den  IMs 
Jt  anter  demselben  Winkel  und  je  swei  Gerade,  welche  mit  gr  Ter- 
Bchiedene  Winkel  einschfiessen,  scbndden  anch  M'  nnter  ungleichen 
"Vnnkeln.  Hierans  folgt  nnter  Beachtung  des  Satzes: 

98)  In  einer  Kreisschaar  mit  zwei  reellen  Grund- 
punkten gicht  es  einen  Kreis,  welcher  einen  beliehig  ge- 
wählten nicht  zur  Schaar  gehörenden  Kreis  rechtwinklig 
schneidet.  Ausserdem  giebt  es  je  zwei  Kreise  der  Schaar, 
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welche  diesen  Kreis  unter  glcichon  Winkeln  schneiden. 
Diese  zwei  Kreise  schneiden  auch  den  rechtwinklig 
schneidenden  Kreis  je  gleichwinklig  und  besitzen  ihn 
deshalb  je  zum  orthogonalen  Potenzkreis.  Der  zweite 
orthogonale  Poteuzkreis  zweier  Kreise  schneidet  den 
beliebigen  Kreis  unter  einem  Winkel,  unter  welchem  er 
von  keinem  weitern  Kreise  der  Schaar  geschnitten  wird. 
Dieser  Kreis  ist  auch  der  orthogonale  Potenzkreis  zu 
jedem  Paar  je  gleichwinklig  schneidender  Kreise^). 

Haben  mr  Fig.  15b.  eine  Kreisschaar  mit  keinen  zwei  reellen 
Gnmdpunkten  und  den  beliebigen  nicht  zur  Schaar  gehörenden  Kreis 
M.  Es  seien  ^  und  die  beiden  Grenzpankte  oder  Grenzkreiae 
der  Schaar,  so  sind  dies  je  die  Gnmdpankte  der  der  Schaar  coi^ii- 
girten  Schaar.  Wählen  wir  den  einen  dieser  Punkte  znm  Transfor- 
mationscentrum, 80  transformiren  sich  alle  Kreise  der  ersten  Schaar 
nach  Satz  95)  zu  concentrischen  Kreisen,  und  die  Kreise  der  conjugirten 
Schaar  zu  den  durch  den  gemeinsamen  llittelponkt  hindarch  gehen- 
den Geraden.  Wir  haben: 

99)  Alle  Kreise  mit  demselben  Mittelpunkt  sind  als 
eine  Kreisschaar  zn  betrachten,  deren  ein  Grenzkreis 
der  Mittelpunkt,  deren  zweiter  Grenzkreis  der  unendlich 
ferne  Pnnkt  der  Ebene  ist  Die  conjngirte  Schaar  wird 
dnrch  das  System  der  dnrch  den  gemeinsamen  Mittel- 
punkt hindurch  gehenden  Geraden  gebildet 

Es  liege  nun  der  gemeinsame  Mittelpunkt  ausserhalb  des  Kreises 
M\  so  ist  er  Mittelpunkt  eines  Kreises  ky^  der  den  Kreis  M'  recht- 
winklig schneidet  Wäre  aber  «j  inuerhalb  des  Kreises  Äf  gelegen, 
80  wäre  er  ^littelpunkt  eines  Kreises  der  von  M'  über  seinem  Durch- 
messer geschnitten  wQrde.  Wir  haben  so: 

100)  In  jedttr  Kreisschaar  mit  zwei  Grenzkreisen 
giebt  es  immer  einen  Kreis,  welcher  in  Bezog  auf  einen 
beliebigen  nicht  zur  Schaar  gehörenden  Kreis  Orthogo- 
nalkreis ist 

Es  sei  wie  in  Fig.  15b  ausserhalb  von  If'  gelegen,  so  schneide 
der  Kreis  V  ^  concentrischen  Schaar  den  Kreis  3f'  unter  dem 


1)  Zum  vOUig  klaren  Verat&ndniss  dieses  Satzes  mag  hier  nachfolgendes 
zum  Beweise  beigemerkt  werden:  Schneiden  sich  swei  Kreise  in  «|  nnd  und 
man  truttfiBCBict  am  «,  so  gebm  diiN  XniM  hi  wmi  Gerade  tb»  ood  ihre 
orthogoMln  PofaikwlM  In  die  swd  m  efauHider  oofulitehendea  wiokelhal* 
Uvmden  Qendea  der  svei  Oeraden. 
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Winkel  ff.  Transformiren  wir  diesen  Kreis  in  Bezug  auf  Af  als 
Transformationskreis,  so  gebt  k^'  m  kj  und  M'  in  sich  selbst  über. 
Es  wird  also  auch  k^'  den  Kreis  M^'  unter  dem  Winkel  o  schneiden. 
Es  schneide  den  Kreis  M'  in  den  Punkten  o,',  o,"  und  k^'  be- 
zieblich  in  a^'  nnd  a^'\  dann  liegen  und  wie  oi"  und  os"  bezieli- 
Udi     in  einer  Geraden  und  es  ist 

Es  liegen  also  je  die  vier  Punkte  «g'  M'  Oj'  wie  M'  a^'  a^' 
auf  je  einem  Kreise.  Diese  beiden  Kreise  sind  einander  gleich  und 
jeder  durch  den  Winkel  a  und  die  zwei  Punkte  M'  und  bestimmt 
Hieraus  folgt,  dass  es  also  nur  zwei  Kreise  Ic^  und  "kj  giebt,  die 
nnter  demselben  Winkel  a  den  Kreis  M*  schneiden.  Es  folgt  somit: 

101)  In  einer  EreiBSchaar  mit  swei  Grenzkreis en 
giebt  es  immer  zwei  nnd  nnr  swei  Kreise,  welche  einen 
beliebigen  niebt  znr  Schaar  gehörenden  Kreis  nnter  glei« 
eben  nnd  gegebenen  Winlteln  scbneiden.  Biese  beiden 
Kreise  besitzen  immer  dieselben  orthogonalen  Potenz- 
kreise, nnter  welchem  Winkel  sie  anch  schneiden  mögen. 
Der  eine  von  ihnen  ist  der  Kreis  der  Schaar,  der  zn  dem 
beliebigen  Kreise  Orthogonalkreis  ist 

Da  die  Gerade  bJ  *  den  Kreis  M'  nnter  denselben  Winkel 
«  schneidet  wie  hx  und  V,  so  folgt: 

102)  Hat  man  zwei  conjugirte  Kreisschaaren  und 
S{K)  und  einen  beliebigen  Kreis  3/,  so  schneidet  irgend 
ein  Kreis  der  ersten  Schaar  S{k)  den  Kreis  M  in  zwei 
Punkten  unter  einem  Winkel  a.  Durch  jeden  dieser 
Punkte  geht  ein  Kreis  der  zweiten  Schaar  5(Ä')  und  je- 
der von  ihnen  schneidet  M  noch  je  in  einem  zweiten 
Punkte.  Diese  beiden  Punkte  liegen  wieder  auf  einem 
Kreise  der  ersten  Schaar.  Diese  zwei  Paar  Kreise  an 
den  beiden  Schaaren  genommen,  schneiden  den  Kreis  M 
unter  gleichen  Winkeln,  —  unter  dem  Winkel  o. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  können  wir  soglflich  die  folgende  Anf- 
gabe  einfecb  lösen: 

Aufgabe  1.  Mau  soll  unter  den  Kreisen  einer  Schaar 
diejenigen  zwei  Krei so  bestimmen,  welche  einen  gegebe- 
nen Kreis,  der  nicht  zur  Schaar  gehört,  unter  dem  Winkel 
a  schneiden. 
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Aus  dem  vorliorgohondcn  Satze  erhellt,  dass  diese  Aufgabe  immer 
auf  die  zurückgeführt  wurden  kann:  durch  zwei  Punkte  einen 
Kreis  zu  legen,  der  einen  gegebenen  Kreis  unter  dem 
gegebenen  Winkel  a  schneide.  Aus  dem  Pnncip  der  reciprokeu 
Badien  erhellt  nachfolgeiide  Lösung: 

AaflöBiing.   Es  seien     und     die  zwei  Punkte  und  M  der 

gegebene  Kreis.  Wir  bcschrdben  um  ^  als  Mittelpunkt  einen  EreiB, 
welcher  den  Kreis  M  in  dem  Punktepaar  o«  achneidet  und  ziehen 
die  Gentrallinie  Ma^  und  die  Radien  M  und  9%a^.  Wir  bestimmen 
den  Punkt  ht  so,  dass  M*  und  Ma^  nüt  a^«,  denselben  Winkel 
cinschliessen  und  beschreiben  mit  M'  a'  aus  M'  den  Kreis  M',  Mit 
andern  Worten »  wir  bestimmen  zn  M  den  transformirten  Kreis  M' 
in  Bezug  auf  den  Kreis  Sg.  Ebenso  zu  9^  den  transformirten  Punkt 
#1'.  Wir  legen  durch  die  zwei  Geraden,  welche  M'  unter  dem 
Winkel  o  schneiden.  Die  transformirten  Kreise  zn  diesen  zwei  Ge- 
raden sind  die  verlangten  Kreise. 

Ana  der  TransfonnatiQn  nach  dem  Frindp  der  redproken  Badien 
folgt  noch  die  folgende  Conaomtion: 

Man  consomirt  durch  und  den  Kreis  n ,  welcher  M  recht- 
winklig schneidet  Die  ])ciden  Schnitte  seien  und  Pj.  Wir  be- 
schreiben um  1\  als  Mittelpunkt  den  Kreis  der  durch  geht,  so 
schneidet  diesor  M  in  und  n  in  n^.  Die  Geraden  P^P^  und 
PgTCj'  stehen  zu  einander  normal.  Die  Geraden  P^s^  und  Pg/jg  schnei- 
den PgJTj'  in  zwei  Punkte  ^/  und  «g'.  Durch  die  Mitte  3/ zwischen 
und  .sg'  legen  wir  die  Gerade,  welche  mit  / ^rg'  den  Winkel  90 — « 
einschliesst  und  die  P%P^  im  Punkte  ry  schneidet.  Beschreiben  wir 
die  zwei  Kreise,  welche  durch  und  gelien  und  w»<7  zum  Radius 
haben,  so  schneiden  diese  P%P%  beziehlich  in  dem  Punktcpaar 
mid  B'.  Ziehen  wir  daa  Geradenpaar  P^A!  und  P^u'^  so  schneiden 
dieae  den  AT  in  den  Ponktepaaren  A  und  Ea  li^n  non 
je  die  vier  Pnnkte  A^  «1  und  wie  imd  «if  den  ireriangban 
Kreiaen*). 

Schneiden  sich  die  Kreise  und  in  den  zwei  Punkten  und 
P|  und  man  legt  um  P,  als  Mittelpunkt  den  Kreis  der  durch  P«  geht 
und  die  beiden  Kreise  beziehlich  noch  in  den  Punkten  a,  und 
schneidet,  so  folgt  sogleich,  wenn  man  Pj  als  Transformationskr^ 
betrachtet,  dass  die  Geraden  ajPg  und  «..^i  denselben  Winkel  ein- 
schliessen  wie  die  Badien  k^P^  und  AgPg.  Wir  haben: 


1)  Ans  spaten  Betraelitiingtu  ^werden  sieh  aoeh  wthMuite  ConstnifllioiMn 
ergeben« 
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lOd)  Schneiden  sich  swei  Kreise  and  in  den 
zwei  Punkten  nnd  nnd  man  beschreibt  nm  den  einen 
▼on  diesen  als  Mittelponkt  den  Kreis  der  durch  den 
«weiten  geht,  so  bestimmt  dieser  je  mit  Jedem  von  Jenen 
eine  Potenzlinie.  Diese  beiden  Potenzlinien  schliessen 
den  Winkel  ein,  unter  dem  sich  die  zwei  ersten  Kreise 
schneiden. 

Beachten  wir  die  Sätze  44)  und  102)  und  103),  so  folgt  so- 
gleich: 

104)  Nohrncn  wir  aus  jeder  von  zwei  einander  conju- 
pir  te u  K  reis  sc  h  aare  u  j e  einen  Kreis  0  u  nd  0'  bei i ebi g  her- 
aus, bo  st  innneu  iu  jeder  Sc  haar  ausserdem  noch  zwei 
Kreise,  wilche  jeden  vorhergowählteu  derselben  Schaar 
je  gleichwinklig  schneiden,  so  schneiden  die  zwei 
Kreise  der  einen  Schaar  die  zwei  Kreise  der  zweiten 
Schaar  in  acht  Punkten.  Von  diesen  achtPunkten  liegen 
viermal  je  vier  auf  einem  Kreise.  Von  diesen  vier  Krei- 
sen werden  je  zwei  und  zwei  von  allen  vier  Kreisen  der 
obigen  zwei  Paare  je  unter  demselben  Winkel  geschnit- 
ten. Alle  Tier  Kreise  besitzen  den  Kreis  0,  der  der 
Schaar  mit  zwei  Grenzkreisen  angehört,  zum  Orthogo- 
aalkreis.  Der  Kreis  0',  der  zur  Schaar  mit  zwei  Orund- 
punkten  gehOrt,  ist  zu  zwei  der  vier  Kreise  Orthogo- 
nalkreis nnd  zu  den  beiden  andern  orthogonaler  Potenz- 
kreis. Biese  beiden  letztem  besitzen  jedoch  den  Kreis 
der  zweiten  Schaar,  der  P'  rechtwinklig  schneidet,  zum 
Orthogonalkreis  und  0'  selbst  zum  orthogonalen  Po- 
tenzkreis. 

Schneidet  der  Kreis  die  beiden  Kreise  nnd  Te^  unter  den 
Winkeln  und  «%,  ebenso  der  Kreis  so  schneidet  umgekehrt  Ar/ 
die  beiden  Kreise  mj  und  gleichwinklig  und  ebenso  h^.  Es  seien 
nun  nnd  zugleich  äussere  oder  innere  Kreise  der  Kreise  mj 
and  m^,  so  sagen  wir  umgekehrt,  m,  nnd  schneiden  die  Kreise 
und  beide  gleich  oder  ungleichartig,  oder  auch  beide  mehr  aus- 
oder  einschliesseud,  oder  aber  den  einen  mehr  aus-  und  den  andern 
mehr  einschlicssend.  Nach  den  Sätzen  70)  und  71)  schneidet  jciler 
Kroi-s  der  durch  l-y  und  l\,  bostimmtcu  Kreisscliaar  die  Kreise  und 
Wo  je  gleichwinklig,  d.h.  sie  sind  zugleich  äussere  oder  innere  Kreise 
zu  und  mjj.  Ein  beliebiger  Kreis  der  Schaar  schneidet  also 
sowohl  wie  04  je  unter  demselben  Winkel  —  er  sei  Oß,  und  wir 
haben: 


XeU  LTO. 
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105)  Alle  Kreise,  welche  zwei  Kreise  A-j  und  A-,  be- 
ftiehlich  unter  den  Winkeln  und  schneiden,  wer- 
den von  jedem  Kreise  der  durch  und  bestimrateu 
Kreisschaar  z  B.  von  Ag  unter  dem  gleichen  Winkel  — 
er  sei  og  —  geschnitten. 

Haben  wir  irgend  ein  System  von  ji  Kreisen,  welclie  einen  Kreis 
n  zum  gleichartigen  Orthogonalkreis  besitzen,  so  sclmeidet  niau  alle 
diese  7»  Kreise  durch  einen  beliebigen  Kreis  h-  be/.iehlich  unter  den 
Winkeln  a^a^u.^  ....  Transformirt  man  das  ganze  System  in  Bezug 
auf  den  ( )i  thogoualkreis  als  Transformationskreis,  so  gehen  die  ersten 
n  Kreise  in  sich  sell>st  Ober  und  der  Kreis  h  tnnsformirt  sich  in  den 
Kreis  k'.  Dieser  schneidet  die  n  ersteren  Krdse  bezieUicb  wieder 
unter  den  Winkeln  «j,  a,, ....  «w.  "Wir  haben  so: 

106)  Werden  «  Kreise,  die  alle  denselben  Kreis  zum 
Orthogonalkreis  besitzen,  von  irgend  einem  Kreise  be- 
ziehlich  unter  den  Winkeln  «,,  ag,  ....  geschnitten,  so 
werden  sie  alle  noch  von  einem  zweiten  Kreise  bezieh- 

lich' unter  denselben  Winkeln    geschnitten. 

Diese  beiden  Kreise  sind  in  Bezug  auf  don  Orthogouai- 
kreis  jener  n  Kreise  polarreciproke  Kreise. 

Haben  wir  irgend  drei  Kreise  k^,  k^,  it,  nnd  sei  9^  ein  Itasierer 
Kreis  in  Bezug  auf  je  swei  der  drei  Kreise,  so  muss  er  nach  Sats  70) 
jeden  der  drei  ftoiieren  orthogonalen  Potenzkreise  A^^,  An%  -dst  je 
zum  OrthogonalkreiB  betitien.  Da  sieh  die  drei  Kreise  A  in  den- 
selben  zwei  Pnnkten  schneiden,  so  folgt,  dass  ein  Kreis  der,  an 
der  dorch  die  drei  Kreise  A  bestisuuten  Schaar  coigugirten  Kreis- 
idiaar  ist  Ist  m  Bezug  aaf  mid  tt  ^  änsseier,  in  Bezog 
anf  At  lind  ^  ^®  ^s  ^  ^  ^  innerer  Kreis,  so  ist  Jhts  em 
Ki^  der  Schaar,  welche  zn  der  dnrch  die  orthogonalen  Potenzkreise 
-^lij  •'ts«  *^si  bestimmten  Schaar  con|ugirt  ist  Ebenso  findet  man 
die  Sehuien  9»,i  nnd  9si,t.  Die  Aien  dieser  Scbaaren  oder  die 
Potenzlinien  der  Kreistiipel  A^,  A^  Af^^^,  A^^,  J^^,  J^i  i  g^^^^ 
dnrdi  den  Haaptpotengwinkt  s  dar  drei  Kreise  iL  Hieraas  fliesst 
nnn  der  folgende  Salzi 

107)  Alle  Kreise,  welche  in  Bezug  auf  zwei  von  drei 
Kreisen  äussere  oder  innere  Kreise  sind,  oder  mit  Fil- 
dern Worten,  alle  Kreise,  welehe  drei  Kreise  gleieh- 
winklig  schneiden,  bilden  vier  Kreissekaaren,  deren 
Potenzlinien  beziekliek  die  Hanptftknliekkeitsaxen  der 
drei  Kreise  sind  nnd  deren  Axen  alle  dnrek  den  Haupt- 
potenzpnnkt  der  drei  Kreise  kindnrekgeken. 
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In  jeder  Schaar  giebt  es  aber  zwei  Kreise  von  gegebenem  Ba»' 
dins.  Beachtet  nuko  ausaerdeiu  noch  den  SaU  76),  so  folgt: 

106)  Es  giebt  acht  Kreise,  welche  einen  gegebenen 
Btdins  (oder  welche  je  gleiche  Radien  besitsen)  nnd  drei 
Kreise  besiehlich  je  gleichwinklig  schneiden. 

Beachtou  wir  weiter  den  Satz  76),  so  ergiebt  sich  über  die  Lage 
der  Mittelpaukte  der  acht  KreiseKiittelptinkte  folgende  Bedingnngep; 

109)  DieKittelpnnkie  der  acht  Kreise,  welche  je  drei 
gegebene  Kreise  je  gleichwinklig  schneiden  nnd  deren 
Bedien  alle  besiehlich  einander  gleich  sind,  liegen  sechs 
mnl  sn  je  vieren  auf  einem  Kreise.  Die  Mittelpunkte 
dieser  sechs  Kreise  sind  beziehlich  die  Hauptähnlich- 
keitspnnkte  der  drei  Kreise.  Durch  je  zwei  Mittelpunkte 
gehen  drei  dieser  sechs  Kreise.  Die  sechs  Mittelpunkte 
liegen  also  je  paarweise  symmetrisch  zu  den  vier  Haupt- 
ähnlichkeitsaxeii.  Fcruer  liegen  je  zwei  solche  Mittel- 
punkte mit  dem  Uauptpotouzpuukte  in  derselben  Qe> 
reden. 

•   

Es  sei  der  Radius  der  gleichwinklig  sehneidenden  Kreise  gleich 
dem  Kadius  des  Orthogonalkreises  der  drei  Kreise,  so  fsUen  yon  den 
acht  Kreisen  vier,  mit  dem  Orthogonalkreis  zosammen  und  man  hat: 

110)  Ausser  dem  Urthogou alkrois  giebt  es  noch  vier 
Kreise,  deren  Radius  je  gleich  dem  Radius  des  Ortho- 
gonalkreisea  ist  und  die  die  drei  Kreise  gleichwinklig 
nchneiden.  Die  Mittelpunkte  dieser  Tier  Kreise  Bind  die 
Symmetriepnnkte  des  Hauptpotenzpunktes  in  Bezug  auf 
die  yier  Hauptähnlichkeitsaxen. 

Da  nach  Satz  77)  alle  Punkte  der  orthogonalen  Potenzkreise 
nassere,  beziehlich  innere  Kreise  sind,  welche  den  Radius  gleich  Null 
besitzen,  so  folgt: 

111)  Es  giebt  in  der  Ebene  dreier  Kreise  acht  Kreise 
mit  dem  Radius  gleich  Null,  die  die  drei  Kreise  gleich- 
winklig schneiden.  Diese  acht  Kreise  sind  identisch  mit 
den  acht  orthogonalen  Potenspnnkten  der  drei  Kreise. 

Da  in  jeder  Kreisschaar  es  zwei  Kreise  giebt,  welche  einen  be- 
liebigen nicht  zur  Schaar  gehörenden  Kreis  unter  dem  Winkel  « 
scAneiden,  so  folgt  aus  Satz  106)  nnd  107): 

112)  Drei  Kreise  werden  von  acht  Kreisen  je  unter 
einem  beliebig  gegebenen  Winkel  geschnitten.  Von  die- 

4* 
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Ben  acht  Kreisen  sind  viermal  je  zwei  in  der  Art  ein- 
ander beigeordnet,  dass  sie  in  Bezug  auf  den  Orthogo- 
naikrcis  jener  drei  Kreise  polarreciproke  Kreise  sind. 
Solche  zwei  Kreise  schucidou  sich  immer  auf  der  zuge- 
hörenden Hauptähnlichkoitsaxe. 

Da  jeder  PotenskreU  zweier  Kreise     und     mit  dem  Potens- 

terbtitniss       ein  Ccutr^  nkreis  ist  mit  dem  Verhältiiiss  t»„  —  — 

80  ergiebt  sich,  wenn  die  drei  Kreise  i-,,  A:,,  von  dem  Punkte  P 

aus  transformirt  in  den  Transformationen  die  Radien  r/,  r^* 
bentzen: 

Tj  f)| 

.    ^n--,'*      ^u--f'^  «itt-^ 

r;i       rj  «19 

Also  auch 

d.  h.  die  drei  dem  Punkte  P  zugehöronden  Centrenkreiso  gehen  noch 
durch  einen  zweiten  Punkt  P.  Dies  folgt  auch  daraus:  Wenn  drei 
Potenzkreise  zweier  Kreise  darch  einen  Punkt  gehen,  so  gehen  sie 
nodt  durch  dnen  zweiten.  Hterans  folgt: 

113)  Zu  irgend  drei  Kreisen  giebt  es  acht  Punkte, 
von  denen  aus  die  drei  Kreise  nach  dem  Prinzip  der  reci- 
proken  Kadien  transformirt  die  Radien  der  Transforma- 
tionen im  gegebeneu  Verhältniss  stehen.  Diese  acht  Ceu- 
trcn  sind  viermal  zu  je  zwei  einander  conjugirte  Potenz- 
punkte jeuor  drei  Kreise. 

Spectell  folgt  ans  diesem  Satz,  wemi  die  Badien  der  Transfor- 
mationen  einander  gleich  werden  soUea: 

114)  Die  acht  orthogonalen  Poteuzpunkte  dreier 
Kreise  sind  Centren,  von  denen  aus  die  drei  Kreise  zu 
gleichen  Kreisen  transformirt  worden. 

Qfflien  die  drei  Kreise  h^^  i^,  ^  dnrdi  denselben  Punkt  P,  so 
ist  dieser  Punkt  der  Hat^tpotenzpunkt  der  drei  Kreise.  Da  seine 
Potenz  in  Bezug  auf  alle  drei  gleich  Null,  so  ist  also  anch  der  Or- 
thogonalkreis gleich  Null.  Von  zwei  Kreisen,  von  denen  der  eine 
der  polairedproke  des  anderen  ist  in  Bezug  auf  diesen  Orthogonal- 
kreis, mnss  der  eine  selbst  den  Radius  gleich  NuU  haben,  was  aua 
Gleichung  34)  anch  ohne  weiteiea  herfoigeht  Hieraus  folgt: 
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114)  Alle  Potenskreise  dreier  Kreise,  die  durch  den- 
Bolben  Punkt  hindurcbgelieii,  gehen  auch  durch  diesen 
Punkt  Die  Kreise,  welche  diese  drei  Kreiee  gleich-  * 
winklig  schneiden,  bilden  vier  Ereisscbaaren,  deren 
Axen  auch  durch  diesen  Punkt  gehen.  In  jeder  Schaar 
giebt  es  einen  Kreis,  der  die  drei  Kreise  nnter  einem 
beliebig  gegebenen  Winkel  schneiden.  Der  zweite  Kreis, 
der  alle  jene  drei  unter  demselben  Winkel  achneidet, 
fällt  mit  dem  gemeinsamen  Punkt  zusammen  und  sein 
Radius  ist  gleich  Null.  Alle  diese  vier  Kreisschaaren 
sind  daher  Kreisschaaren  mit  zwei  Gronzkreisen  und 
der  zweite  Grenzpunkt  ist  je  der  zweite  orthogonale 
Potenzpunkt. 

Tranaformirt  man  das  System  drder  durch  denselben  Punkt 
hindurchgehenden  Kreise  nach  dem  Prinzip  der  redproken  Badlen, 
ans  diesem  Punkte  als  Transformationscentmm,  so  folgt: 

115)  Drei  Gerade,  oder  die  Seiten  eines  Dreiecks 
werden  von  den  Kreisen  von  vier  conccntrischen  Kreis- 
Bchaareu  gleichwinklig  geschnitten.  Die  Centren  dieser 
Schaarcu  sind  die  Schnitte  der  Winkelhalbirenden  des 
Dreiecks.  Die  Winkelhalbirenden  sind  also  alt  die  or- 
thogonalen Potenzkreise  der  drei  Seiten  des  Dreiecks 
anzusehen  nnd  schneiden  sieh  somit  viermal  sn  je  dreien 
in  einem  Punkte;  den  Tier  orthogonalen  Potenapnnkten 
des  Breiecks. 

Haben  wir  die  vier  Kieisc  l\,  Xo,  ^-3,  ^-4,  so  gehören  zu  je  drei 
der  Kreise  l-  vier  Kreisschaaren  <S(Ä),  deren  Kreise  je  die  drei  Kreise 
gleichwinklig  schneiden.  Wir  bezeichnen  diese  Schaaren  mit 

Ä(^^)l23»  ^(Ä)234i  ^(^^)341i  ^(Ä)*!« 

iS(R)l2.3,  5(^)23,1,  5(Ä)31.2 

iS(Ä)23.4,  5(Ä)34.2,  5(Ä)42,8 

|S(Ä)S4.1,  5(Ä)41.3,  5(lf)l8,4 

S{ttUx,9,  iS(ll)i9.4«  i5(ft)24,l 

Die  Axen  If^jß  und  9^:^  gclmcideu  sich  in  einem  Pmkte  Mmi. 
Dieser  Punkt  ist  also  Mittelpunkt  eines  uussoreu  Kreises  zu  und 
und  folglich  schneidet  dieser  Kreis  alle  vier  Kreise  k  gleichinnklig. 
Es  gehen  also  auch  die  Axen  Ä^n  ui^d  9^  hindurch.  Die  Axen 
9tu  und  Sti2,i  schneiden  sich  in  dem  Punkte  Msi,4.  Dieser  Punkt 
ist  also  Mittelpunkt  eines  ftnssem  Kreises  jozuliiundii!^£^nndl^ 
wie  kg  und  i„  und  dnes  Innern  Kreises  Je  zu     und     hg  und 
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irt»  fe,  nttd  ib«.  Es  tot  «yes  oltö  der  Ifittelpidikt  tibm  KrelM«,  der 
•lle  ^er  Kreise  h  glekhwlnklig  und  zwar  in  Bezog  auf  die  drei 
anderen  nngleichartig  sehneidet.  Ks  gehen  somit  durch  3/123,4  noch 
die  Axen  l(i2,4,  4i8,4f  tm,*»  Auf  diese  Weise  weitergehend,  erliftlt 
uan  die  acht  Pnnkte 

Mm»    M28.4,    3/234.1,    3/sii,2,  3/412,3 

MlM,9if    MiM,Mi  3/14,88 

Durch  jeden  dieser  Punkte  gchcu  vier  Axen  der  16  Kreisschaaren 
8(i^)  uud  zwar  hat  uuia  hierfür  nachfolgende  Zusamuicuätt-lluag: 

Von  den  16  Axen  schnöden  sich: 


1) 

^412 

in 

dem  Mittelpunkte 

2) 

Pm»  i?i2,4, 

^31,4 

}« 

w 

«9 

3/123,4 

3) 

5^854,  ^23,1, 

9> 

n 

9» 

A(as«,i 

4) 

^Sit«  i^M.Si 

fta.s, 

1t 

»♦ 

6) 

ft4ia,Si  ft«i.s, 

l(is,s 

W 

» 

»9 

Ms«.s 

6) 

Its4.1, 

it^.s 

M 

99 

lüs^s« 

7) 

P2S,4,  5^28,1, 

Äl4,2, 

Ä14.8 

11 

9» 

M4.as 

8) 

1^13. 2  >  ^13.4, 

Ä24.1, 

?i 

99 

3/2S,24 

fiiartliB  ergiebt  tkth: 

116)  Irgend  vier  Kreise  dersellion  Khonc  werden  von 
acht  Kreisen  je  gleichwinklig  gtschuitten.  A'on  den 
Mittelpunkten  dieser  acht  Kreise  liegen  je  viermal  je 
zwei  mit  jedem  der  vier  Hauptpoteuzpunkte  dreier  der 

•         vier  Kreise  in  einer  Geraden,   Von  diesen  16  Geraden 
gehen  durch  jeden  der  acht  Mittelpunkte  je  vier. 

m 

Hahen  alle  vier  Eraisa  denselben  Orthogonalkrala,  so  schneiden 
sich  aJle  16  Azen  in  diesem' Punkte.  Hieraus  folgt  sogleich: 

117)  Schneidet  einer  der  acht  Kreise,  welche  vier 
Kreise  gleichwinklig  schneiden,  unter  rechtem  Winkel 
oder  aber  wird  er  selbst  von  allen  vier  Kreisen  über  sei- 
nem Durchmesser  geschnitten,  so  fallen  mit  diesem 
Kreise  alle  sieben  übrigen  zusammen. 

Oder  auch: 

11»)  Besitien  vier  Kreise  denselben  Orthogouaikreis, 
so  werden  sie  ausser  diesem  von  keinem  zweiten  Kreise 
mehr  je  gleichwinklig  geschnitten. 
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Es  scieu  die  Axen  Jtiga  und  Sf^^  parallel,  dann  liegt  in 

dem  unendlich  fernen  Paukt  der  Ebene.    Alaiia««         aber  auch  ^ 
^»4«  ^M4  init  jenen  Axen  paralleL  Es  mOssten  also  auch  die  vier 
äusseren  Uaupt&hnlichkeitsaxen  ^i,,,  g^^^  mit  einander 

parallel  sein.  Da  aber  je  zwei  s.  B.  g^^  und  g^  durch  den  Haupt- 
äbnlichkeitspunkt  ^1^3  gehen,  so  fallen  diese  zwei  and  folglich  alle 
vier  Hauptähnlichkeitaaxen  zusammen  z.  B.  in  und  wir  haben, 
da  jede  HauptähnlichkeitsUiiie  zweier  Kreise  diese  gleichwinklig 
schneidet: 

119)  Fallen  ven  den  HanptAlinliehkeitsaxen  zn  Tier 
Kreisen  gehörend  Je  vier  entsprechende  znsammen,  fo 

ist  sie  als  eine  der  acht  Kreise  aufzufassen,  welche  j^ene 
Tier  Kreise  Je  gleichwinklig  sehneidet 

Sollen  ausser  den  Axen  ifi«,  ^^54,  ...  noch  je  die  vier  Axen 
Piss,  ffi2.4,  ^13.4,  H2ä,4  mit  einander  parallol  werden,  so  müssen  die 
vier  Hanptahnlichkeitsazen 

Ihn*  m4,  m«» 

wieder  znaainmeniallen.  Es  mflsste  also  diese  Axe  selbst  mit  g^i 
identisch  sdo.  Dies  ist  aber  iddit  möglich,  iveil  sonst  je  J^^  und  A,^, 
Jfi  mid  ^24,      und       znsammen&llen  mflssten. 

Sollen  nun  aber  endlich  drittens  die  Axen  ftis,s,  1^18.49  ^^it 
itsA.«  parallel  sein,  dann  mOssen  die  Axen 

^12.3,    ^2.4,    flf84,l,  ^.2 

zusammenfallen.  Diese  Gerade  sei  ^12.34.  Auf  dieser  liegen  die 
Äusseren  Hauptähnlichkeitspunkte  und  A-^^.  Also  filllt  auch 
ffi2.u  mit  zusammen.  Dies  ist  aber  wieder  nicht  möglich,  wenn 
nicht  und  A^  zusammenfallen.  Es  finde  dies  nun  statt  Auf 
gu,^  liegen  also  dio  sechs  Haaptähnlichkeitspnnkte: 

Entlieh  die  in  den  Punkte  A^t^u  msanunen  fsUenden  Punkte 
wad  nnd  feiner  J,«,  t^,  Jj^\  J^,  Halten  wir  von  den  vier 
Kreisen  £|,  1^  i^,  l;«  die  drei  ersten  fest,  während  wir  1^  belieUg  so 
seine  Lage  Indem  lassen,  dass  A^^  A^  nnd  folglich  anch  A^  rieh 
anf  ^jsB«  bewogen,  so  dass  A^  fest,  dass  im  allgemeinen  keine  zwei 
der  nbrigenPonkto  jI]«,  A^^  A^  znsammen  feilen,  nnd  es  er- 
geben sich  folgende  zwid  SfttM: 

120)  Von  den  acht  Kreisen,  welche  vier  Kreise  je 
gleichwinklig  schneiden,  können  zwei  in  Gerado  über- 
gehen. Dann  fallen  aber  von  den  12  Hauptähnlichkeits- 
punkten  der  vier  Kreise  zwei  gleichartige  zusammen 


Digitizca  by  Cjcjü^Ic 


56 


Affolttr:  Zur  Geometrie  des  Kreise*  und  der  Kugel. 


und  von  dcu  IG  Ilauptühnlichkeitsaxen  der  vier  Kreise 
fallen  zweimal  je  vier  in  je  eine  Gerade  zasammea.  Diese 
beiden  Geraden  geben  durch  die  zwei  snaammen  fallen- 
den Hanptäbnlichkeitspnnkte. 

121)  Hat  man  drei  Kreise  mit  einer  ihrer  vier  Haupt- 
ähnlichkeitsaxen.  Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt 
der  Ebene  mit  den  Mittelpunkten  der  drei  Kreise 
und  zieht  von  den  Schnitten  dieser  Geraden  mit  der 
Hauptälinlichkeitsaxe  die  Taugeutenpaare  bezielilich 
an  die  drei  Kreise,  so  berühren  die  sechs  Tangenten 
einen  Krois,  weicher  jenen  Punkt  zum  Mittelpunkt  be- 
sitzt. 

Fallen  nicht  nnr  die  beiden  Hanptähnlichkeitspnnkte  Ä^t  und 
j1|4  in  dem  Punkte  A^^,  sondern  auch  die  Punkte  nnd  Afi 
in  dem  Punkte'  A^^u  zusammen,  so  eiigiebt  sich  folgendes:  Weil 

vnd  xnsammcn  fallen,  so  mflsson  die  HavptfthnUohkeitBaxen 
gjgf  nnd  gtu  folglich  auch       ^^'^  9wn  Bich  -vereinigen.  ,  Ebenso 

g^^a  und  g^^^A       folglich  g^^^  und  g^y^ 

Wen  Ai^  nnd  Agi  zusammen  faUen,  so  vereinigen  sich  auch  ^jg,,  nnd 
^13)4  ^0  somit  auch  ^^411        ün^-i-  Bezeichnen  wir  diese  drei  je 
vier&ch  zu  zählenden  Hauptähulichkeitsasen  mit  gi^^s^^  9\iiu 
^ifiM*  Geraden  g^^  nnd  g^^  liegen  je  die  Punkte 

•^13»     «An     ^231  '^24 

*^xii   «^M»  «4* 

Dies  ist  aber  nur  mdglich,  wenn 

Jn  und 

in  dem  Schnittpunkte  der  und  gjj^^^  vereinigen.  Beachten  wir, 
dass,  wenn  z.  B.  A^^  und  zusammen  fallen  würden,  unmöglich 
noch  ein  andrer  Hanptahnlichkeitspunktenpaar  sich  vereinigen  kann, 
80  folgt: 

122)  Fallen  von  den  12  Hauptähnlichkeitspunkteji 
von  vier  Eroisen  zweimal  je  zwei  zusammen,  so  tun  es 
noch  zwei  der  flbrigen.  Von  diesen  sind  zwei  Paare  jo 
äussere  nnd  ein  Paar  je  innere.  Die  Seiten  des  durch 
diese  drei  Punkte  bestimmten  Dreiecks  sind  als  vierfach 
sn  zahlende  Hanpt&hnlichkeitsaxen  anzusehen.  Ansser- 
dem'sind  diese  drei  Seiten  als  drei  der  acht  Kreise  zu 
betrachten,  welche  jene  vier  Kreise  je  gleichwinklig 
schneiden. 
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Beachten  wir,  dass  die  Geraden  ^it,s,  ^is^i»  gu^t  und  (734,5  sich 
nicht  vereinigen  können,  so  folgt,  wenn  man  die  Fignr  zu  Satz  122) 
nach  dem  Priucip  der  reciproken  Radien  transformirt: 

128)  Ton  den  acht  KreiBen,  welche  je  Tier  Kreise 
gleichwinklig  schneiden,  kOnnen  höchstens  Je  drei  durch 
denselhen  Punkt  gehen. 

Sollen  vier  Kreise  von  mehr  als  acht  Krcisnn  je  gleichwinklig 
geschnitten  werden,  so  ist  das  nur  möglich,  weim  von  den  16  Axcn 
(K)  je  zwei  und  folglich  je  vier  entsprccheudo  zusammen  fallen.  Es 
ist  alsdann  jeder  Punkt  dieser  Axo  als  Schnittpunkt  der  vier 
Tereinigten  Axen  anzusehen.  Hieraus  folgt  also,  dass  alle  vier  zu- 
gehörigen Kreisscbaaren  in  ein  nnd  dieselbe  übexgohen.  Hieraus  er* 
gieht  sich  sogleich,  dass  alle  Tier  Kreise  denselben  Orthogonalkreis 
hesiteen  nnd  Ton  k^nera  wdtem  Kreise  sls  denen  der  Kreisschaar 
je  gleichwinklig  geschnitten  werden.  Da  aber  diese  Schaar  durch 
swei  ihrer  Kreise  bestimmt  ist,  sö  folgt: 

124)  Besitzen  vier  Kreise  denselben  Orthogonalkreis 
und  werden  sie  ausserdem  noch  von  einem  Kreis  gleich- 
winklig geschnitten,  so  werden  sie  von  allen  Kreisen  der 
durch  den  Orthogonalkreis  und  diesen  Kreis  bestimmten 
Kreisschaar  gleichwinklig  geschnitten. 

fiesilaen  die  Kreise  h^^h^k^h^  denselben  Orthogonalkreis  svhm 
and  ftUen  Ton  den  13  HanptahnlichkeitspQnkten  xw^  s.  B.  nnd 

zosammen.  Legen  wir  den  orthogonalen  Potenzkreis  so  ge- 
hört er  anch  da  er  n^^g^  zum  Orthogonalkreis  hat,  zur  Schaar 
der  durch  ^3  nnd  X;^  bestimmten  Kreisschaar.  Dieser  Kreis  ist  also 
auch  der  orthogonale  Potenzkreis  zu  und  h^.  Legen  wir  nun  den* 
jenigen  Kreis  o  der  Schaar  Aj,  k^^  weicher  den  Kreis  A^^zi  zum 
Orthogonalkreis  hat,  und  transformirt  man  das  ganze  System  in  Bezug 
aaf  At^u  Traosformatiouskreis,  so  geht  k^  in  A-,,  und  k^  in  1*4 
und  umgekehrt  über.  Der  Kreis  a  transformirt  sich  in  sich  selbst 
nnd  da  er  zu  der  Schaar  {l\  k^)  gehört,  so  gehört  er  also  auch  zur 
Schaar  {k^k^).  Da  aber  l\  und  A-g,  also  auch  k^  und  den  Kreis 
•^1834  nicht  je  gleichwinklig  schneiden,  so  folgt,  dass  der  Kreis  a  nicht 
orthoironalcr  ^otenzkrcis  zu  den  Kreispaaren  k^  und  A-^,  k^  ist. 
Also  ist  der  Schnittpunkt  der  Ceutrallinien  //,,  /-j  und/.«,  k^  nur  dann 
zusammenfallender  Ilauptahnlichkeitspunkt  der  Kreispaare  A'j,  Ar^  und 
k^,  k^,  wenn  A^^^^i  die  zwei  Kreise  ki  und  i;«  gleichwinklig  schneidet^ 
and  wir  haben  so: 

125)  Jrgend  zwei  gegebene  Sreiae* werden  nur  dann 
von  mehr  als  aeht  Kreisen  je  gleiehwiaklig  geschnitten. 
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wenn  sie  alle  dens^^lben  Orthogonalkreis  besitzen  'und 
noch  von  einem  zweiten  Kreise  gleicb^winklig  geschnit- 
ten werden. 

Wir  liftben  insbesottdete: 

126)  Vier  Kreise  worden  von  allen  Kreisen  einer 
Kroisschaar  gleichwinklig  geschnitten,  wenn  sie  alle 
denselben  zum  Orthogonalkreis  besitzen  und  wenn  die 
sechs  äussern  Aehnlichkeitspunkte  auf  derselben  Ge- 
raden liegen.  Diese  Gerade  ist  dann  Poteuzliuie  der 
Kreisschaar. 

127)  Vier  Kreise  werden  von  allen  Kreisen  sweler 
Kreisschaaren  je  gleichwinklig  geschaitteii»  wenn  sie 
denselben  Orthogonalkreis  besitzen  and  wenn  irgend 
zwei  der  äussern  Hauptähnlichkeitspunkte  zusammen- 
fallen. Die  Potenzlinien  gehen  durch  diesen  doppelten 
HanptAhnlichkeitspnnkt 

1S8)  Vier  Kreise  werden  Ton  allen  Kreisen  dreier 
Kreisschaaren  je  gleichwinklig  geschnitten,  wenn  sie 
denselben  Orthogonalkreis  besitsen  nnd  wenn  zweimal 
je  swei  der  12  Hanpt&hnlichkeitspnnkte  insammenfallen« 
Die  drei  Potenslinien  sind  die  Oeraden,  welche  je  durch 
jene  iwei  nnd  noch  dnrch  einen  dritten,  durch  jenen  be- 
dingten doppelten  Hauptfthnlichfceitspunkl  bestimmt 
Bind. 

129)  Vier  beliebig  gewählte  Kreise  können  durch 
nicht  mehr  als  durch  die  Kreise  dreier  Kreisschaaren 
je  gleichwiukiig  geschnitten  werden. 

Beachtet  man  den  8aii  116),  so  folgt: 

130)  Vier  Kreise  können  im  allgemeinen  durch  einen 
Kreis  unter  dem  bestimmt  gegebenen  Winkel  o  geschnit- 
ten werden.  Jedoch  in  specieller  Lage  kann  er  zu  vier 
Kreisen,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  jedoch  nie  mehr  als  sechs  Kreise 
geben,  welche  4  Kreise  unter  dem  gegebenen  Winkel  a 
schneiden. 

Ebenso  folgt  aus  demselben  Satze: 

131)  Fünf  Kreise  derselben  Ebene  können  im  allge- 
meinen von  keinem  Kreise  gleichwinklig,  jedoch  In  spe- 
ciellen  Fftllen  ton  1,  3,  4,  5  oder  hdehstens  von  6 
Kreisen  je  gleiohwiiklig  geachnitten  werden: 
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Feraer  ergiebt  tick  wi»  otoD  l«lclit  der  folgende  Seti: 

132)  Fünf  Kreise  die  denselben  Orthogonalkreis  be- 
Bitzen, werden  von  den  Kreisen  einer  Schaar  gleich- 
winklig geschnitten,  wenn  10  entsprechende  Hauptähn- 
lichkeitspunkte aul  derselben  Geraden  s —  der  Potenz- 
linien  der  Schaar  —  liegen. 

AiiB  obigen  Betnchtiingen  ist  leicht  enichtUch: 

133)  Irgend  fünf  Kreise  können  von  nicht  mehr  als 
den  Kreisen  einer  Schaar  je  gleichwinklig  geschnitten 
werden. 

Hieraus  folgt  : 

134)  Irgend  fünf  Kreise  können  höchstens  von  2 
Kreisen  je  unter  dem  gegebenen  Winkel  a  geschnitten 
werden. 

etc*  •  •  . 

Den  Sat2  13^)  können  wir  verallgemeinert  so  aassprechen: 

1S5)  Haben  irgend  «  Kreise  denselben  Orthogonal- 
kreit  vnd  sehneiden  sie  alle  einen  Kreis  einer  Schaar 
«sier  4ein  Winkel  ctj,  einen  sweiten  Kreis  «nter  dem 
Winkel  und  gehdrt  aneh  Jener  Orthogonalkreis  sa  der 
Kreisschaar,  so  schneidet  jeder  Kreis  dieser  Schaar  alle 
n  Kreise  je  anter  gleichen  Winkeln.  Insbesondere  giebt 
es  swei  Kreise,  welche  unter  demselben  Winkel  schnei- 
den. Diese  beiden  Kreise  haben  den  Orthogonalkreis 
snm  orthogonalen  Potenzkreis.  Eine  der  Hanptäbn! ich- 
keitspnnkte  von  je  zwei  jener  n  Kreise  liegt  auf  den 

Potenslinien  dieser  Kreisschaar. 
• 

•Hfenns  fdgt  omgekehrt: 

IM)  Alle  Kreise,  welche  von  swei  Kreisen  nnter  dem 
Winkel  «  und  beide  gleich  oder  ungleichartig  schneiden, 
haben  den  einen  orthogonalen  Potenskreis  dieser  swei 
Kreise  snm  Orthogonalkreis  nnd  der  eine  Hanptfthn- 
lichkeitspunkt  von  je  zwei  von  ihnen  liegt  anf  der  Po* 
tenslinie  dieser  beiden  Kreise. 

AlleKreise,  welche  zwei  Kreise  je  gleichwinklig  oder 
nngleich  oder  gleichartig  schneiden,  heissen  wir  eine 
Kreisreihe. 
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Es  86iea  die  drei  Kreiae  Ai,  k^^  iMzieUidi  von  den  acht 
Kreisen 

Mifg  mid  if 'isg 
^i»t  ^^it 

•         -Ä^lHi  ^Uft 

je  unter  dem  Winkel  «  gesdmiUen,  wo  je  die  Kreise  M  and  M'  in 
Bezug  auf  den  OrthogonaUcreis  der  drei  Kreise  k^,  Jt^  sich 
polarredprok  entsprechen.  Von  diesen  acht  Kreisen  giebt  es  je 
sechsmal  Tier  Kreise,  welche  je  eine  der  sechs  orthogonalen  Potens- 
Icreise  zum  Orthogonldkreis  haben.  Es  ist  z.  B.  der  Kreis  ^  Or- 
thogonaUkreis  zu 

Jf'jj,,   Mj^^  ^'nM' 

Nehmen  wir  in  Bezog  auf  ^  als  Xransformationskreis  nach  dnn 
Frindp  der  redproicen  Badien,  so  gehen  die  vier  Kreise  M  in  dch 
selbst  Aber.  Der  Kreis  Aj  transfomürt  sich  in  und  umgelcehrt  und 
den  Kreisen  A3  entspreche  der  Kreis  Agnf  Es  schnddet  alsdann  auch 
k^M  ^0  obigen  Kreise  ikf  unter  beziehlich  demWinlcel  o.  Hier- 
aas folgt  der  Satz: 

137)  Von  den  acht  Kreisen,  welche  drei  Kreise  unter 

dem  Winkel  et  schneiden,  giebt  es  je  sechsmal  vier 
Kreise,  welche  je  noch  von  einem  vierten  Kreise  unter 
demselben  W iiikel  a  geschnitten  werden.  Diese  sechs 
Kreise  besitzen  mit  den  drei  Kreisen  denselben  Ortho- 
gonalkreis. 

Bezeiclmen  wir  diese  6  Krdse  mit  Ai^ss,  M^hm  A2.81,  A'a.si; 
Ab,  IS,  A's.is,  so  sind  diese  nach  dem  obigen  unabhftngig  Ton  dem 
SchnittwinlEel  «  der  ajcht  Krdse  J£  Von  diesen  6  Kreisen  kg^^t 
werden  je  drd  Ton  zwei  zugeordneten  der  acht  Koeise  M  glei«di- 
winUig  und  {^eidiartig  geschnitten.  Z.  B.  werden  die  Kreise  |i.i8i 
Alst;  Aii,»  von  den  zwd  Kreisen  Mat,  M'm  gleichwmldig  und  gleich- 
artig geschnitten.  Femer  Aus,  A'a^si;  A's.u  von  JU^i,  Jf'ss.i  etc. 
Hieraus  folgt: . 

138)  Bestimmt  man  zu  je  zwei  von  drei  beliebig  ge- 
legenen Kreisen  die  orthogonalen  Potenzkreise,  be- 
stimmt alsdann  in  Bezug  auf  joden  von  diesen  den 
polarreciprokon  Kreis  je  des  dritten  Kreises,  zu  welchem 
dieser  Kreis  nicht  als  orthogonaler  Potenzkreis  gehört, 
80  erhalten  wir  auf  diese  Weise  sechs  den  drei  ersten 
Ereilen  beigeordnete  Kreith   Jeder  dieser  Kreise  hat 
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den  Orthogoiialkrcis  jener  drei  Kreise  selbst  zum  Or- 
thogonalkreis und  wird  mit  den  beigegebeneu  Kreisen 
Ton  den  sümmtlicheu  Kreisen  zweier  Kreisschaaren  Je 
gleichwinklig  geschnitteu. 

189)  Alle  Kreise  von  den  vier  Kreise ehaaren,  deren 
Kreise  je  drei  Kreise  gleichwinklig  schneiden,  schnei- 
den je  drei  der  sechs,  die  den  drei  Kreisen  beigeordne- 
ten, je  unter  demselben  Winkel,  wie  diese  drei  Kreise 
selbst 

Oder  auch: 

140)  Brei  Kreise  mit  ihren  6  beigeordneten  bilden 
viermal  je  sechs  Kreise  Ton  je  einer  Kreisreihe. 

Bezeichnen  wir  allgemein  die  acht  Kreise,  welche  je  vier  ge- 
gebene unter  gleichen  Winkeln  schneiden,  mit  AG^««,  so  sind  sie  ge- 
geben durch: 

1^184;  A^,4-,  JUbiki;  Mii,8$  MiUti 

-Wi2,34;   3/13.24;  JMi4,ai 

Nehmen  wir  yoq  diesen  die  vier  Kreise 

M28.4,    Mi2i,^  3/12,34 

SO  sind  die  äussern  Kreise  in  Bezug  auf  und  und  besitzen  da- 
her den  orthogonalen  Fotenzkreis  A^^  selbst  zum  Orthogonalkreis. 
Pehmen  wir  A^^  zum  Transformationskreis  und  transformiren  die  4 
Kreise  k  und  die  vier  Kreise  3/,  so  gehen  letztere  in  sich  selbst  über. 
Femer  wird  aus  k^  der  Kreis  k^  und  umgekehrt  und  zu  k^  und  k^ 
gehören  iJ'3,i2;  A4, 12.  Diese  schneiden  die  vier  Kreise  3/  beziehlich 
unter  demselben  Winkel  wie  sie  bezieiüich  die  Kreise  kg  schneiden^ 
and  wir  haben: 

141)  Die  24  zu  je  6  und  G  je  dreien  von  vier  Kreisen 
beigeordneten  Kreise  schucideu  /u  je  zwei  und  zwei 
l2mal  je  vier  der  acht  Kreise,  welche  je  vier  Kreise  je 
gleichwinklig  schneiden,  unter  demselben  Winkel  wie 
diese  vier  die  gegebenen  vier  Kreise  schneiden. 

Schneidöi  Mi  dia  drei  Xidse  k^,  k^^  ia  den  drei  Punkte- 
paaren 

p'i2»   p'\ii   P'^i   p"2,ii   P'su   P  ai 

SO  sind  dies  in  Besng  auf  den  Orthogonalkreis  n  jener  drei  Kreise 
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iM  Vut  polarrociprok  entopredioiito  Punkte.  Je  dM  m  dieM 
ledis  Punkten,  unter  denen  drei  sieh  Je  keine  swei  pderreciiirokeB 
enttpredieiide  belinden,  beetinmen  einen  Kreia.  Wir  eiMten  so  die 
Kreise 

^  iu  =  \P  itP  isP  Sifi  yp  Ii  2^  uP  ii)  =  *^  m 
tn'ujt  =  ip'it  p'i3  p'n) i   (p'\i  P"u  p'ti)  =  «»"«4 

«'iMsCp^ii/ttPft);  (|»'iiP''mI»*si)Si»''im 

Von  dipsen  Kreisen  entsprechen  sich  je  dieselben  zwei  derselben  Zeilen 
als  polarreciproko  in  Bezug  auf  den  Orthogoualkreis  n  als  Trans- 
fomiationskreis.   Jeder  Kreis  der  nun  z.  B. 

wi'i23  ü^id  in  gleich" 
winklig  sclmeidet,  hat  den  Kreis  n  zum  Orthogonalkreis.  Nun  giebt 
08  aber  je  acht  Kreise,  welche  von  diesen  acht  Kreisen  m  je  vier 
gleichwinklig  schneiden.  Es  schneide  K  die  Kreise 
in'a.i  and  m'^^  unter  demselben  Winkel,  so  folgt  sogleich,  dass  er 
auch  die  Kreise  m"u4  and  m"sß,i  noch  unter  dem  gleichen  Winkel 
'  schneiden  mnss. 

Beachtet  man  femer,  dass  alle  Kreise,  welche  n  zum  Orthogonal- 
kreis  haben  und  irgend  zwei  gleichwinklig  schneiden,  auch  noch  die 
polarreciproken  anter  denselben  Winkeln  je  gleichwinklig  schneiden, 
so  folgt: 

142)  Von  den  acht  Kreisen  m,  welche  durch  je  drei 
der  sechs  Schnittpunkte  dreier  Kreise  bestimmt  sind 
(wo  anter  den  Schnittpankttripeln  keine  zwei  snsnmmen- 
gehOrende  der  dreiSchnittpnnktpaare  sind)  werden  vier- 
mal  Je  sechs  von  einem  and  nur  einem  Kreise  Je  unter 
demselben  Winkel  geschnitten.  Ton  obigen  acht  Kreisen 
m  werden  Jedoch  sechsmal  Jr  Tier  je  toii  den  Kreisen 
wenigstens  einer  Kreisschaar  je  gleichwinklig  geschnit- 
ten; also  insbesondere  von  Je  swei  Kreisen  berührt 

Subigen  bei  Solothora,  den  29  Mai  1874. 
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n. 

PerspecUTische  Bilder  des  Kreises  und  directe  Besüiumung 

ihrer  Durchmesser* 

Von 

Herrn  Dr.  GuhIüd  .4d.  V.  Peschka, 
ord.  öff.  ProCoüSor  an  der  k.  k.  tcchnitchon  Uoelisrhule  in  Brünn. 


Die  Perspective  eines  Kreises  ist  im  Allgemeinen  eine  Linie 
zweiter  Ordnung.  Bekanntlich  kann  ein  Kegel,  dessen  Leitlinie  eine 
Curve  zweiter  Ordnung  (hier  ein  Kreis)  ist,  wieder  nur  in  einer  Linie 
derselben  Ordnung  durch  eine  Ebene  geschnitten  werden.  Hieraus 
folgt,  unmittelbar,  dass  ein  Kegel  von  kreisförmiger  Leitlinie,  durch 
die  Bildebt'ue  geschnitten,  entweder  einen  Kreis,  eine  Ellipse,  eine 
Parabel  oder  eine  Hyperbel  als  Scbuitttigur  lieferu  werde. 

Ein  Kegel  foa  kraiafilnniger  LeitUnie  kaati  nur  durch  zwei  ver- 
t^iiedeiie  L^gen  im  EbeBen  nach  Kraisen  gesdniittea  werdoi,  w^Ton 
die  dne  Lage  darch  die  Basisebene  bestimnt  ist;  ea  wurd  aonit  die 
PcrspecttTo  eines  Kreises,  ausser  einer  zweiten  besonderen  Lage  der 
Kreisebene,  nur  dann  ein  Kreis  sein  kOnnen,  wenn  deraelbe  in  einer 
zur  Bildebene  panUelett  £beiie  liegt. 

Ist  die  Kreisebene  gegen  die  Bildflächc  geneigt  und  erreicht  die 
Farq>herie  des  Kreises  eine  durch  das  Auge  parallel  zor  Bildflftche 
gefUirte  Ebene  (Verschwindungsebeno)  nicht,  so  wird  ileh  ato  dae 
perspectifiBche  Büd  dee  KrelseB  eine  Ellipse  eigeben;  findet  hingegen 
ein  blosses  Berflbren  des  Kruses  mit  der  eben  erwähnten  Verschwin- 
dnngsebene  statt,  so  wird  die  Perapective  des  Kreises  eine  taabd 
■eln^  wihrend  endlich  in  Jenem  Fslie,  wo  der  Ejels  die  Yendiwish 
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duDgaebaie  schneidet,  das  Ereisbild  als  Hyperbel  erscheint.  WOrde 
die  Ebene  des  Kreises  durch  das  Auge  gehen ^  so  stellt  sich  dessen 
Perspective  als  gerade  Linie  dar. 

a)  ^erspeettrlMes  BIM  das  Kreises  als  ParaM» 

In  einer  Ebene  £  (Fig.1.),  deren  Bildflächtrace  Eh  und 
deren  Flucbt-  oder  Yersch'windnngsUnie  Ec  sei,  ist  ein 
Kreis  K  derart  gegeben,  dass  dessen  Peripherie  die 
durch  das  Projectionscentrum  O  (Auge)  zur  Bildebene 
Bji  parallel  geführte  Ebene  (Verschwindungsebene)  be- 
rührt} es  ist  dessen  Bild,  welches  als  Parabel  erscheint, 
sn  construiren,  so  wie  die  llauptaxe  sowohl,  als  die 
Sebeiteltangente  des  Bildes  direet  zn  bestimmen. 

Man  denke  sieb  vor  Allem  die  Zeicbnnngsfltebe  vorbereitet,  also 
das  Ange  O  nm  die  YerschivindnngflUnie  E9  nacb  (Kebenange) 
in  die  BQdebene  (Zeidinvngsflftcfae)  Bg  umgelegt^  nnd  den  gegebenen 
Kreis  K  als  auch  die  Sporlinie  JBt  (d.  i  jene  Gerade,  in'  welcher  die 
Ebene  B  die  Verschirindnngaebene  schneidet,  nnd  deren  Abstand 
von  der  Bildflfichtrace  Et  gleich  ist  der  Entfernung  des  Prq|ections* 
oentroms  von  der  Flnchtlinie  £;)  nm  die  Bildflächtrace  £^  in  die 
Bildebene  in  i^cbem  Sinne  gedreht  M  in  dieser  Lage  der 
Kreismitteipnnkt  und  der  Berafarongs|vankt  des  Kruses  mH  der 
Spurlinie  £«,  so  wird  selbstverständlich  das  perspectivische  Bild  des 
BerahrangsradioB  ^u^o^»  "^^^  dem  derselbe  den  unendlich  fernen 
Punkt  Iq  mit  dein  Krcisbilde  gemein  hat,  ein  Durchmesser  der  Pa- 
rabel sein.  Nachdem  bQCQÖ  auf  der  Bildflächtrace  Eb  senkrecht  Steht 
nnd  d  der  Durchstosspunkt  mit  der  Biklebene  ist,  wird  das  perspec- 
tivischo  Bild  desselben  durch  die  Verbindungslinie  des  der  £bene  E 
entsprechenden  l^ebenaogeponktes  Äi  mit  dem  -Punkte  i  reprftsentirt  • 

Um  nnn  die  Scheiteltangente  nnd  die  Hauptaxe  des  EreisbOdes 
(Purabel)  an  bestimmen,  hat  man  bios  m  erwSgen,  dass  alle  Dorch- 
messer  der  Parabel  untereinander  parallel  seien  und  dass  die  Scheitel* 
tangente  su  denselben  senkredil  stehe.  Bedenkt  man  ferner,  dasa 
Cterade,  deren  perspectivische  Bilder  untereinander  persllel  sind,  sich 
sämmtlich  in  einem  Punkte  «  der  Verschwindungsebene  iM?hii4dftn 
und  dass,  wenn  diese  Geraden  in  einer  Ebene  liegen,  der  erwähnte 
Schnittpunkt  in  der  Spurlinie  E»  der  besagten  Ebene  Pa  sich  vor- 
finden müsse,  so  wird  sich  ohne  jedwelche  Schwierigkut  das  ange- 
strebte Resultat  ergeben. 

Führt  man  nämlich  dne  Senfaedite  zu  ii^d,  so  wird  dieselbe 
als  das  Bild  efaier  Geraden  in  der  Ebene  £  und  O««  1  de  c^eicbsam 
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als  deren  Parallelstrahl,  so  wie  «  in  der  Spurlinie  E,  als  deren  Schnitt- 
punkt mit  der  Yerschwindoogsebene  Fs  aofgefasst  werden  können. 

« 

Kau  iit  Idar,  dasB  alle  Geraden  in  der  Ebene  welche  dch  in 
»  schneiden,  untereinander  parallele  nnd  sn  Äfß  senkrecht  stehende 
Bilder  besitzen.  Zieht  man  demnach  von  »  an  den  gegebenen  Eieis 
£  die  Tangente  Tq,  so  wird  sich  das  Bild  <  derselben  als  Tangente 
an  die  Parabel,  senkrecht  zu  J^d,  darstellen  und  die  Scheiteltangente 
an  besagtes  Kreisbild  liefern. 

Bestimmt  man  nun  den  Berührungspunkt  a  der  Tangente  T  im 
Bilde  d.  i.  a,  was  entweder  mittelst  des  Nebenangcs  und  des 
Kebenaogenponkles  laß  senkrecht  zu  Eb\  ß  mit  nnd  «  mit 
verbunden  gibt  im  Sdmitte  der  letzteren  den  gesuchten  Scbnitt- 
ponkt  a]  oder  direct  dadurch  geschehen  kann,  dass  man  den  Durch- 
schnittspunkt J  von  «f  mit  der  Bildebene  bestimmt  nnd  dnrcfa  diesen 
Punkt,  nachdem  er  anch  dem  Bilde  von  m  angehört,  ^e  zn  itAg 
Senkrechte  aJ  filhrt,  nm  dnrch  lelstere  die  ^heiteltangente  t  des 
gesachten  perqiectivisdien  BUdes  I  H  in  a . . .  und  im  Schnitte  mit 
«0|  den  Scheitel  a  der  Parabel  zu  erhalten. 

Durch  a  eine  Parallele  aAf  zu  A^ß  gezogen,  liefert  die  gesuchte 
Hauptaze  der  Parabel. 

Sollten  noch  anderweitige  Punkte  des  perspectivischen  Bildes, 
die  selbstverständlich  paarweise  in  den  Senkrechten  zur  Hauptaxe 
aM  liegen  mf^en,  gefunden  werden,  so  wird  man  den  Kreis  K  von 
•  aas  durch  Strahlen  «1,  «2,  «3, . . .  teilen  und  jeden  einzelnen  Strahl 

sammt  seinem  Kreisschnittpunkt  bildlich  bestimmen.  Zn  diosom  Be- 
hufo  wird  man  beispielsweise  1  nnd  Ii  mit  s  verbinden,  dnrch  den 
Schnittpunkt  q  mit  der  Bildebene  eine  Parallele  zu  t  führen  nnd  die 
Bilder  I  nnd  I&  mittelst  der  Strahlen  lOf  und  l^Ot  bestimmen. 

b)  Perspeetivisches  Bild  des  Kreises  als  Hyperbel. 

In  einer  Ebene  E  (Fig.  2.)  ist  ein  Kreis  K  gegeben, 
welcher  die  Verschwindungsebe no  Pe^  respective  die 
Spurlinic  Es  in  zwei  Punkten  öj  uud  a,j  schneidet;  es  ist 
dessen  Bild,  welches  als  Hyperbel  crscliciut,  darzustel- 
len und  sind  dessen  Axen  direct  zu  bestimnun. 

Denkt  man  sich  das  Auge  O  am  die  Fluchtlinie  Ev  der  Ebene  E 
nach       (Nebenauge)  und  die  gegebene  Ebene  E  sammt  den  in  ihr 
liegenden  Kreis  K  und  der  Spurlinie  £«,  um  die  BildfläcbtJiK  f  Eb 
der  Ebene  E  nach  derselben  Bichtang  in  die  Bildebene  gedreht  und 
IM  Lvn.  5 
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in  dieser  I^age  in  den  Schnittpunkten  und  des  Kreises  mit  Et 
die  Tangenten  Tj  und  Tg  an  den  umgelegten  Kreis  K  geführt,  so  wird 
man  bloss  die  Bilder  der  letzteren  zu  bestimmen  haben,  um  sogleich 
die  A8}Tnptoten  des  perspectivischeu  Krcisbildes  (der  Hyperbel)  zu 
erhalten;  denn  es  ist  bekannt,  dass  allen  Punkten  der  Geraden  E,, 
also  auch  den  Punkten  und  Bilder  in  unendlicher  Entfernung 
entsprechen,  dass  Tangenten  im  Odginale  auch  als  Tangenten  im 
Bilde  erscheinen,  dass  folglich  aneli  die  Tangenten  i^  und  ^  an  den 
Kreis  K  als  Tangenten  an  die  Hyperbel  H  sich  darstellen  mflssen, 
nnd  dass  endlieb,  weil  Uwe  IBertthnrngspunkte  d.  h.  die  Bilder  der 
Fiiflfcte  4^  nnd  im  ünendttchen  liegen,  diese  Tangenten  in  dto 
Asysptoteo  tf  nnd  h  der  Hyperbel  ttbeiigehen. 

Die  letzteren  wurden  einfach  dadurch  bestimmt,  dass  man  deren 
Durchstosspunkte  und  mit  der  Bildebene,  so  wie  deren  Flucht- 
oder Verschwindungspuukte  f,  und  t?2  mit  Zuhilfenahme  der  entspre- 
chenden Parallelstrahleu  O^v^  und  0.,v^  ermittelte  und  die  bezeich- 
neten Punkte  ^1  und  Vj,  6^  und  mit  einander  verband.  Der  Schnitt- 
punkt dieser  beiden  Qeraden  i^v^  und  ö^v^  gibt  den  Mittelpunkt  M 
der  Hyperbel. 

Halbirt  man  den  Asymptotenwinkel  ty^Mt^^  so  repräsentirt  dio 
Halbirungslinie  MX  die  Richtung  der  realen  Axe  der  Hyperbel,  welche 
letztere  als  das  Bild  der  Geraden  a^lQ  erscheint.  Um  nun  dio  auf 
der  Richtung  von  MX  liegenden  Scheitel  des  Krcisbildes  zu  finden, 
hat  man  eben  blos  diejenige  Gerade  o^Uq  in  der  Ebene  K  aufzusuchen, 
als  deren  Bild  sich  die  Richtung  MX  ergab.  Verbindet  man  zu  die- 
sem Behufe  das  Nebenauge  mit  dem  Fluchtpunkte  gr,  welcher  in 
der  Fluchtlinie  der  Kbene  E  liegt  und  führt  man  zu  dem  so  ge- 
fundenen Parallelstrahl  O^op  durch  den  Durchstosspunkt  d  von  MX 
mit  der  Bildebene  eine  Parallele  da^lQ^  so  liefern  und  dio 
Schnittpunkte  der  bildlich  dargestellten  Geraden  MX  mit  dem  Kreise 
K  in  der  in  die  Bildebene  hineingedrehten  Lage. 

Die  Bilder  a  und  b  dieser  beiden  Punkte  *o  werden  sich 

in  dem  Bilde  MX  einfach  dadurch  ergeben,  dass  man  die  Teilstrahlen 
O^qq  und  0.^*0  zieht.  Nachdem  ferner  Punkte  des  Kreises  im  Bildo 
als  Punkte  der  Hyperbel  sich  darstellen,  die  Puukto  und  aber 
auf  der  Axe  der  letzteren  liegen,  so  müssen  deren  Bilder  a  und  b 
die  Scheitel  der  Hyperbel  sein,  also  die  reelle  Axe  ab  dieselben 
begrenzen. 

Fihrt  man  durch  einen  dieeer  Punkte,  etwa  durch  a  eine  Senk- 
reehte  ft  zu  AOT,  so  weiden  die  beiden  Asymptoten  ^  und  if  in 
den  zwei  Punkten  y  und  t  geschnitten,  deren  Abstand  yt  <e  die 
Biehtong  nnd  Lftnge  der  imagiiftren  Byperbelaie  m  beittanat 
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Um  MMi%e  lor  Hsnptaxe  MX  qrmmelriseh  liegende  Fuktt 
des  KreisbUdes  I  II  III  ...  sa  üzireii,  verftiure  man,  wie  der 
Parabel  bereits  geieigt  wurde.  Ffibrt  man  nämlich  dorch  O,  eine 
Senia'echte  za  MX,  welche  die  Spurlinie  E,  in.  $  trifft ,  und  lagert 
man  durch  als  Trfigcr,  ein  Strahlenbüscbel,  dessen  Strahlen  die 
Xreisperipherie  in  1,  2,  3,  4,  .  . .  schneiden  und  bestimmt  man  auf 
analoge  Weise  wie  vorher  die  BUder  der  einzelnen  Strahlen,  so  wie 
jene  I  II  ...  der  Kreispunkte,  so  ergibt  sich  durch  Verbindung  der 
aufeinanderfolgenden  Punkte  I  HI  Y  a  VI  . . .  das  Bild  des  SreiseB 
als  UjrperbeL  * 

Anmerkung.  Häufig  tritt  dar  Fall  ein,  daas  der  Mittelpankt  M 
ansserbalb  der  Grenaen  der  Zeichnungsfläche  ftllt-,  man  hat  dalier 
die  Hyperbelaze  nach  einen  unzugänglichen  Pnnkt  Jf  an  ftbren. 
Unter  dieser  Toraossetnmg  könnte  man,  um  die  Bichtong  der  lie 
MX  and  den  Scheitel  des  einen  Hypeibelastes  zn  bestimmen, 
allenfidls  Üidgends  vorgehen: 

Man  siehe  in  beliebigen  Pnnkten  ti^  und  %  der  gefundenen 
Asymptoten  t^t^  aof  letztere  die  Perpendikel  Xiki  und  n^lti 
naehe  die  Strecken  fg^l^  ^  n^lf  und  %fii  —  «i(4i  ftbre  so- 
dann durch  und  At»  so  wie  durch  und  14  Pandlelen  an  den 
Asymptoten  und  bestimme  deren  Sdmit^unkte  |  und  ^. 

Diese  beiden  Ponkto  |  und  t/^,  welchon  ^eiehe  Abstände  von 
den  Asymptoten  entsprechen,  miteinander  verbunden,  besttnunsn 
&  ftdbinmgsKnifl  des  Asymptotenwinhela  and  MfiA  die 
Bichtong  der  reellen  Aze. 

.«)  Perspeettvisekes  BUd  des  Kreises  als  EUipee, 

In  einer  Ebene  E  (Fig.  3.)  ist  ein  Kreis  K  gegeben, 
welcher  die  durch  das  Auge  O  (Projectionscentru ra)  pa- 
rallel zur  Bildebene  geführte  Ebene  Pjj  (Verschwindungs- 
ebene)  nicht  schneidet;  es  ist  dessen  perspectivisches 
Bild  (Ellipse)  zu  construiren  und  sind  die  Durchmesser 
der  sich  diesfalls  ergebenden  Ellipse  direct  zu  be* 
stimmen. 

Sei  Ob  daa  in  Besag  aal  die  Ebene  £  um     in  die  BOdebeme 

omgelegte  Auge,  iT  der  in  liegende,  nm  in  gleichem  Sinne  ge* 
drehte  Kreis,  und  E,  die  Spuilinie  in  der,  |^eieh&lls  um  Ji^,  in  die 
Bildebene  gebrachten  Lage. 

Denkt  man  sich  durch  den  Mittelpunkt  cq  des  in  die  Bildebene 
ungelegten  Kreises  E  eine  Senkrechte  scö  zor  Bildflächtrace  Eh  ge- 
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zogen,  so  wird  sie  die  letztere  und  folglich  auch  die  Bildebene  im 
Punkte  6  und  die  Sporünic  in  $  treffen. 

Zieht  man  von  t  ans  Tangenten  und  ff  an  den  Kreis  so 
werden  deren  Bilder  f|  nnd  zu  einander  parallel  und  zugleich  Tan- 
genten an  die  Ellipse  sein;  denn  wenn  sich  in  einer  Ebene  Gerade 
vorfinden,  welche  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  so  wird  das  Glciclie 
von  ihren  Bildern  gelten,  wenn  aber  der  Schnittpunkt  in  der  Ebene 
in  die  Gerade  Et  föllt,  welche  als  Schnitt  der  durch  das  Auge  O 
parallel  -mx  Bildebene  gelegten  Ebene  mit  E  resultirt,  so  ist  dessen 
Bild  in  der  Bildfliichc  [nachdem  der  Projectionsstrahl  Os  in  der  zur 
Bildebene  Ue  parallelen  Ebene  Pk  liegt,  also  zu  Bk  selbst  parallel 
ist]  im  rnoinlliclien  zu  suchen.  Die  Bilder  so  bezeichneter  Gnadon 
haben  also  den  unendlich  fernen  Punkt  gemeinschaftlich,  erscheiucn 
somit  untereinander  parallel;  es  ^ird  folglich  das  Bild  ah  der  Be- 
rührungssehne «0^0  im  umgelegten  Kreise  einem  Durchmesser  der 
Ellipse,  welche  als  Perspective  des  gegebeneu  Kreises  erscheint, 
cutsprechcu. 

Da  die  Sehne  a^l^  zur  Bildebene  parallel  länft,  mnfls  auch  deren 
Büd  ab  zur  Bildflächtraoe  Eh  parallel  erscheinen  nnd  es  werden  unter  ^ 

dieser  Voraussetznng  die  Strecken  im  Originale  in  dem  nämlichen  • 
VerhiUtnisse  wie  jene  im  Bilde  geeilt  Es  liegen  folglich  die  Hal- 
binmgspankte  o  nnd  von  ab  und  a^b^  mit  auf  derselben  Ge- 
raden. Hiervon  wird  selbstverständlich  o  den  Mittelpunkt  des  per- 
spoctivischcu  Bildes  bestimmen ,  wAhrend  den  ihm  ent^rechenden 
Paukt  im  Kreise  K  reprftsentirt 

Was  nun  den  sweiten  zn  oft  conjugirten  Dnrehmesser  tf  betrifft, 
so  hat  man  Uos  an  bedenken,  dass  derselbe  an  den  Tangenten 
nnd  ft  parallel  sein  müsse,  dass  er  also  in  der  Umlegung  mit  den 
Tangenten  nnd  den  Punkt  «  gemeinschaftlich  habe  nnd  dass 
sein  Bild  mit  dem  von  «/o^  Übereinstimme.  Letstere  Gerade,  welche 
die  Bildebene  In  d  trifft  und  senkrecht  snr  ^Idflächtiace  Eh  steht, 
hat  bdaumtUch  ihren  Terschwindongspnnkt  im  Nebenangenponkte  A^^ 
daher  die  Yerbindnngsgerade  A^li  das  Bild  des  Kreisdurobmessersy^ 
darstellen  wird.  Nachdem  aber  Aji  pandlol  zn  i|  nnd  i«  liegt  nnd 
durch  den  Ifittelpnnkt  o  der  Ellipse  geht,  so  ist  oA^  die  Richtung 
des  zn  «A  co^jogirten  Durchmessers  des  Kreisbildes.  Um  dessen 
Grenzpunkte  e  und  /  zu  erhalten,  wird  man  blos  durch  J^^  und  die 
Teilstrahlen  Oo/o  und  O^cq  zu  ziehen  und  diese  mit  der  Richtung 
derselben  zum  Schnitte  zu  bringen  haben,  wodurch  sich  der  zu  a6 
coqjngirte  Durchmesser  in  fe  eigibt 
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4)  PttipMllTlMhet  Bild  ta  KMiseB  ab  Kreta» 

1)  In  der  Bildebene  Be  sei  ein  Kreis  A',  Fig.  4.,  ferner 
sei  das  Proj octi  onsccntrum  (Auge)  O  durch  den  Di- 
stanzkreis/?, so  wie  die  orthogonale  Projoction^  (Ango- 
pnnkt)  von  O  auf  der  Bildebene  gegeben;  es  ist  oino 
Ebene  E  zu  suchen  and  in  dieser  ein  Kreis  A'j  za  be- 
stimmen, dessen  centrale  Projoction  für  das  Ccatrnm  O 
den  Kreis  K  gibt 

Legt  man  durch  die  Basta  eines  scfaiefen  KrdBkegela  eiiw  Kngd, 
80  schneidet  diese  bekanntlich  den  ersteren  in  einem  zwrik>u  Kreise; 
denn,  wenn  sich  zwei  Flächen  2.  Ordnung  (also  auch  die  Kogel  and 
der  Krciskegel)  schneiden,  so  sind  deren  SchDittliuieu  (deren  es  im 
Allgemeinen  zwei  gibt)  innere  Cnrven  derselben  Ordnung.  Ist  der 
eine  Schnitt  ein  ebener  (im  vorli^enden  Falle  die  Basis  des  EegelsX 
80  muss  es  notwendigerweise  auch  der  andere  sein.  Im  vorliegenden 
Falle  kann  dieser,  nachdem  der  ebene  Schnitt  einer  Kugel  stets  ein 
Kreis  ist»  nur  wieder  ein  Kreis  sein. 

Schneidet  man  demnach  den  Projections-  oder  Sehkegel  (OJT)  durch 
eine  Engeld  welche  den  Kreis  K  in  sich  anfiiimmt  und  nimmt  man 
der  Einfachheit  wegen  an,  dass  der  Kngehnitiselpnnkt  c  mit  dem  Mit- 
telpiinkte  m  des  Kreises  K  znsammenfiEdle,  dass  also  der  letztere  ein 
grOsster  Kreis  der  Kogel  werde,  so  wird  der  sweite  Schnitt  des 
l^rosectionskegels  iftK)  mit  der  Kiigel  schon  die  gesuchte  Ebene  he- 
stimmai. 

Nachdom  aber  eine  Ebene  durch  drei  nicht  iu  einer  Reihe  lie- 
gende Punkte  vüllkommcu  bestimmt  ist,  wird  es  sich  blos  darum 
haudelu,  dcu  Schuilt  dreier  Erzcugcudeu  des  Kegels,  also  dreier 
Prujectiousstrahlen,  mit  der  Kugel  zu  ermitteln. 

Legt  man  zn  diesem  Behuf  durch  O  und  den  Mittelpunkt  m  eine 
znr  Bildebene  senkrechtstehende  Ebene,  deren  Tracc  Am  sein  wird, 
so  erfolgt  der  Schnitt  mit  dem  Projcctionskegel  in  den  beiden  Er- 
zeugenden aO  und  hO  und  jener  mit  der  Kugel  in  einem  grössten 
Kreise.  "Wird  nun  die  Ebene  sammt  den  bezeichueteu  Kkincnft  n  um 
ihre  Tracc  Am.  iu  der  Bildebene  umgelegt,  so  fällt  der  Kugelschnitt 
mit  dem  Kreise  K  zusammen,  wiilirend,  wenn  das  gleichzeitig  um- 
gclegto  Projcctionscentrum  vürstellt,  die  Strahlen  O^a  und  O-Jj  die 
umgelegten  Erzeugenden  repräscntireu.  Letztere  begegnen  dem  um- 
geklappten Kugelkreis  in  zwei  Punkten  a  und  ^,  welche  offenbar  dem 
zu  suchenden  Durchschnitte  augehüreu  und  mit  einander  verbuudeu 
eine  Gerade      der  zu  ermittelnden  Ebene  E\,E^  bestimmen. 
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Der  Durcbschnittspimkt  d  dieser  Geraden  oft  mit  der  Bildebene, 
wird  als  in  der  Trace  Am  Hegend,  Mch  dann  Itetoe  Aendemng  er- 
fahren» wenn  die  Ebene  in  ihre  ursprüngliche  Lage  zurückgeführt 
wird.  Nachdem  im  vorliegenden  Falle  die  Gerade  Am  die  Bild-  und 
Flächtracc  der  Ebene  AmO  gleichzeitig  vorstellt,, wird  man  den  Yer- 
Bcbwiudangspankt  der  Geraden  aß  In  Am  zu  suchen  haben  und  ihn 
erhalten,  indem  man  durch  das  umgelegte  Centrum  den  Parallel- 
8trahl  O^v  H  aß  führt  Es  siuil  hieruadi  a  und  b  die  centralen  Bilder 
der  Punkte  a  und  ß  im  Baume. 

Obwol  es  non  von  selbst  erhellt,  dass  die  Sdinittlinio  des  Kegels 
mit  Kogel  dnrch  die  Ebene  AmO  symmetrisch  geteilt  wird  nnd 
die  za  bestimmende  Ebene  E  eine  znr  Ebene  AOm  senkrechte  Lage 
hesitie,  also  anch  deren  Tracen  £»is;  senkrecht  zn  Am  sein  mttssen, 
so  Iftsst  sich  dies  auch  noch  in  folgender  Weise  darton. 

Legt  man  durch  O  Tangentialebenen  an  die  Kugel,  welche  znr 
Bildebene  senkrecht  stehen,  so  werden  deren  Tracen  durch  Äff  nnd 
An  nnd  deren  Berührungspunkte  durch  q  nnd  n  dargestellt  erschei- 
nen; denn  zieht  man  den  Berubrungsradius  mTr,  so  steht  sowohl  die 
Trace  An^  als  eine  Gerado  der  Ebene  AnO^  als  auch  die  in  n  auf 
die  Bildebene  gefällte  Senkrechte,  die  gleichfalls  in  AnO  liegt,  auf 
demselben  senkrecht-,  €s  wird  somit  AnO  die  Berührungsebene  au 
die  Kugel  im  Tunkte  7t  sein.  Analof^  liisst  sich  der  jS'acbweis  für 
den  Punkt  ^  liefern.  Kachdem  aber  n  und  als  Punkte  der  Basis 
auch  Punkte  dos  Kegels  und  zugleich  Punkte  des  Schnittes  mit  der 
Kugel  sind,  so  sind  dieselben  auch  Punkte  der  zu  suchenden  Ebene 
/J,  und  da  sie  in  der  Bildebene  liegen,  müssen  sie  auch  der  Bild- 
flächtracc  1%  der  Ebene  angehören.  Dass  der  Punkt  d  als  Durch- 
stosspunkt  mit  der  Bildebene  in  Ki  liege,  erhellt  auch  daraus,  wenn 
man  sich  d  als  den  Pol  zu  AO^  und  umgekehrt  uq  als  Polaxo  zu 
yl,  in  Bezu^^  auf  den  Kreis,  vorstellt.  Ks  ist  somit  die  Verbindungs- 
linie ndg  die  Bildtlüchtrace  Ki  und  die  durch  v  parallel  zu  Kh  ge- 
führte Gerade  Et  die  Versch>Yiuduug8linie  derjenigen  Ebene  in  wel- 
cher der  Kreis  liegen  muss,  um  im  Bilde  als  Kreis  K  zu  erscheinen. 

Legt  man  das  Auge  O  um  £«  nach  Of  und  die  Ebene  E  umMib 
nach  derselben  Seite  in  die  Bildebene  um,  so  lässt  sich  aus  den  nun 
bekannten  Elementen  A«,  Eb^  und  iTder  umgelegte  Kreis  if^  darch 
Benutzung  der  Parallelstrahlen  anf  bekannte  Weise  bestimmen. 

•J)  In  der  Bildebene  Be  ist  ein  Kreis  K  Fig.  5.  gegeben, 
ferner  ist  eine  Ebene  E  durch  ihre  Bildfläcbtra ce  Eb  und 
ihren  Neigungswinkel  »<«  geg(}n  Bk  bestimmt;  es  ist  das 
Projectionsccntrum  O  (Auge)  so  zu  ermitteln,  dass  K 


Digitized  by  Google 


tuld  direclB  Btttinunung  ihrer  Jjurchmtsstr. 


n 


«U  dM  pertf  eetivitehe  BiM  «Im*  I»  der  Ebene*  J&  II*« 
geadea  Kreis  ee  erickeimi 

Auf  Grund  der  anmittelbar  Toilier  gegeagenen  BetTBchtmigeii  ist 
als  befaumt  ansmiehmen,  dMs  d&s  ^M^Mtioasoeairntt  ifi  einer  Ebene 
Hege,  wcilclie  dnreh  den  Kreismittelpiaiit  m  g^t  lUMf  BewoU  airf  detf 
Badsbeae;  ah  aaeb  anf  der  Ebene  £^  settkiefllC  sübIk.  Die  Tracsu 
der  genaanttw  latene  t  sind  desuuMdk  f»  a^. 

Auch  hier  kann  man  sich  durch  Ä'  eine  Kugel  so  gelegt  denken, 
da&s  sie  diu  Ebeue  /:  nach  dem  verlangten  Kreise  Jfi  schneidet  Um 
den  Kngelmittelpunkt  bestiiimit  zu  machen,  sei  beispielsweise  die 
Fordemng  gestellt,  dass  dem  in  der  Ebene  E  liegenden  Krdsmittel- 
pnnkte  Ton  JE,  ein  bestimmter  Abstand  X  von  der  Bildebene  ent- 
q^recbe. 

Da  der  Mittelpunkt  der  Kugel  in  der  durch  m  zur  Bildebene 
ßenkrochtcn  Geraden  zu  suchen  ist,  muss  er  offenbar  auch  in  der 
ilbeue  t  liegen.  Die  Kugel  wird  also  von  dieser  Ebene  nach  einem 
grösstrn  Kreise  und  die  Kreise  K  and  in  je  zwei  einander 
diametral  gegenQberliegeudcu  Punkten  geschnitten. 

Denkt  man  sieh  die  Ebene  e  am  ibre  Traoe  c»  in  die  Bildebene 
angelegt  nnd  in  dieser  Lage  die  Gerade  mfio  gezeichnet,  in  welcher 
der  Kagebnittelpnnkt  sieb  vorfindet,  nnd  sncbt  man,  nnter  BerOek« 
aicbtignng  dessen,  dass  nc  der  nach  Bm  umgelegte  Schnitt  mit  der 
Ebene  JEJ  sei,  in  letzterem  den  Punkt  Oq  so,  dass  sein  Abstand  von 
ff»  gleich  l  wird,  so  ist  Oq  als  der  Mittelpunkt- des  Kreises  Ji^  in  der 
Ebene  E  zu  betrachten. 

Fällt  man  im  Banme  vom  Pnnkte  oq  ein  Perpendikel  auf  die 
Ebene  £  (in  der  in  die  BUdebeas  hindagedrebten  Lage  ist  derselbe 
durch  o^^q  dargestellt),  so  wird  die  vorher  erwähnte  Gerade  mfio  im 
Mittelpaakte  fig  der  Kugel  getroffen. 

Die  Punkte  a  and  &  in  n  geboren  dem  Kreise  iT,  fdl^cb  ancb 
der  KugeloberflAcbe  und  suf^eicb  der  Ebene  t,  femer  ergibt  sieb 
dnreb  Umlegang  der  letzteren  der  grösste  Kngelkreis      weleber  die 

Gerade  na^  in  zwei  Punkten  <i|  and  des  Kreises  ifi  schneidet. 
Die  so  erhaltenen  Punkte  a  nnd  o,,  h  und  1^  sind  aber  als  pe^ 
spectiviscbe  Elemente  zu  betrachten,  daher  sich  die  Projections- 
fitrablen  aa,  und  bb^  in  dem  gleichzeitig  mit  der  Ebeae  t  umgelegten 
Frojectionscentrum  schneiden  müssen.  Fällt  man  nun  ans 
eine  Senkrechte  auf  so  erhält  man  den  Haupt-  oder  Augepunkt  A. 
Um  nun  schliesslich  noch  die  Verschwindungslinio  Et  der  Ebene  E 
festzustellen,  wird  es,  da  man  ibre  Kichtnng  kennt,  genttgen,  einen 
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Punkt  Ax  derselben  sa  bestimmen.  Letzteren  erbttt  man  bekannt- 
lich, wenn  man  dnrcb  die  Parallele  O^A^  aa  mM^  ftbrt  ud  die- 
selbe mit  «  in  ifi  (Nebenangepnnkt)  anm  Schnitte  bringt 

Legt  man  endlich  das  Auge  O  \m      in  die  Bildebene  nach  0% 
um  und  dreht  man  die  Ebene  E  mit  dem  in  ihr  liegenden  Kreise  JT, 
in  dem  nämlichen  Sinne  um  Eb^  so  lassen  sich  durch  Benutzung  von 
O3,  Eh,  E„  and  K  beliebig  viel  Punkte  des  umgelegten  Kreises 
constroiren. 

Brünn,  den  26.  Febmar  1874. 
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m. 

Untenodiiiiigeii  ikber  algebraische  Oleielmiigeii. 

Von 

Alfred  SiebeL 
Mwlmc  VW  S.  XZXm.  ta  VMl|tD  Till«, 


Artikel  IL  (§  4-§  9.) 

EinmSMIa. 
Tk4»r0ti$eh€  Betraehtungen, 

Einleitang. 

Im  «nten  Artikei  haben  wir  gezeigt,  wie  sich  die  reellen  War- 
idn  der  beitoUg  TOigelegten  Oldchnng: 

/(«)  SSS  C^«^-('<'l^~^  4-...C|»  SS  0 

als  Abadsiee  der  Durchschnitte  ssweier  convexen  Gunren  constndren 
lassen. 

Wir  wollen  dieselben  einer  näheren  Betrachtung  unterziehen 
einerseits,  um  die  in  Artikel  I.  §  3.  vorausgeschickten  geometrischen 
Kriterien  zu  beweisen,  andererseits  solche  zur  analytischen  Auflösung 
der  Gleichongen  za  gewinnen. 

Pen  Haaptgegenstand  der  voiUegenden  Untersnchaageii  bfldet 
das  bisher  in  höchst  unvoUkonunener  Weise  gelöste  Problem  der 
Trennung  der  reellen  WnrzehL 
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Wir  gehen  darauf  ans,  1)  eine  obere  Orenie  einer 
beliebigen  Wnrsel  aus  einer  unteren  und  umgekehrt  sn 
bestimmen,  S)  die  Wurzel  eelbst  aus  einer  oberen  oder 
unteren  Orense  derselben  darsustellen. 

Wir  werden  Beben,  dass  dreigliedrige  Gleichongea  von  der  Form 

bei  der  Trennung  nnd  näherungsweisen  Bestimmung  der  reellen  Wur- 
zeln von  f(x)  =  0  eine  wichtigi?  Holle  Bpiclcn  und  zeigen ,  wie  der 
Grad  der  Ilülfsgleichuug  für  die  Trennung  auf  r  2  reducirbar  ist. 
Dieser  Gedanke  leitet  uns  bei  den  Uuteräucliuugeu  in  §  7.  und  §  8. 
L  und  II. 

§4. 

I.  Wir  betrachten  ira  Folgendon  das  System  zwcior  beliebigen 
sich  schneidenden  convexcn  Curven  K  und  Stj  zunächst  den  Fall,  dass 
eine  derselben  eine  Gerade  ist 

Punkte  beseldmen  wir  mif  grossen. Buchstaben,  die  Abscissen 
derselben  mit  den  entsprechenden  kleinen^  ausgenommen  die  der 
Punkte  P  und  %  und  swar  seien  allgemein  die  Abscissen  von 

P,  Fr,  Pr,  |JW,  |>r  :  «,  «t«^)  . . .  Xr- 

Die  Durchschnitte  von  K  und  9  sden      die  Abscissen  you  Wi  tt. 

Die  Ebene  denken  wir  uns  vertical,  die  ^-Achse  für  jede  Figur 
horizontal,  die  y-Achse  senkrecht  dazu. 

Diese  Bedeutung  der  kleinen  Buchstaben  ist  im  Folgenden  durch- 
weg festzuhalten. 

Wir  lehnen  uns  zur  grössej-en  Kürze  stets  an  Figuren  an.  Wio 
die  Resultate  auf  ihren  analytischen  Ausdruck  gebracht  werden  kön- 
nen, müssen  wir  teilweise  dorn  geneigten  Leser  überlassen. 

IT.  Eine  eottvexe  Curv0  kann  als  Polygon  ndt  unendUeb 
kleinen  Seit^: 

•  ••  P*  P"P' J^Jj       ■  • . 

angesehen  werden,  för  welches  (Fig.  I.): 

(2)  ..<^<*'«o<<t<^  • 
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Dies  kann  ak  Definition  einer  Gorve  gölten,  welche  in  der  Hi<*tflng 
7*  1r  gesehen  convex  ist 

Ist  ihre  Gleichniig 

80  lanten  die  Bodingangen  (1)  und  (S): 

/        F(/b)  and.  F'i/c)  sind  eindeutige,  stetige  Functionen. 

(9)  /  JHßl.  Derhirto  F'im)  wftehst  stetig  juit  oder  was 
J  dasselbe,  es  Ist  die  3.  Derivirte  >  0  vnd  zwar  ftr 
'  ein  gewisses  Intdnrall  von  w. 

Ziehen  wir  ein  beliebiges  Polygon  mit  nur  einspringen- 
den Winkeln  wie  in  Fig.  I.  in  Betracht  und  behandeln  gleichzeitig 
den  Fall,  dass  die  Seiten  unendlich  klein  sind,  d.  h.  eine  couvexe 
Curve  (Fig.  lY.)  vorliegt 

Ein  Bliek  anf  Fig.  n.  besagt: 

Die  Strecke  auf  einer  zur  F- Achse  im  Abstände  ss'^Kq  gezo- 
genen Parallelen  und  zwar  zwischen  den  unbegrenzten  Geraden  P'Pq 
und  PqPx  gerechnet  resp..Ton  F^F^  oder  F'Fq  ist  positiv. 

Hieraus  ergibt  sich  eine  Reilie  von  Eigenschaften,  die  wir  in 
folgende  Rubriken  bringen  können  und  die  iu  deu  Figuren  zur  An> 
schauung  gebracht  sind. 

1.  Aafeinanderfolge*)  der  Dordudinittapnnkte  der  |  ^^^^^^  | 
ndt  einer  Oenden      and  zwar 

a)  einer  Parallelen  zur  Yf-Achso  (Fig.  IL,  Fig.  IV.> 

b>  einer  Seite  des  Polygons  (Flg.  II.> 
lespi  nmgente  der  Cunre  (Fig.  IV.) 

e)  einer  beliebigen  Geraden  (Fig.  HIs.  b.,  Flg;.  IV.) 

In  Fig.  ina.  sow<^  «lo  in  Figt  Ulb.  sind  zwei  I^igen  von 
veneichnet 

(  Ecken  ) 

2.  Grössenverhältniss  ♦♦)  der  Abstände  der  ^  Corvenpankte  ] 

von 

a)  2'^  sei  eine  Seite  (Fig.  H.)  resp.  eine  Timgente  (Fig.  lY.) 


^nnd  **)  lo  den  Figsren        lY^dureh  Pfwle  angodcatct. 
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b)       Bei  beliebig  (Fig.  IHa.  b.,  Fig.  V.) 

a)  Ist  in  Fig.  Illa.  der  Abstand  des  t'  von  ^'^  gr(toser  als 
der  Abstand  des  Pq  -> 

Abst  des      >  Abst  des  P' 

u.  8.  w.,  die  Abstände  Y'  Y  algebraisch  gemessen. 
ß)  Ist  in  Fig.  inb.  der  Abstand  des  Punktes  P,  grösser  als 
der  Abstand  des  Punktes  Po,  so  folgen  ebenso  die  Abstände 
von  Po,  Pj,  P, ...  der  Grösse  nach  aufeinander. 

3.  Anfbiaanderfolge  der  Yorbindongslinlen  der  Ecken  mit  einer 
derselben  Pq  (Fig.  I.) 

Femer  gelten  folgende  Sfttse: 

4.  In  einem  Punkte  Psdmeiden  sid^  hflcbstens  2  Seiton  (Fig.  II.) 
resp.  2  Tangenten  (Fig.  IV.) 

5.  Auf  einer  Geraden  liegen  höchstens  2  Ecken  (folgt  aus  3), 
Flg.  L,  resp.  2  Cunrenpunkte  (Fig.  V.) 

6.  Yeililiidet  man  die  i>te,  gte,  rto  . . .  Ecke  (p<iq<ir  ..J) 
der  Beihe  nach  mit  einander,  indem  man  Ecken  ttberschlSgt,  so  ent- 
steht ein  Polygon  wie  das  tun^rtlngllche  (F«g.  I.,  Fig.  Y.) 

.  iö. 

Wir  heben  noch  folgende  Eigenschaften  der  convezen  Corvcn 
henror: 

1.  Liegt  in  Fig.  IV.  P  der  Cunc  auf  lU  r  convexeu  Seite  hin- 
reichend nahe,  so  sind  2  Tangenten  vorhanden.  Die  Berührungs- 
ponkte      Pj  befinden  sich  auf  entgs*  Seiten  der  Ordinate  von  P. 

2.  Zu  einer  Sehne  WWy  Fig.  YI,  lAsst  sich  ehie  and  nnr 
dne  parallele  Tangente  ziehen.  Der  BertUumngspunkt  Q  liegt  zwischen 
W  and  w!  Dies  folgt  au  f  4.  (2)  und  §  4  8. 

.    3.  In  Fig.  V.  ist 

1)  itP<x"'<x  <:ar 

2)  m  <«"  <x'<aso 

3)  <«r  <»  <«' 
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WO  die  AlMdi^  des  Blirdischiiitts  Ton  JP^Pf  ndt  resp. 

/»/v/ww^  P'P^^  P^P'  ad  1)  bis  3) 
P^P,,   PjPot  -PiA  »d  4)  bis  6) 

bezeichnet  (§  4.,  1.  c). 

4.  Ist  in  Fig.  VI.  ♦)  speciell  «^'^  -=  sb*  —  a^»  u.  8.  ao  hat  man, 
wenn  die  Tangente  ia  Q  paraUel  Z'Z  ist: 

1)  sco  <  ar,  <  w    fUlfl    c  <  < 
w'  <  «1  <  «0  «?'  <  aiQ  < 

2)  fl^<w<«Ö     «    »  <9o<q 

3)  %  and  liegen  in  jedem  dieser  Fälle  auf  derselben  Seite 
von  q. 

In  Fig.  Vn.  *►): 

4)  w  <a;<fl?,   foHs  e<i^<»  ond  ie<«i<w' 

l^<a;<u>'     „   w'<aro<c'  nnd 

Anmerkani^  Mit  HttUb  von  4.  IttMon  tieb  dtr  Bafhe  aseh  folg^ndB 
Aiifgftb«q  ISteo: 

Aafgab«  1.  Di«  in  (e,  e')  enthaltenen  Waraeln  tos  9(x)  = 
P(«)— «r— ^8  0  d«nttMllen,  fallt  PV)[=8'(«)J><»  Ar  e<«<c'. 

Aafgabd  1.  Di«  reellen  Wontcln  von  9(z)=a,^-|>«,aiii-l<f^Mfli|S;0 
duMStdlen,  w«na  di«  von         =  0  beluwnft  lind. 

Anfgsb«  St  Die  besagten  Wnneln  in  der  von(;cn  Aafg«b«sn  trennen 
nnd  Blbeningswcii«  n  bcatianMO,  w«na  di«  Ton  =  0  nnd  %''{s)=^ 
gegeben  sind. 

Aufgabe  4.   Die  reellen  Wurzeln  der  beliebig  TOigelegten  Gleidioog 

+  =  0  *a  berechnen. 
Vergl.  „die  Anfl.  der  algcbr.  und  transccndentcn  Gleichungen  ...  von 
Dr.  II.  Schofflcr,  Brnunschweig  1859*',  §  10  (dirccte  Aufl.  einer  Gleichung 
ohne  Vcrsuciisrcchnung).  Die  dort  angegebene  Methode  stimmt  im  Wesent- 
lichen mit  der  hier  angedeuteten  ttberoin,  mOchte  ab«r  banplileUieh  ein 
theoretisches  Intomso  haben* 


*)  I»t  =  '•"'•■"f'S^  (Euler'sche 

Nabenragswert). 

••)  E.  ist  =  ^^^^gl^y^'  8<*)=5#T(«)— (B^la 
IUbI). 


Digitized  by  Google 


78  'Si*htl'.  Unt«r*uchmngtn  fÜttr  olgAraiidk»  Gleickunffen. 

Wir  beschäftigen  nns  jetzt  mit  dem  System  zweier  con* 
vexen  Carven,  Fig.  YlUa.  b.  c.,  durchschnitten  von  einer  beHi^ 
bigen  Geraden  8'€. 

1.  Bezeichnen  wir  mit  w  allgemein  die  Abscissen  der  Dnrch- 
schnittspunkte  von  £  and  ft,  so  folgt  aus  §  4^  Pefiaitioii  und  S  4., 
IL  2.  b): 

a.  Ist  Xi  <  r^  <    <  arg  (Fig.  TlHa.),  so  enthlU 

(Xj,  Xi)  und  («•,,  o-g)  kein  tr,  dagegen: 
('s  9  'i)  genau  ein  solches. 

b.  Ist  %<ffi<fl!^<ji^  (Fig.  Vnib.),  80 
(fj,  r,)  lud  (fl%,  ]e^)  kein  w, 

c.  Ist  J^i  <C  «>^i  <C  (^'ig-  VIII  c),  so 
(l^y  9f)  und  (^,  %)  kein  w,  dagegen: 
(a%»      genau  ein  solches. 

2.  Fallen  in  Fig.  IX  a,  b.  c.  speziell  P,  nnd  mit  zusammen, 
so  folgt,  wenn  die  Tangenten  in  Pq  und  f^o 

a.  bt  %  <  1^  <     (Fig.  IXa.),  so  befindet  sich 
in  (Ti,  JCf)  kob  w,  In  (^,  m^)  Ein  w. 

b.  Ist  a-o  <  ri  <     (Fig.  IX  b.),  so 

in  (jCa,  Xt)  kein  tr,  in  (xq^  ^)  Ein  w. 

c.  Ist     <  av>  <  IXc),  so 

3.  Zwischen     und  i;»  liegt  höchstens  ein  w. 

4.  Liegen  in  Fig.  Vin  b.  und  j),  auf  der  convexen  Seite  von 
ÜT,  femer  zwischen  und  r«  2, 4  ...  Abscissen  to,  so  schneidet  |), f^t 
die  Corve  f  in  swei  Punkten  P^,  P„  so  dass: 

Ii  <«1  <«!t 

und 

le,  <  «V)  <  y„ 

wenn  die  Tangente  in  Pq  parallel  ist 

Fhidet  das  Eine  oder  Andere  nicbt  statt,  so  enthttlt 

(Ji,  JTs)  kein  w. 
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5.  Ib  flg.  X.  fast  nwi,  «eim  PP^F*  Tkagente  wi  KMf  waA 

"WUit  «ich  die  Tuigaite  auf  dem  Bogen  WW  you  9  üort,  ao  ^mmt 
oÜ  m  sowoU  wie  tf'  das  «t  fleidia^tlg  sa  oder  ab  und  imigekBlirt 

6.  In  Fig.  XI.,  wenn  PjPq'  vnd  P^Pq  (üe  Ciirve  K  berüiu^ 
nach  2.  a)  und  b) : 

flCi  <  tr  <  xo'  <     wenn      xj  sehr  klein, 

w  <  <  <  «1  »  «I— 9»  » 
Denn  sonftchst  folgt  ans  2.  a)  V  <  aodaan  aas  Fig.  Xn., 
wenn  V  ein  beliehiger  Punkt  Ton  9  unterhalb  der  Tangente  WT  ist, 
daaa  die  Berflhmngapmikte  Po'  der  von  jedem  zwischen  V  nnd  W 
gelegenen  Punkte  P^  au  K  gezogenen  Tangenten  auf  die  positive 
Seite  der  Ordinate  von  W  fallen,  also  auch  die  den  Punkten  )>i  des 
Curvenbogens  VW  entsprechenden  Punkte  P^',  Analoges  güt  fOr 
JK'  in  Fig.  XL 

7.  In  4.  ist  §  3 ,  Kriterium  I.  enÜialtaD.  Ana  2.  folgt  §  3.,  Kri- 
terium IL,  ana  2.  c.  §  3.,  Kritermm  III. 


§  7. 

I.  Im  Torigen  §  nnd  zwar  unter  6.  haben  wir  gesehen,  daas 
we«.       Kg.  XL  i-,  A4  «f  a  dem  P«ücte  j  ^,  j  rtjert. 

1^  p  I  stets  auf  die  entgegengesetzte  Seite  der  Ordinat«)  von  |  | 
fiült,  wenn  P^  eine  gewisse  Grenze  nherschrittea  hat,  und  daaa  zwischen 

9%  vnd  I  ]^  I       Abscisae  von  höchstens  einem  Durchschnitt  liegt 

Wir  wollen  im  Folgenden  .einen  Pnnkt  P  anehen,  der 
mit  Pi  (ähnlieh  wie  Pq',  Pq)  aeinfl^Lage  yerändernd  die- 
aelhen  Eigenschaften  besitzt 

Worauf  es  uns  dabei  ankommt,  ist  am  Schluss  der  Einleitung 
angedeutet.. 

Bewegt  sich  in  Fig.  XIII.  ein  Punkt  P,  auf  der  Geraden  8'? 
ausserhalb  A',  ist  stets  /g  parallel  Y'  y,  so  beschreiben  die  Durch- 
schnitte P  und  (r)  der  Tangenten  Pjio'  uud  J\Po  mit  P^P  einen 
K  in  W  berührenden  Ort  und  zwar  sind  W  Wendepunkte.  (Dies 
folgt  hauptsächlich  aus  §  4.,  II.  1.  b.,  Fig.  IV.).  Aus  der  näheren 
Betrachtung  dieses  Ortes  —  die  uns  hier  zu  weit  fahren  wQrde  — 
ergibt  sich: 
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Der  vertodcrlichc  Punkt  P  in  Fig.  XHI.  Int  die  beregten  Eigen- 
Bdiaften,  wenn  $t  eine  Gerade  €'8  ist  Er  Mtst  dieselbe  aber  udi 
wenn  P,  sich  auf  einer  beliebigen  convexen  dure  ft^  Fig.  XIL,  be- 
wegt; denn  ist  ein  Pankt  der  beliebigen  Sehne  FIT  imlerlialb 
WT  and  zwar  so  B^e  au  W,  dass  nach  Obigem  «>  so  ist  aacb 
cp  >  w  —  fj  sei  der  Durchschnitt  der  TangenteD  PiPa  und 
M>,  panOlel  r'F—  nach  §  4,  II,  1,  b. 

n.  Wir  lassen  hier  den  algebraischen  Beweis  für  den  Fall 
folgen,  dass  9  eine  Gerade  von  CS,  Fig.  Xm.,  ist: 

Die  CHeichuDg  Toa  JT  sei 

^2  scbliesse  mit  der  JT  Achse  den  ^  o  ein,  so  dass: 

tga  =  c .  -F'(w),   wo   e  ^  1. 
Die  AbscisteD  «j  nnd  V  wollen  wir  mit 

s  resp.  I 

beeeichnen.  Alsdann  ist  die  Oleichnog  yon 

(1)  2'^:y—t.F'{u>).x+t.it.F'(w)^f(w)^0 

Also: 

dder: 
wo 

(6)  «»(I)  -  («— tr)        -  F(0  +  F(w) 

Die  erste  Derivirte  ist: 

die  zweite: 

9"(0-«-tc)r''(0+#-'(#), 

also: 

(6)        9(«')-0,  9»-0  und  —  P"(w)  >  0. 

Ans  (6)  folgt:  Ist  <->^0  hinlänglich  Idein,  soist9(0>0b  da 


Digitized  by  Google 


Zeiehen  von  (m — w)  abo  nacb  (4)  gteidi  dem  von  P*it)—tF'{w} 
—  Zeichen  toh  — /''(ie)(c— 1)  und  weiter: 

Stimmt  unter  jener  Voraussetzung  das  Zeichen  von  {t — w)  mit 
dem  von  -\-F'(w)(c — 1)  tlbereiu,  so  sind  die  Vorzeichen  der  Diffe- 
renzen z — uf  and  t—to  entgegengesetzt,  w  liegt  also  zwischen 

(7)  »  nad 

Ferner  haben  wir  als  Gleichnng  von  J\F: 

(8)  if  -  F'iß) .  m+MF'ifO'-FiM)  —  0 
also  aas  (2)  and  (Ö) : 

oder: 

(9)  {x-tünF'iz)-F\t))  - 
WO  • 

(10)  ^(0  -  F'(z){z^v>)-F'{t){t-w)--{F{z)-Fit)), 
mithin: 

ai)  -  0. 

Die  Gleichnng  (10)  differentiirt  gibt: 

V(<)  =  F'(,)|  +  ^  (a-«,)-F'(0-r'(0«-«^)-F'(.)  ~ 

+  F'CO  =  F"(*)  i»-u>)~  F\t)  «~  «;). 
Darch  Differentürung  von  (4)  finden  wir: 

(a-«r)F"(0  +  (^'(0-«^V))^  - 


Also  für  /  =  ir  —  da  we^en  (4)  und  (6)  «  —  »  and  y'(tc)  —  Qiifc  — : 

dt 


mithin: 

(129  ^'(W  —  0. 

Ferner  ist: 

Vit)  -  ^'W<»-t.)  ^+  (f"(.)  1+       )#-(.)!)  ^-F"(i) 

-F"'(0(f~«»). 
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Durch  nochmalige  Differcutiiruug  obiger  Gleichimg  fUr  ^  ergibt  sich: 

dz 

also  für  <  »  (da  ^  =  0  and  nach  (4)  und  (6)  s  »  to  und  9>"Ct<') 
-  F"(w)  ist): 

folglich  fOr  diesen  Grenz&ll: 

(13)  ^  V)  ==  —  F"(w)  <  0. 

Aus  (11),  (12)  und  (13)  folgt:  Ist  ((—«0)  absolut  hinlftngUch  klein, 
so  ist  «KO  <  0,  also 

nach  (Ii)         das  Zeichen  von  (x  —  w)      =  Zeichen  v.  F'(0—-f''(«>, 
„   §4,11(3)«      „       „   r(i)^F\z)^  ^ 

(7)  n       n         n    «— «)  —       »     »  »— «, 

mithin  „      »       „  « — w        —      „  te — s(w.z.b.). 


I.  Wir  fiibren  mit  der  Lösung  der  uns  in  §  7,  I  gestellten  Auf- 
gabe fort.  Wenn  in  Fig.  XIV  a,  b  sich  auf  It  dem  Durchschnitt 
W  von  und  Ä'  nähert,  so  bleibt  von  einer  gewissen  Stelle  an  i*  auf 
der  entgs.  Seite  der  Ordinate  des  Punktes        (Siehe  §  7, 1). 

Ist  H  eine  sich  mit  ij  verändernde,  jedoch  stets  convoxe  und 
durch  P,  und  P'o(Pq)  gehende  Curvo,  so  hat  auch  P'  die  besagte 
Eigenschaft  von  P  (folgt  aus  §  5,  4.  4)   ,  Fig.  VII). 

Lauten  die  Gleichungen  von  K  und  $ti 

(1)  <  und 

'        jf  =  8(«) 

so  finden  w  ir  eine  rnrvo,  welche  för  jede  h\\u,o  von  ]\  durch  7\  und 
^''0(^0)  geht,  iu  dem  Ort  der  Berührungspunkte  der  von  P^  an  das 
System 

«.F(«)  («Tariabel)  ' 

gezogenen  Tangenten.  , 
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Sitbeh  ÜHtarmukungen  9btr  otgt^iscAe  Gleichungen.  g3 

Die  GMchniig  dessdben  ist  bestimmt  dvrcli 


und* 
also: 

oder: 

(2)  ,  8öä) 


n.  Ist  spedell  Fig.  XY, 

(1)  wo  A>0  mkl  r  eine  ganze  Zahl  (>  1)  bedeutet, 
80  ist        —  ^.  folglich  jener  Ort  I  (2): 

.  ,  


oder: 


'  d.  h.  eine  durch  O  und  Pj  fiohende  gleichseitige  Hyperbel 
mit  zu  den  Coordiuateiuuhseu  paraileleu  Asyinptoteu,  ML 
and  MNy  dargestellt  durch: 


(3) 


*  

Die  Katar  dieses  Ortes  «rhelh  auch  daraus,  dass  die  Abschnitte  der 
Tangenten  der  Gwrre  jr=siU'  «nf  der  X  Aebac  propordontl  den  AbtdMta 
der  Berfthmngspnnkte  sind,  die  in  Frage  stehende  Cnnre  aleo  der  Dnrdi- 
eehnitt  «weier  proportionelen  Stmlilenhfiediel  ist,  tod  denen  P,  den  einen 
Mitlelpnnkt  bildet  und  der  in  der  Bicbtnog  der  y  Achse  liegende  nnendlieh 
entfcmte  Funkt  der  Ebene  den  aadMi. 

Liegt  in  Fig.  XY.  I\  im  1.  Quadranten,  auf  der  convexen  Seite 

6* 
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von  A',  so  sind  O^P^  sowie  die  licrührungspuukte  Pq  und  P'o  der 
von  an  K  ^ezogonen  Tangenten  Punkte  eines  und  desselben  Zweiget 
der  gleichseitigen  üyperbeL 

Derselbe  kann  also  ala  eine  Gurre  H  (siebe  za  Anluig  det  |  8. 
Fig.  XIY.  a,  b)  betrachtet  werden,  wenn     besagte  Lage  bat 

III.  Wir  wiederholen,  oder  vielmehr  stellen  zusammen  für  den 
vorliegenden  speciellen  Fall  II  (I): 

Nfthert  sich  in  Fig.  XV.  auf  der  convezen  Seite  Ton  K  einem 
Cnrvenpunkt  W(  W)  Iftngs  der  beliebigen  convezen  Corvo  J(,  so  ist, 
wenn  PiPq,  i'i^^'ot  -f'A^'  Tangenten  von  f  bilden,  von  einer  ge- 
wissen Grenze  an: 

1)  Xq<^w  <:^Xx  resp.  a^i  •<  »'  <1 

ebenso: 

3)  In  die  Intervalle  (x^i)  bczügl.  (x^k'q)  mithin  auch  in  die 
kleineren  Intervalle  (xxj)  bezOgl.  {x^x')  kann  von  den  Abscissen  der 
Dorchschnitte  von  £  and  9  höchstens  eine  fallen. 

4)  Das  sich  auf  (x^x'q)  Beziehende  gilt  auch,  wenn  J\  im  4. 
Quadranten  liegt.  —  Welche  Verhältnisse  bis  zu- jener  Greuze  statt- 
finden, geht  aus  §  6.,  5  hervor. 

Auf  diese  Krieterien  in  Verbindong  mit  Art.  I,  §  2,  Auig.  I. 
basiren  wir  unsere  Methode  der  Trennung  der  reellen  Wurzeln  alge- 
braischer Gleichungen;  auf  |  6»  6.  verbanden  mit  S  An^.  IL  die 
AnnAhemng  an  dieselben. 

I.  Es  ist  von  Interesse  die  auf  geometrischem  Wege  erhaltenen 
Sfttze  1)  bis  4)  auch  algebraisch  abzuleiten. 

Die  Sätzo  3)  und  4)  ergeben  sich  leicht  durch  Betrachtang  des 
Yerlaofes  der  Fonction  ip(x)  —       — («w-f-^;,  Fig.  V. 

Die  einzige  Schwierigkeit  bietet  2)  dar,  weshalb  wir  den  alge- 
braischen Beweis  hier  folgen  lassen: 

Sind  in  Fig.  XIV.  a,  b  die  Gleichongen  der  eonvezen  Cnrvea 
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(3)  H  nach  §8,  I:  y  =  ^(«^y-^fp) 

—  wir  uchmen  an,  dass  (3)  eiuc  convoxe  Curve  darstellt  — ,  so  ist  dU 
Abscisse  von  P'  eine  Wurzel  von 

(4>  -"^^ -'Ä  -    ('x) + (»  -«•)  ^'  («i) 

In  Fig.  XY.  ist  speddl  "^^^     j^«  ^"o  dio  dortigen  «  and 
Wvneln  von 


oder: . 

Kit} 

Alio,  IXfl^i)  —  Aar/  gesetzt: 

Somit  ist,  wenn  wir  zur  Abkürzung 

f 


2r(r— 1)X 


(.>) 


* 


setzen,  iu  Fig.  XV.: 

Tl.  Wir  gehen  nun  zum  Beweis  der  Sätze  2)  in  §  Ö.  über  und 
beweisen  dass  in  besagter  Figur: 

1)  m'^tü<ix^  ist,  wenn  x,— 10  hinreichend  klein  genommen 
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86  Siebth  ünUrtuckun^  Mb»  Qigtibrai$A%  Gleidumgen, 

£s  ist 

also  X  reell  und  ^    je  nachdem : 


oder: 


d.  h.: 


10* — 2<p{x^).w-{-sci*  ^  0, 

(«i— io)««i— i-.2wr/(«i)  >  0. 

Wir  bezeichnen  diese  Function  mit 

flo  ist  also  «  ^  w,  wenn  bezOglich; 

(2)  V'(^i)>0. 
Non  ist 

/(»)  -  0; 

folglich: 

(3)  ^(ic)  =-  0, 

Ihirch  Differentürung  von  ^«i)  und  ffM  erhalten  wir: 

und 

!'/'(«;)  =.  F'(w)-$'{w)  >  0  (Vcrgl.  diö  Fig.); 

also: 

(4)  n>'(w)  =  —  2irf7'(tr)  <  0. 
Durch  nochmalige  Differentürung: 

V^'Vi)  =  (xi-n)«(r-l)(r-2)V-'^4-4(',-'^')(r-l)^,'-« 

+  '2x^'-^-2wr/'\x^) 

nnd 
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oder: 
Also 

(6)  -  •r(2«^2_2*'/'(«,))  ^  (u^+j^^^^  >  0 

da  8V)  >  0  nnda  >  0,  r  *  gz.  Zahl  >  1. 

Aus  (3),  (4)  und  (o)  folgt: 

Für  ein  dem  w  auf  der  pos.  Seite  hinreicheiui  benachbartes  X| 
ist  ^üx)  <  0,  alBO  nach  (2): 

X     w   (w.  z.  B.) 

Wir  beweisen 

2)  dass  itj  <  tp'  <  oe'  ist,  wenn  w' — xi  hinreichend  klein  genommen 
wird.  (Fig.  XV.). 

Es  ist 

wo 

9('.)--.+^;->-i. 

also  reelL 

ilst  9(sri)  >  ir',  SO  am  so  meiir  x'  >  w' 
„    „    <  <  »  «'  ^  «'S  je  nachdem: 

oder 

(2)  d.  h.  je  naehdem  ^«i)  ^  0  ist, 

wo  ^(«i)  die  obige  Function  1,  (1)  ist,  darin  vi'  statt  w  gesetzt  Also 
analog  wie  ad  1): 

tp(tr')  =  0,    ^\w')  >  0    und  >  0. 

Für  ein  to'  auf  der  negativen  Seite  benachbartes  us^  ist  somit  ^(»i)>0, 
also  nach  (1)  nnd  (2) 

fl/  >  w'  (w.  z.  B.) 


Digitized  by  Google 


Bei  dea  obigen  Beweisen  ad  1)  oud  2)  haben  wir  vorauBgeseUt: 

imd 

F'(«7')~8V)<o, 

d.  h.  geometrisdix 

dass  sich  die  Curvcn  K  und  St  schneiden,  nicht  be- 
rühren (wie  überhaupt  in  Bänuutlichen  Figuren). 

Wir  wollen  dies  bei  den  weitenn  üntenachnngen  im  Ange  l>e- 
ludten. 
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IV. 

Zam  Problem  des  dreifaeh  orthogoiuleii  Flächensystems. 

TItrtor  AitikaL  fftetatlnuff  vm  Bi.  96.  H.  XXm. 

Von 
B,  Hoppe. 


8*  Dfiiciissioii  der  allgemeinen  Bedingoiigrfl?leichiingr®n  für  das  ortbo- 
yoaale  Fliehensystem ,  welches  einem  ebenen  System  tob  QendeB 
■nd  paralleleB  Tri^ectorien  entspriolit« 

Die  In  Bede  Btehenden  Bediogimgeii  aind  in  S  6.  Sefte  258. 254. 
durch  die  61.  (73)  (74)  auagedrOckt  Jeder  Term  derselben  ist  das 
Prodoct  einer  FonctionlT  Yon  u  und  einer  FnnctioB  A  Ton  «,  wenn 
man  »  als  eonatant  bekrachtet,  so  dass  die  Gleichungen  die  Form  haben 

In  dieser  Form  dargestellt  lauten  sie: 

H+iI,ii  +  H^tii+II^7iJrkyi^+^A+f^^+^^0  (120) 

(121) 

und  zwar  ist 

-  \,*-^öÄ+2  öA^öic+a  SÄöi-^a;;-*«  ^^^^ 
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90       üoppt:  Zum  Problem  des  dreifach  orthogonalen  F/ächenJijfstem», 


A  ^  i/kA^—^^A^+nji^  (123) 

^   ,  0U.  cyl.,     dn  Bit 

« /8f|  cos  i + ^1  Bin  i 

A^  =•  o'8iUil  +  fi'8illOC08il  +  gj^/S'C08«+g^ 

^  

WO  zur  AbkOnang  gesetzt  ist 

Äi     gjj^— »/J'8m«+r|J'co««5     ^1  —        »«'  —  fi/?'C08«t 

Dass  /LI  mit  k  variirt,  also  ^  iiicbt  coustimt  null  ist,  ist  A^or- 

anssetzang  für  das  ebene  Linienqrstem.  Ferner  können  wir  jetzt  doa 
in  §  6.  behandelten  Fall  ausschliessen,  wo  k  ganze  Function  höchstens 
2.  Grades  von  h  ist.  Setzt  man  also  in  Gl.  (120)  für  u  vier  ver- 
schiedene Specialwerto,  so  ergeben  sich  für  A,  Ag^  A^^  A^  Ans- 
drucke  liaear  in  f»,  m  und  sc  Diese  mögen  sein: 
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Hoppe:  jCu%  I^ohUm  des  drei/ach  orthogonalen  Flächen^gstema.  ^1 


im 

Nach  deren  Eiosetzung  geht  die  Gleichung  über  iu 

H^A+Bh  +  Dk  +  [u^ + + B^h+C^  |V  A*)  f* 

,  (125) 

Bie  eingeftdirten  Coefficieuteu  sind  sämmtiich  Functionen  von  w  allein 
oder  constant. 

Die  weitere  Untersnchnng  teilt  sich  non,  je  nacbdem  sswischen 
f»,  fii  nnd  s  eine  lineare  Relation  besteht  oder  nicht  Wir  nehmen 
erst  das  letztere  an. 

9«         wo  «wischen     i$i  md  «r  ketne  lineare  Relation  besteht* 

Hier  kann  Gl.  (125)  nur  erfDllt  werden  dnrch 

H+A+Bh+C^^+m^=zQ  \ 


H^+A^+BJi+C^^+D,h  -  0 

H^+A^  +  B^h  +  C^,^^       =  0 

n^+A^+B^h+cJ^+DjtJo  i 


(126) 


Xach  I)eliuitiou  der  JI  ist 


ö/A     ^H,       clh  Bk 

hh  "  e/i     dh  dh^^ 


EUminirt  ma^  die  ff  mittelst  der  vorigen  Gleichongen,  so  kommt: 


WO 
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92      Eopptx  Zbi  BnMm  du  dMi^tk  ^rAogcmUn  FÜkheH^fMtemi. 


M  =  X>-^-  (A +^«)  A+(  A  ~  C^)  I'  (128) 

und  nach  AoflOsang  beider  Gleichungen,  wofern      nicht  nidl: 

* 21),     •       dh  2Di  / 

woraus  nach  Elimination  Ton  ki 


Da  2ten,  4tcii  Grades  ist,  so  ist  einer  der  3  Terschiedenen 
Factoren  doppelt  in  Jt^  enthalten.  Sei  aUo 


dann  wird 


oder 


folglich  steckt       wenn  es  nicht  null  ist,  als  Factor  iu  E.    Iii  beidt'ii 
Fällen  ist  k  ganze  Function  2.  Grades  gegen  die  Voraussetzung. 
bleibt  daher  nur  möglich 

D,  — 0 

Jetzt  erb&lt  man  durch  Elimination  von  k  zwischen  den  Gl  (127)  : 

Ist  nun  M  weder  null  noch  ein  Quadrat,  so  ist  es  Factor  von  A\ 
und,  damit  k  nicht  2tcn  Grades  sei,  niedern  als  2ten  Grades.  Sei 
also  iV'  ^  ML\  dann  wird  die  Gleichung: 

dMdL 

Ist  hier  m  der  Cocfticient  von  h  in  3f,  und  l  der  Coefficient  von 
in  Z«,  so  werden  die  Coefficienten  von  A^,     bzhw.  in  iV: 


Digilized  by  Google 


Boppe:  Zum  iVeUni  dta  dbmfaek  wrthogonaltn  Mtekuttyxlma,  ^ 

also  Im  ^  0,  and,  da  l  nicht  null  sein  darf,  m  »  0»  d.  L  constaut, 
k  ganze  Function  3.  Grades. 

Wäre  If  ^  Quadrat,  so  ergäbe  sich  nach  Eiiwetsang  in  (129) 
ao^eich,  dass  es  Factor  von  mitUn,  wtil  es  niedern  als  3.  Grades 
sein  moss,  constant  wftre.  OL  (190)  cAbe  dann  P=sO^  also  ^==0, 
wie  yorher.  Wir  haben  daher  nur  die  2  F&Ue:  entweder  ist  h  ganze 
Function  3.  Grades,  oder  Jf  —  0,  —  0,  P^Oond  Aber  h  nichts 
entschieden. 


(132) 


10.  Fall»  wo  h  ganse  Fmietton  8.  Grades  Ist» 


*  =  iro+  ir^h  +  jr,  2  4-  »r,  2  (131) 

dann  nehmen  die  Gl.  (126)  die  Form  an: 

Kliminirt  man  mittelst  dieser  Gleichungen  die  //  aus  den  Gl.  (122), 
so  geben  die  einzeln  verschwindenden  Cocilicicuten  der  verschiedenen 
Potenzen  von  A: 

Femer  ist  nach  I>efinition  der  H 

~ //3 3^     *'  +  £  (133) 

Nach  £insetzung  der  gefundenen  Werte  erhält  mau: 


Digitized  by  Google 


94      Hoppt:  Zum  BroUm  de$  dr^ack  wrAo^mkn  FUAmugtItmB, 

Die  Tabelle  der  Coeffici^ten  Iftsst  sich  nun  folgendemuuBBen  schreiben: 


wo 


(134) 


a 


(135) 


(136) 


zu  setzen  ist.  Führt  man  diese  Coofticientenwerte  in  die  4  Gl.  (132) 
ein,  eliminirt  mittelst  derselben  4  Glcichunfren  und  (131)  //,  H^, 
//g,  aus  der  ersten  Urgleichuug,  und  criüiit  diese  auabliüngig  von 
h,  so  kommt: 

Nach  EinfQhrang  dieser  Werte  geben  die  4  ersten  GL  (123): 

0  =  0 

M+8ß'aj^Ao+A^li+B^l-f^)+g^^  (137) 
iSiCOsi+TiSinil-f  ^  — »  0  (IdS) 

1^  +    8inA+ /S'sin«cosA4- /3'cosa+'^sf*~^s  -  0  (139) 

* 

Differentürt  man  Gl.  (138)  nach  1,  so  konunt: 

— 5i8inA+riCOsA+|^/J'co8«— Äjg^  —  0  (140) 

Diiforentürt  man  nochmals  nnd  addirt  die  primitiTe  Gleichung,  m 
findet  man: 

_a 
dl 


Nehmen  wir  die  zweite  Urgleichung  (121)  hinzu,  so  wird  deren  linke 
Seite  nach  Einführung  des  Wertes  (131)  von  A-  eine  ganze  Function 
4.  Grades  von  A,  deren  Coefticieutcn  einzeln  verschwinden  müssen. 
Die  4  ersten  ton  dies  von  selbst,  der  Coef&cient  von  gicbt: 
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Boppt:  Zum  Prohl0m  du  drtifach  wtkoffonaleH  FlSchenyystems,  95 

»  0  oder   ^  «*»  ^'cosct 

Das  lutegral  woUua  wir  schroibeu: 

(^-/008«a«  (Ul) 

Demgemäss  lassen  sich  die  Gl.  (139)  (140)  folgendermassen  aus- 
drücken: 

(|^)  +  Ä^fi— ^8+a'8inA-i-^'8in«C0Bis:=0  (142) 

^^^^^ 

wo  bei  l>iftVreutiati()ii  nach  tr  uiclit  X,  sondern  v  als  constant  zu  be- 
trachti'u  ist.  Die  DiitVrt  utiation  nach  k  kann  man  als  Diflerentiation 
nach  t'o  betrachten,  so  dass  sie  sich  unabhängig  von  ?/•  vollzieht. 
Addirt  mau  so  die  Gl.  (142)  zu  ihrer  zweiten  Ableitung,  so  erhält 
luan,  mit  Beachtung  des  Wertes  (135)  von  : 

und  nach  Integration: 

Hiervon  hat  das  yollBtftndige  Integral  die  Form: 

>5C08» 

J>ieB  in  (142)  eingeführt  giebt:- 

/y  ir36(sinftsing)  ,  /*V^i  ^(sina cosg) 

COSÖ  '  COStt 

wiüirettd  willkOrlich  bleibt  Dagegen  veriaagt  GL  (144)  die  Be- 
latlon: 


^  ^  »1+104  4-igftC08t>o +trg  sinpp  ^^^^ 


Gl  (143)  geht  jetzt  Uber  in 

oder,  bei  Anwendung  der  Werte  (135): 
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96      Hoppe:  Zum  /VMIsm  du  drnfoek  ortkogonaHm  FtkktmgtUm», 
und  giebt  nach  Integntion: 

oder  tiniiMdier: 

Mnltiplidrt  man  mit 

ond  inteiprirt,  so  kommt: 

Mnltiplicirt  man  statt  dessen  einzeln  mit  dcosA,  dsini  und  intsgrirt, 
so  erhfilt  man; 

a  —  <8i,+  (ir,  — iir4*)C08i  +  (3tr4Vifli— tc^XfiCOSil  — ^sinX) 

H-C08p/v,öc08v<) — sin^/oidsint^o  (147) 

au 

7  =  iTo  +  ("'i  ~  «  "'4^)  siu  A  +  (3m?4  y    — w^)  (/t  sin  A  +     cos  l) 
4-  ain  Qfv^dMvQ  -  j-cos  ^/t^  8  stni^o 

Diese  Werte  haben  noch  die  Gl.  (188)  zu  befriedigen,  deren  Ableitnng 
naeh  v  identisch  erfittU  ist  Es  geht  daher  nnr  eine  Bdation  swischeii 
Functionen  von  <o  her?or,  welche  laiitet: 


Endlich  bleibt  nodi  h  xa  bestimmen.  Zufolge  der  Werte  (184) 
(185)  redndrt  sich  die  lotste  OL  (139)  anf 

dir  •  ywg  '  2irj 

ond  giebt  integrirt: 

-Vish  -  «,+»4  (148) 

Hiermit  sind  alle  Grössen  bestimmt,  und  man  kann  leicht  daraus  die 
Lösung  zusammensetzen. 
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n.  FaJl,  wo  k  keine  Imbiselie  Fanetion  Ton  h  ist. 

Wenn  anter  der  Bedingung  von  §  9.  ü;  keine  knbiBehe  Function 
▼on  h  ist,  so  sind,  wie  sich  zeigte,  die  3  Ortasen  (128)  miftMia«g{g 
Ton  k  nnlly  daher 

-ii-B;  J,— C;  u48-2> 

Bi  — 0;        =  B^=  —  D^ 

<^  =  0;  C^=A 

und  man  hat  nach  (126)  nnd  (124): 

H+Bh+C  ^  +  i%  =  0 


A  ^B^^C^  +Dn 


(löO) 


Die  4te  Gleichung  enthält  k  nicht,  die  3  ersten  sind  identisch  nnd 
lassen  sich  durch  (133)  vertreten,  welche  lautet: 

Sie  hat,  gleichwie  (121),  die  Fomi: 

also  Ueibt  nach  Snbtraction  wiederum  die  gleiche  Form: 

^+dh*^^dh'^^  (152) 
Für  einen  Spedslwert  von  v  gehe  Q,  R  über  m  %^      dann  wird 

(168) 
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Dies  eingef&hrt  in  Ci&2)  fiobts 

Im  aUg^mdnen  ist  tramacendent}  dann  verlangt  die  ktete  Qlei- 
jchung: 

folglich  sind  Q  und  i2  onabliängig  von  v.  Ist  A:o  rational,  uo  ist  es 
im  aUgemeinea  Ton  der  Form  ond  X  linear,  also  h^L  gleich* 
falls.  Ausnahmen  sind  folgende: 

1)  Ist  ü;»  =  If*,  if  linear,  80  wild 

&  — wjir-f«^-f       10^  nicht  null, 

und  nach  Kinftthrnng  in  (152) 

folglich  M  Factor  von  i2,  ond  wenn  R  —  Pii; 

folglich  Af  anch  Factor  Yon  P,  ond  man  hat  wieder  die  61.  (IM). 

2)  Ist  R  linear,  so  wird  k  Function  2.  Chrades. 

3)  Ist  £  unabhängig  von  A,  so  wird  k  kubische  ganse  Function 
davon. 

öchlicsscu  wir  also  die  Fälle  aus,  wo  k  ganze  Function  höchstens 
3.  Grades  ist,  so  sind  stets  Q  und  R  unabhängig  von      also  auch 
und       sowie  deren  je  3  Coefficienten.  Man  hat  also: 


d\i  dfi  ^ 

\ 


(löö) 


wo  Q,  iZ,  etc.  beliebige  Functionen  von  10  beaeichnen,  und  zwar  gilt 
entweder  61.  (153),  oder  es  ist  —  nämlich  wenn  (121)  und  (151) 
ideatisoh  lind  — 

Q^B-n,   Q,  =  C;   C  1 

i«:  — z>i       Ä,  —  z?i}  Äg— ~  Dil  ) 
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Fuhrt  man  die  Werte  (160)  and  (155)  In  (128)  dn,  so  kommt: 
0  —  0 

^B+C^+C^it^^l)  (167) 

iS,  coa  1+  2\  sin  1  =  C+  C,ft + Z>,«                         '  (158) 

«'8iiiA+P'sinocoeA+g^+ /jS'coso  =  i>-(-Z),(»+I>,(»j  (lös») 
(JJ, -i>,)«  ^  -         A)»..  ^  +  (B-«.' -  «)  ^  -  0 

(J%+A)g^+(<Ji+Q)55-0 

|;-Ä,^^  +  |S'co8«  (160) 
{i>-Ä+(A-Ä|)f»-K^i-f/^)#*ilg^=0  (161) 
wonuu  nach  fUimination  von 

(Ä,— A)'t+^-«'~Q4-(Ci+Q,)ih  =0 

(Ä,+  D,)» + C-    +(Ci+  <2i)|»  =  0 

Nach  Voraassctzung  vou  §.  9.  lassen  sich  diese  beideu  Gleichungen 
uur  erfüllen  durch 

.Q  =  -ff— Q,  =  C;   Ct 

Äi-  A 

Bann  aber  bleibt  Ton  GL  (152)  mir  flbrig:  • 

A  — 1> 

Hiemach  gelten  die  61.  (156)  ohne  Einschränkung;  dies  hat  zunächst 
die  Folge,  daas  die  2  Bestimmungen  für  k  (121)  und  (151)  unter 
allen  Umständen  identisch  werden;  (151)  bildet  die  einzige  Bcstim- 
mnng.  Femer  sind  jetzt  von  den  9  ans  (123)  fliessendcu  Relationen 
die  erste,  5to,  6te,  7te  und  9tc  von  selbst  erfüllt,  so  dass  zur  Be- 
Bünunoug  von     ^,  »  aUein  (160)  (159)  (157)  (158)  ttbrig  bleiben. 


Doch  ineh  (157)  (158)  sind,  wenigstena- in  ihren  AUeitaageD 
identiadi.  IKfferentibt  man  nimüch  (158)  zweimal  nadi  1,  flo  kommt: 

7» 
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100    Boppe:  Zum  ^rMm  d$»  dnifytk  orihog^mUn  FUehat^f^nu, 
-Äl8illA+ 2VC08  A4- =  g^+D,^^ 

also  nach  Addition  der  primitiyen  Gleichung: 

Dasselbe  Resultat  erhält  man,  wenn  man  (157)  und  (159)  einmal 
nach  l  differentürt  und  die  Grösse  a'cosi — ^'sinasinA  elinmiirt 

Die  Gl.  (160)  (159)  (162),  welche  jetzt  A,  ^,  »  hestimmen,  sind 
bereits  in  §.  6.  als  GL  (85)  (88)  (90)  vorgekommen,  nnr  fehlten  in 
(90)  die  beiden  ersten  Tenne  der  rechten  Seite  von  (162). 
haben  sie  daselbst  nnr  fttr  den  Fall  «  —  0  inti|[rirL  Ein  anderer 
Fall  der  Int^grabilitftt,  den  wir  hier  betrachten  wotten,  ist  i)^  —  (X 
Die  Gleichungen  werden 

^  =  PeMu  (163) 
i>+i?ij»--«'sinA— iJ'sinacosA 

Verbindet  man  die  zweite  mit  ihrer  Ableitong 

[io  n)  =  A|^-«'co0A+|8'8inasinA 

so  eihftlt  man: 

(ef.^+'lij)  -       A  [|.+<g^]-(/»'ri..+<.')^  (1») 

Hier  gelten  zur  linken  überall  die  unabhängigen  Van'abeln  was 
die  runden  Klammem  anzeigen  sollen.  Zar  Vereinfadiang  sei 


f9| 


woraus: 


/J'8in«+»«'  -  — -  (a-Ä-tsin«)' 
^       '         cos«^  ' 
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Hoppti  Zum  ProUtm  du  dnifack  oHhogoiuät»  mAmtgtttmt,  101 
dann  giebt  Gl.  (163)  intcgrirt: 

*  =  «b+«V»  (166)  ' 

und  die  61.  (165)  (164)  geben  über  ia 

Enteie  gieU  integrirt: 

wovon  der  reelle  Teil: 

M  *  *  *        V     »icos«      öuii/o^     w^cow  5 

(168) 

Der  CoeMcient  von  i  ist  davon  fflr 

nor  die  Abieitong.  Dies  in  (167)  eingeführt  giebt: 

(ÄS 

und  nach  Integration  bei  conataatem  «: 
Mültiplicirt  man  mit 

md  integrirt  bei  oomrtantem     so  kommt: 

«  -  «I  {«^+«^»k+ K  (V  +  ^  (169) 
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102     Moppe:  Zum  Problem  den  dreifach  orthogonalen  FUehentgsImä. 

Multiplicirt  man  statt  dessen  mit  3 cos  (»o+ »^0)1  ösm(»o-|-tt?o)  und 
intogrirt  ebenso,  so  erhält  man: 


8  =  fl;,+(wi+tff4»i)008(f^+iro)— »4?!  8m(«^j+«(|) 

+C08  tco/t^  d  cos  V0  —  Bin  wq/v^  d  sin 

T=  ro+(ioi+W4»i)Bin(t)^,+iro)+W4^COB(üo4-»^ö) 
+sinM?o/ t;j8co8t'o4-c08ii^/»j88inüQ 


(170) 


(172) 


Die  hier  eingeflUurten  Fonctioiien  toii  d.  i.  <Sy)  nnd  2«  haben  jedoch 
noch  dar  GL  (157)  zn  genflgea,  welche  nach  Einsetsmig  der  Werte 
Yon  8  und  T  giebt: 

Die  Emaetzmig  derselben  Werte  in  (168)  liefert  noch  folgende  2  Glei- 
chungen, die  hier  dnrcb  Identifidning  der  Coefficienten  von  eos<^ 
und  flin«^  erhalten  werden,  Coefficienten  die  bei  Bednction  von  (162) 
«OB  (158)  eliminirt  worden  shid: 

^'+(2o-»t««)uy»'+iP4'  {cOBiroy^^*^*^ 

.  -Bm^^/^^'^'^-'^l-o 

tr^COS«  ) 

To'- (siniToy^^^^'^"^ 

Eliminirt  man  Tq«  10  erhftlt  man: 

1      8  /tg4^co8*tfo\  /*8(6ina8intg0) 
008«^  diql  \     «V     /«/  «'iCOSa 

_1  5_/rr/sin^\  /* 

^siniii^dwoX  /t/ 

.nnd  nach  Integration: 

{  P(    .  irAö(sin«C0BwJ  /^8(ainafC08tPo)^ 
*  8m«;o|y       +  008«  V      «PtCOB«  / 

(  /*/    .       W°«8inii?o)  /*8(3in«8inM:o)\ 

+C08«'o(y  \''+;^J—^  V       «PiCOS«  I 


*3(ainttC08ttHt) 
W1CO8« 
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Hoppe:  Zum  ProbUm  du  dreifach  orthogonalen  J'läehensyitemt,  XQS 

wmw  nach  der  ersten  Gl.  (172): 

Diese  Werte  mfissen  wiederum  der  GL  (171)  genflgen.  Nach  Ein- 
HOhnuig  erhält  man: 

-  (ainccoBiOft)^  j  Pf    .  t^A  8(ain«coBtgb)_  /*9^tt«coaM^) 
coe«     \J  v"*"«i/     CO««  »iCOB«  f 

(auMTSintgo)^  (  Pf      w A  3(8mtt Bmigp)         /*8(8ina8iim?o) ^ 
Cosa     \^  \      »1/      Cosa        ^^J      «'jiCOS«  ) 

Die  Functioiieii  h  und  h  Ton  (u,  weiden  bestimmt  dnrch  die 
GL  (149)  md  (151),  welche  3  Iiitegratioiiiwege  darhieteii,  die  all- 
gemein zum  Ziele  führen.  Zanftchst  gieht  GL  (149),  d.  L 


das  Integral 


*  -  •H-S^  (173) 


WO  eine  von  «  nnabhingige  SpedaUOeong  benldmet,  die  sich  als 
wiDkfliiiciie  Fondion  Ton  w  betrachten  läset,  indem  man  die  Gleichung 


0« 


dnrdi  einen  der  Coefficienten  erftU^  wo  ferner 

X  -  e^ti>.-x>.«r)a» .    ^ = j/i,^,a,p  (174) 

and  Ui  eine  willkürliche  Function  von  u  ist 

Hau  kann  nnn  entlieh  OL  (151)  nach  gewöhnUchein  Yerfidiren 
mifttelet  der  aimnltanen  Gleichungen 

 »_ 
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104     Hoppe:  Zum  PrMm  de*  Mfadt  orthogonalm  FtS^eiu^ftUmtl 

integrixen.  Benutzt  num  die  bereits  Tollzogeiie  Integration  der  ersten, 
und  beachtet^  dass  TermOge  (174) 


ist,  wo  «1  anftnglich  nnr  Constante  der  Integration,  bei  Anwendong 
der  Integrale  auf  die  partielle  Differentialgleichung  in  den  fttr  (173) 
gfiltigen  Wert  ttbeigelit,  so  erbslt  num: 


daa  ist  «ntwicinit: 


t  _  ?1±JH-J!j  ">+'<^»V  ,  ,1751 


WO 

und  «t       mite  willidlrliGhe  Function  von  u  ist 

Statt  dessen  kann  man  auch  gleicli  anfangs  auf  die  Unabhängigen 
u,  w  übergehen,  indem  man  Gl.  (161)  schreibt: 

g^j  «  Ä  -  «'  +  CA  -  Q  2  Ä)^' 
Um  h  zu  eliminiren,  setze  man  erst: 

und  Um  den  Ton  fti  unabliftngigcn       sich  unabhängig  von  h  auf 

beiden  Seiten  heben,  so  dass  nnr  bleibt: 

% 

Hierzu  haben  (r  die  3  linearen  Gleichungen  zu  erfüllen: 

F'^GD+BZ^'^C  }  (176) 
G'+D^G+FD^  =-  — 
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Boppt:  Zum  JVoftlm  de»  drmfaek  wrtkogonakn  JtteltiuyftaM.  iOo 

kt,  wie  oben, 


fl.  =  0;      Z».  =  ^ 

»o  hat  man  unmittelbar: 

und  die  Goeffideaten  eigeben  saccessive  die  Werte: 

Andernfalls  gelangt  man  dorch  die  neuo  Sabstitutlou 

{^M+ Nh+ P^^^k^ 

zu  derselben  Gloichuugsfonn,  deren  Auflösung  dann  =  ti^fXir)  ist. 
Setzen  wir  dcbiiaib  sogleich     =  w^j  dann  crgiebt  die  Einführung; 

iV'— Z>P -f  Z),Jf-0  >  (177) 

woraus: 

und  nadi  Integratioii: 

N*^%MF-\-c  (178) 

JBttmimrt  man  3f  und  P  zwischen  den  Gl.  (177),  so  erhält  man  eine 
lineare  Gleicbiiiig  3.  Ordnung  für  JV.  Da  es  sich  hiemach  nur  am 
Ermittelung  von  SpeciaUdsimgeii  handelt,  80  können  wir  o  —  0  setzen, 
und  Gl.  (178)  durch 

If  s=  vw^N'^      N  —  2vwjP  (179) 

erfüllen,  wo,  wie  oben  «  ~  gesetzt  ist  Dann  gehen  die  ersten 
beiden  GL  (177)  Aber  in 

N'      D     v'  D 


w 


-Z>t«rjv  (180) 


woraus: 

Betrachtet  man  hier  y  ab  wiDkttrfiche  Function  von  10,  nnd  erftUt 
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106    Bppp*:  Zum  BrMm  dtt  dittfmk  otHay Iw  ffädUiujFiNwt. 

die  CHeidmng  dnrch  D  oder  D^,  so  ergiebt  slcli  N  ans  (160),  und 
M,  P  tm  (179).  Diese  Spedalwerte  bunen  nch  veraUgemiBiiem, 
indem  man  GL  (181)  auf  Gnrnd  des  Spedalwerts  v  ToUstiiidig  inle- 
giirt  Hat  man  dann  8  LOsongen  N^^      N^^  so  &]gt  nicbt  nnr 

Ar  constaate  ü,  sondern  aneh 

ftr  Ckteffideiiten  IT,  welche  den  recbten  Seiten  von  (176)  entspreehen, 
*  da  die  linken  gans  mit  (177)  ttbereinstimmen,  nnd  luerais  E  nnd  O. 
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V. 

iseellea. 


1. 

Baurkung  za  4iem  Bewebe  dser  Mnanteii  Formel  fSr  den  InJult 
4e0  Mraeim  N.  Y.  fldt»  17.  im  Toilgtii  TeOa. 

Der  citirt«  I3ewei8  geht  wohl  am  einfachsten  mit  Hilfo  des  von 
WittBteia  ia  einer  Brochttro  Uber  da»  Prismatoid  gebrauchten 
Satzes: 

,»Der  Lihalt  ebies  Tetraeders  ist  flßeich  dem  doppeltea  mittleren 
Qoendmitt  D,  moltipIiGirt  mit  ^  des  Abstandes  h  der  diesem  Qoer- 
schnitt  parallelen  Gegenkanten;  also  Q  —  %h.D.^  Nnn  ist  2>  (als 

a  h 

Parallelogramm)  =|-g.Biaa  daher: 

-ysin«. 

Stuttgart  den  9.  Män  1$74.  Frof.  OelschUger. 


2. 

BewelB  desseDlMB  flalMee 

T)afi  Tetraeder  heisse  A' ABC.  Sein  Inhalt  ist  der  dritte  Teil 
des  Prismas  ABC A' B' C\  welches  man  erhält,  indem  man  die  rvsoito^ 
Grundfläche  durch  A'  parallel  yl/?Clegt;  und  dieses  Prismas  ist  wieder 
die  Hälfte  des  Parallelepipeds,  welches  entsteht,  wenn  mau  durch  AA! 
und  BB'  die  Ebenen  parallel  zu  BCB'C  und  AA'  CC  construirt. 
Der  Inhalt  dieses  Parallelepipeds  ist  das  Product  aus  der  Fläche 
BCB'C  mit  der  fintfermmg  dieaer  .  Ebene  von  der  Kante  AA!* 
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selbst  and  fügt  am  Schlüsse  einen  Beweis  von  Klein  hinzn,  der  an 
Kürze  und  Eleganz  nichts  m  wünschen  übrig  lässt  Doch  jener  Er- 
folg ist  erklärtermassen  nicht  die  Hauptsache.  Es  bandet  sich  viel- 
mehr  um  die  Frage:  Ist  die  Schiassweise,  welche  an  dem  vorliegen- 
den Beispiel  vorgeführt  werden  soll,  richtig?  Wae  das  Wesen  der- 
selben sei,  findet  sich  nicht  ausgesprochen;  die  vorkommenden  Schlüsse, 
soweit  sie  eigentümlich  sind,  sind  unrichtig  und  haltlos.  Der  Ver- 
fasser selbst  zweifelt,  wie  er  sagt,  an  ihrer  Bündigkeit,  ohne  sie  doch 
zu  verworfen.  Der  Zweifel  aber  allein  ist  hier  schon  entscheidend; 
was  einen  Zweifel  zolftsst,  ist  eben  nicht  evident  . 

Es  wSre  mm  nicht  sa  ventehen,  was  den  Yer&SBer  bewogen 
mute,  im  Besits  einer  ganz  difiubeii  Dednction  diesen  ftnssenl  eem^ 
plicirtenWeg  sn  wfthlen,  wenn  er  nicht  einen  allgcmeiaeni  Gesichls- 
pnnkt  verfolgt  hätte.  Dieser  giebt  sich  schon  wiederholt  in  N.  Y. 
dadurch  zn  erkennen,  dass  gewisse  vorgäugige  Limitationen  der  Ge- 
suchten, welche  den  Schlflssen  eine  Basis  gegeben  haben  wür- 
den, darin  beharriich  verschmäht  werden;  offener  tritt  er  sn  Tage  in 
der  Abhandlung  N.  TL  Uber  das  Hanber'sche  Frindp;  was  aber 
besonders  die  Aufinerksamkeit  darauf  lenkt,  ist  eine  Verwandtschaft 
der  Richtung  mit  derjenigen,  welcher  Oberhaupt  in  neuster  Zeit  yon 
mehreren  Seiten  zugestrebt  wird,  und  die  sich  auch  in  den  Bearbei- 
tungen der  Theorie  eines  Raumes  von  n  Dimensionen,  von  Betti, 
Lie  u.  A.  kund  giebt;  dehn  auch  hier  whid  die  aUgemeinsle  Limi- 
fation,  die  Yoraussetzuag,  dass  eine  bestimmte  nte  Manaidiidtigkeit 
eine  lineare  ist,  worauf  doch  alle  Bestimmungen  bastren,  beharrlich 
verschwiegen. '  Während  letztere  die  Unabhängigkeit  der  Baumtheorie- 
von  den  er&hrungpmässig  gewonnenen  räumlichen  Anschauungen  dar- 
zustellen suchen,  dabei  aber  noch  stets  innerhalb  des  Gebiets  der 
mathematischen  Begriffe  bleiben,  überschreitet  Gttnther  diese  Grenze, 
indem  er  ein  von  den  mathematischen  Otjecten  unabhängiges,  «llge- 
meineres  und  auf  die  Kathematik  anwendbares  SddussvermAgen  a^- 
sncht,  zu  diesem  Zwecke  jedoch  vorläufig  nur  einige  Beispiele  der 
Existenz  aufweisen  will.  Die  an  eine  solche  Idee  geknflpften  Hoff- 
nungen beruhen  auf  dem  aus  dem  Altertum  vererbten,  bis  heute  nidit 
überwundenen  Irrtum ,  dass  der  Grund  der  mathematischen  Evidenz 
in  der  Form  Hege.  Viellciclit  wird  die  neue  Anregung  in  den  vor- 
liegenden Arbeiten  die  Aufklftrung  beschleunigen  helfen,  weshalb  ich 
der  Verfolgung  des  aussichtslosen  Zieles  allen  gewünschten  Spielraum 
gewähren  wollte.  Es  hat  bisher  den  herrschenden  Tendenzen  der 
Philosophie  zu  sehr  widerstrebt,  die  eigentlich  sehr  nahe  liegende 
Quelle  der  mathematischen  Evidenz  näher  anzusehen.  Zn  verfehlen 
ist  sie  nicht,  wenn  man  sich  cntscbliesst,  gewisse  Vorurteile  aufini- 
geben.  Unausweichliche  Schlosse  kOnnen  wir  ziehen,  soweit  wir  den 
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gesammtea  mO^ichen  nntenchiedlichen  Inhalt  anserer  Begriffe  in 
Gedankeil  za  dareUanfen  vermögen;  denn  allem  dadurch  sind  wir  im 
Stande,  ansscliliessende  Gegensätze  positiven  Inhalts  zu  bilden.  Diese 
Bedingung  erfQUen  die  Begriffe  der  Grösse,  des  Raumes  und  der 
Zeit,  aber  nicht  der  Begriff  der  Qualität,  welcher  für  unbegrenzt 
vieles  unbekannte  offen  bleibt.  In  den  Objecten  der  Mathematik 
liegt  also  der  Grund  ihrer  zwingenden  Evidenz.  Lässt  man  die  Ob- 
jecte  unbestimmt,  oder  gestattet  man  ihnen  auf  unbekannte  Weise  zu 
variiren,  so  hört  die  Evidenz  auf,  wenn  gleicli  die  Zustimmung  dann, 
eben  weil  die  Mündlichkeit  des  Andersseins  der  Einsicht  entzogen  ist, 
nur  um  so  bereitwilliger  erteilt  zu  werden  pflegt,  Nur  im  Gebrauch 
des  positiv  Gedachten,  nicht  des  durch  Bedingungen  negativ  Um- 
grenzten giebt  es  ein  exactes  Schlussvermögen.  Meiner  Behauptung 
steht  die  gcsammte  pädagogische  Erfahrung  zur  Seite;  denn  kein 
Schüler  lernt  anders  als  an  mathematischen  Objecten  mathematische 
Schlüsse  mit  zwingender  Evidenz  machen.  Die  Entscheidung  ist  Sache 
der  Gegner,  da  sie  bloss  ein  Beispiel  des  Gegenteils  anzuführen  brau- 
chen. Von  denjenigen  Beispielen,  welche  Günther  vorführt,  räumt 
er  selbst  ein,  dass  sie  den  Erfolg  nicht  dartun.  Auch  den  Fehlgriff 
Hauber 's,  dass  er  das  mathematische  Urteil  als  Priidicirung  be- 
trachtet, was  doch  im  wesentlichsten  Falle,  bei  der  Grösseurelatiou, 
offenbar  nicht  zutrifft,  erkennt  er  insofern  an,  als  er  den  H au b er- 
sehen Satz  für  verbesserungsbedürftig  erklärt  und  auf  die  Grössen- 
relation  hinüberzukiten  sucht.  Dies  bestätigt  nur,  dass  die  strenge 
Gültigkeit  erst  mit  der  Bezugnahme  auf  mathematische  Objecte  beginnt. 
Mag  man  also  die  Chimäre  solange  verfolgen  als  mau  will  nur  ist 
zu  wünschen,  dass  man  auch  einen  Blick  frei  behält  für  diejenigen 
Beobachtungen,  welche  mit  der  lange  gehegten,  und  doch  durch  nichts 
bewährten  Ansicht  von  der  formellen  Natur  der  Beweiskraft  nicht 
stimmen.  R.  Hoppe. 


4 

BenerkODg  zu  N.  XXX.  3.  im  vorigen  Teile. 

In  meiner  Bemerkung  zu  Herrn  Ligowski's  Kreisberechuungs- 
formel  befindet  sich  ein  kleiner  Fehler.  Auf  das  Resultat  der  Rech- 
noBg  bftt  aber  dieflea  Versehen  keinen  Einflnss.  £&  steht  nämlich  dort 

Statt  der  richtigen  Fonnel 
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wo  die  Grenzen  der  rechten  Seiten  in  beiden  Formeln  (fttr  m  »  od) 
dieselben  sind.  loh  bemerke  noch,  dass  die  Formel 
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darstellt',  die  Herr  Ludwig  Seidel  im  75.  Bande  des  Crelle'schen 
Journals  S.  273  gegeben  hat.  Nach  dessen  Bemerkung  ist  die  Con- 
vergenz  dieses  Productes  fttr  n  ohne  VeiigleiGh  rascher  als  die  des 
bekannten  Wallis'schen  Prodnctes. 

Warschau,  den  81.  Juli  1874.  S.  Dickstein. 
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Litteranscher  Bericht 

ccxxv. 


Geaciucbte  der  Mathema4ik  und  Phyaik. 

Balletfaio  di  Mbliografia  e  di  Btoria  deUe  Bdenze  imtematiehfl  e 
fiaiehe.  Pabblicato  da  B.  BoncompagnL  Tomo  TL  Indid  degli 
arÜcoU  e  dd  nomi.  1878.  —  Tomo  YII.  1874.  Borna.  Tipografia 
deüe  fldenze  matematiche  e  fisiche. 

Das  Febrnarheft  beendigt  die  Abhandlang  von  Quercia  Uber 
Rankine's  Leben  und  wissenschaftliche  Arbeiten.  £s  folgt  ein 
Publication8?erzeichniss.  —  Das  Märzheft  enthält  Nachrichten  über 
einige  ältere  Mathematiker  in  den  Niederlanden,  weldie  die  Quadratur 
des  Kreises  gesucht  haben,  von  D.  Bierens  de  Haan.  Dann  einen 
Brief  von  Engine  Cataian,  Professor  an  der  Uniyersität  Lüttich, 
an  D.  B.  Boncompagni  über  eine  Inschrift  auf  dem  Grabe  Ln- 
dolf's  Van  Genien.  —  Das  Aprilhoft  enthält  einen  Aufsatz  von 
Th.  H.  Martin  über  des  Proklus  Diadochus  Commentar  zum  1.  Buch 
von  Eoklid's  Elementen,  bearbeitet  von  G.  Friedlein.  Leipzig  1873. 
Tenlmer.  Dann  fernere  Nachriditen  Aber  denselben  Ton  B.  Bon- 
'  compagni.  Dann  nene  Publicationen. 


KacbtarftgUch  tarn  Angnstheft  des  6.  Bandes  (litt  Ber.  CCXXHL) : 

Durch  die  Güte  des  Herrn  M.  Curtzc  erhalte  ich  nachsteheudu 
Verbesscrnngcn  einiger  kleinen  Lese-  und  Druckfehler,  weh-ho  sich 
in  meiner  Abhandlung  ,^o  eviluppo  storico  dellu  teoria  dei  poligoni 
stellati  neir  antichitä  e  uel  medio  evo'^  eingeschlichen  haben.  Es 
sind  die  folgenden: 

T«il  LVn.  H«ft  1.  1 
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1)  S.  332.  S.  22  80U  66  heiBSen  IN  Elementa  etc. 

2)  S.  333.  S.  14  „         n     Duc  per  precedenlam  cf.  eqnidi- 

Btantem  ba 

3)  S.  333.  Z.  15   „  „      „      per  secnndam  29»«  concludes  pri- 

mum  et  deinde  per  haue  et  13^ 
argne  secnndam. 

4)  S.  333.  Z.  19  »  n      n      penthagonus  et  nirsus  breviter  quo- 

ins  est  numerns  angalomm. 

5)  S.  333.  Z.  21   „  ^      „      quovis  ejas  anguloram. 

6)  S.  334.  Z.   1        „      „      omncs  anguli. 

7)  S.  334.  Z.   7  n   9»      n      duplicatus  et  (dies  scheinbar  durch- 

strichen) sed  et  per  13**°  augoU 
omnes. 

8)  S.  334.  Z.   8       n      II      äquales  sunt. 

9)  S.  334.  Z.  10  „  „      „      duo,  ebenso  S.  333,  Z.  14  und  16. 

10)  S.  334.  Z.  11    „   „      „  duobus. 

11)  S.  333.  Z.  14  ist  cujus  doppelt  gelesen. 

Durch  einen  Druckfehler  heisst  es,  die  Abweichung  beginne  in 
Buch  2|  w&hrend-ea  3  heissen  soll. 


Die  in  der  Abhandlung  „Aber  sphärische  Curven''  gegcbw 
Uebertragnng  gewisser  planimetrischer  Sätze  auf  die  Kugelfläche 
findet  sich  bereits  in  Hesse'a  Ranmgeometrie,  jedoch  in  einer 
wesentlich  anderen  Darstellung. 

8.  Gunther. 


Geschichtliche  Notizen  über  das  Dirichletsche  Kugel-  und  £Ui- 
psoid-Problem.  Von  C.  A.  Bjorknos.  Aus  den  Nachrichten  v.  d. 
KgL  Gee.  d.  Wiasensdi.  o.  d.  G.  A.  Univ.  zu  Göttingen.  187a  No.  17. 

Das  hier  bezeichnete  Problem  betrifft  die  Bewegung  einer  Kugel, 
bzhw.  eines  Ellipsoids  in  einer  unelastischen  und  unbegrenzten  Flüs- 
sigkeit, ist  im  Jahr  1852  in  Bezug  auf  beide  Körper  von  Dirichlet  * 
gelöst,  wiewül  die  Lösung  nur  in  Betreff  der  Kugel  publicirt  worden. 
Sie  geht  von  der  Bewegung  der  Flüssigkeit  bei  ruhendem  Körper  aus. 
Nach  seinen  Andeutungen  hat  1854  Clebsch  eine  Lösung  für  das 
Ellipsoid  gefunden,  welche  direct  die  Bewegung  des  Körpers  ermittelt, 
und  1856  in  Crelle's  Journal  erschien.  Auf  dem  ursprünglichen 
Wege  löste  auch  Schering  nach  Andeutungen  das  Problem,  und 
machte  dem  Verfasser  davon  Mitteilung,  welcher  hier  dessen  Lösung 
zum  erstenmal  an  die  Oeffentlichkeit  bringt.  Diese  Notizen  schickt 
der  Terfasser  eigenen  Untersuchungen  voraus,  welche  Verallgemei- 
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nfinmg  des  ProUems  zun  Gogenstaiid  haben,  ond  in  den  GAtttnger 
Nadaiehten  187a  a448.  und  S.829.  und  1874.  a  a8&  sa  finden  sind. 

H. 


Lehrbücher,  Sammlungen  und.  Tabellen. 

Lehrbuch  der  dementeren  Geometrie  für  den  Schalgebraach 
beaibeitet  Ton  Carl  Kieaeritsky,  Oberlehrer  an  der  St  Annen- 
achnle  sn  St  Petersbarg.  Zwdter  Band:  Storeometrie.  Mit  142 
Hohsachiütten.  St  Petersbnrg  1874  Aagnst  Deabner.  75  S. 

Der  erste  Band  ist  im  223.  litterarischeu  Bericht  ,  Seite  28.  be- 
sprochen. Der  vorliegende  zweite  handelt  von  der  Lage  der  Graden 
gegen  Ebenen  und  gegen  einandnr,  von  der  Lage  der  Ebenen  gegen 
Ebenen,  von  den  Ecken,  von  der  Kugel,  von  den  Polyedern,  von  der 
Berechnung  der  Körper.  Er  zeichnet  sich  durch  dieselbe  Ktlrzc  des 
Ausdrucks  und  der  Deductionen  aus,  die  jedoch  hier  sehr  wol  au 
ihrer  Stelle  und  nicht  durch  Mangel  an  Bestimmtheit  erkauft  ist. 
Im  Gegenteil  betätigt  er  eine  grosse  Sicherheit  und  ist  mit  buson- 
derm  Fleiss  dazu  bearbeitet  in  keinem  Stücke  mehr  oder  weniger, 
als  zur  Bündigkeit  notwendig  ist,  zu  sagen.  Zu  rügen  ist  indes  die 
falsche  und  ohne  alle  Erklärung  gelassene  Behauptung,  der  ( ylinder 
sei  ein  Prisma,  der  Kegel  eine  Pyramide  von  unendlich  vielen  Seiten ; 
ausserdem  das  wiederkehrende  und  daher  wol  nicht  als  Drude  fehler 
aiizusebende  monströse  Wort  „Parallelopiped^.  Ii. 

Sammlang  von  Anijsaben  ans  der  Algebra  nnd  niederen  Analyals. 
Ton  Prof.  Br.  0.  Hermes.  Berlin  1874.  ICax  Winckelmann.  184  S. 

Diese  Sammlung  ist  für  den  Unten'icht  an  der  vereinigten  Ar- 
tillerie- und  Ingenieurschule  in  Berlin  bearbeitet  und  schliesst  sich 
dem  für  den  Gebrauch  bei  den  Vorträgen  au  dieser  Anstalt  bestimm- 
ten „Lehrbucli  der  Arithmetik  von  Aschenborn"  an.  Wenn  der 
Verfasser  hinzufügt,  dass  sie  auch  für  den  Unterricht  in  den  obem 
Classen  eines  Gyaiuasiums  oder  einer  Realschule  zu  verwerten  sei, 
so  ist  freilich  unbestritten,  dass  sich  viele  Aufgaben  daraus  entnehmen 
lassen-,  die  gesammte  Abfassung  entspricht  jedoch  augenscheinlich 
nicht  diesem  Zwecke.  Vielmehr  ist  der  genannte  Anschluss  in  dem 
engen  Sinne  zu  nehmen,  dass  das  Verständniss  der  Zeichen  und  Aus- 
drücke, die  Fähigkeit  die  Aufgaben  zu  lösen  ganz  durch  die  be- 
stimmte Art  und  Weise  des  Vortrags  bedingt  ist,  und  diese  weicht 
in  der  Tat  doch  zu  sehr  von  der  iur  die  Gymnasialbilduug  geeigneten 
ab.   Die  Aofgaben  sind  reine  Beispiele  fertig  erlernter  Operationen, 
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Hiebt  danaf  beraduiet,  das  HididenkBo  des  Sdiikn  in  An^nicli 
zu  nehmen,  md  dorch  matbodiselw  Anovdnnng  mit  snooeiiifflm  Aitf- 
Bteigen  vom  LeiditenL  snm  Schwerem  Fortschritte  in  der  AufiasBong 
bd  der  Uebuiig  selbst  sn  erzielen.  Di^enigen,  welche  zn  den 
mancherlei  DisdidineQ  der  sogenannten  niedem  Analysis  gehören, 
sind  meist  zn  schwierig,  als  da»  ein  Schfller  die  Lösung  finden 
könnte;  es  lAsst  sich  nnr  yoranssetzen,  dass  im  Vortrag  die  Lösong 
allgem^  gezeigt  ist,  nnd  hier  am  Beikel  nachgeahmt  werden  aoU. 
Ein  solches  Verfahren  mag  den  meisten  Praktikoni  genttgend  schei- 
nen; zum  Zweck  wissenschafUicher  Anshildnng  sind  jene  vielen  Zweige  . 
aus  einheitlichen  Brincipien  abzuleiten,  und  dann  lassen  sich  die 
üebungsaufgaben  so  stellen,  dass  jede  durch  eigenes  Nachdenken 
lösbar  ist  —  Am  Scblosa  sind  die  Besnltate  aller  An^g^hen  aof- 
geführt  H. 


Tafel  vierstelliger  Logarithmen.  Bearbeitet  von  Dr.  C.  Bremi- 
ker.   Berlin  1674.,  Weidmann.  60  S. 

Das  Bnch  enthftlt  die  Logarithmen  der  Zahlen  bia  2000»  die  Lo- 
garithmen der  Sinns  nnd  Tangenten  kleiner  Bogen,  die  Logarithmen 
der  4  trigonometrischen  Functionen,  und  zwar  bis  8  Orad  durch  die 
Hnndertelgrad,  von  da  durch  die  2^hntcl,  dann  die  Bedndion  der 
Grade  auf  Tagesteile,  die  Logarithmen  der  Summen  und  Differenzen, 
die  Snbtractiouslogarithmen,  die  Sinns  und  Tangenten,  die  Quadrate 
der  Zahlen,  die  ijitiloganthmen,  schüesslich  einige  Constantenwerte 
nebst  ihren  6-  bis  8 stelligen  Logarithmen,  unter  denen  die  Schwer- 
kraft nicht  hätte  fehlen  sollen.  Die  Zeilenordnnng  ist  wie  in  den 
übrigen  Tafoln  von  Bremikcr  (s.  d.  217.  litt  Ber.  S.  4).  Dio 
Hauptanwendnng  ^ierstelUger  Logarithmen  schreibt  der  Ver&sser  der 
Feldmessung  an.  H. 


Arithmetik,  Algebra  und  reme  Analyais. 

Neue  Studien  über  dio  Integration  linearer  Differential-Gleichun- 
gen. Von  Simon  Spitzer.  Wien  1874  Carl  Gerold's  Sohn.  142  S. 

Die  voiUogende  Schrift  bQdet  die  Fortsetzung  der  üi  den  Jahren 
1S60,  1861,  1862  YorOffentlichten  „Stadien  über  die  Integration 
linearer  Düferentialgleichnngen^,  und  giebt  üi  geordneter  Znsanunen- 
stellung  die  snm  grOssten  Teil  ans  Grunert's  Archiv  nnd  Schlö» 
milch's  Zeitschrift  bereits  bekannten  üsmeren  Arb^ten  des  Ter- 
iassers  in  dem  gleichen  Gebiete  wfthrend  deriolgeiden  12  Jahre, 
lüt  der  ZusammensteDnng  ist  er,  wie  sieh  wol  annehmen  Ilsst,  einem 
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■Mifidiaa  Wnnsehe  der  Leter  entgegengekommeiL  Alle  jene  Ar- 
tMitan  tfnd  Tefle  der  Untmiehiiiig  etnes  Themas,  der  Integiitiim 
der  Gleidiaugeu  von  der  Fonii 

und  bilden  nnn  zusammen  ein  Buch,  welches  Studirenden  Gelegenheit 
bietet  Methoden  der  Integration  an  Beispielen  kennen  zu  lernen  und 
durch  Fortsetzung  der  Untersuchung,  die  keineswegs  immer  ihren 
AbBchliiss  erreicht,  an  denselben  Beispielen  weiter  zu  flben.  Hierzu 
eignet  es  sich  durch  die  Leichtfasslichkeit  der  Darstellung  und  die 
tut  ^teiehmfissige  Inanspruchnahme  der  Kräfte  und  Kenntnisse,  ido 
sie  AnAngem  wol  besonden  susagen  wird.  Mit  dem  Titel  „Studien** 
ist  lutreffand  ansgesproehen,  dass  der  Yerftsser  sieh  die  freie  Wahl 
voibehilt,  wie  weit  er  Jede  Untersuchung  führen  wOL  Im  allgemdnen 
sind  swar  die  Losungen  (sow^  es  sieb  nicht  um  blosse  Beductionen 
oder  Abhängigkeiten  der  Gleichungen  handelt)  vollständig.  Um  die 
BedMtung  der  Beeultate  hingegen,  ihre  Identität  oder  Unabhängig- 
keit, bekftmmert  sieh  cBe  Schrift  nicht  Dies  konnte  sie  In  der  Tat 
dem  Leser  flberlasseiL  Anders  aber  verhält  es  sich  s.  B.  bei  der 
Integfatleii  der  Oldchung  (185)  a  lOa,  welche  mit  einer  LQsung 
sddiesst,  die  nur  gilt,  wenn  2  Constanten  B  positiv  ans&llen. 
Kachdem  (bald  nach  dem  Ersehenen  des  Auftatees  in  SehlOmilch's 
Zettsdirift  Bd.  &  8  128.)  in  Bd.  9.  S.  56.  gezeigt  war,  dass  durch 
Beafbtnng  eines  Umstandes  die  vollständige  Losung,  nicht  nur  ftr 
Jedes  A  und  sondern  andi  mit  dem  zweiten  Integral  unter  gldcher 
Fürm,  sich  ohne  Abänderung  der  Methode  herbeüttbren  lässt,  so  war 
es  dodi  wol  nicht  angemessen,  hier  noch  einmal  die  unvollständige 
Losung  SU  bringen.  Umgekehrt  wird  bei  Behandlang  der  ersten 
Gleidning  die  Losung  ab  spedeller  Fall  bezeichnet,  während  doch 
an  Allgemdnhelt  nichts  fehlt  Die  Frage  daraber  wird  gar  nicht 
untersucht  Die  Hauptejuteilmig  des  Buches  geschieht  nach  denUe* 
thodeo,  an  welche  sich  das  Ganze  im  besten  Zusammenhange  an- 
sehUeBst  H. 


Mechanik. 

Terallgemeinerttng  des  Problems  von  dem  ruhenden  EUipsoid  in 
efaier  bewegteUi  unendlichen  Flttsslgkeit  Von  0.  A.  BJerknes. 
GOtdnger  Kadirichten  1873.  S.  448--460. 

Verallgemeinerung  des  Problems  von  den  Bewcguugen,  welche  » 
in  einer  ruhenden,  unelastischen  Flüssigkeit  die  Bewegung  eines  £Ui- 
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paoidB  heiTori»iiigt  Von  G.  A.  Bjerknes.  Oöttioger  Nachrichtea 
1873.  &  829—867.  und  1874.  B.  285—818. 

Die  Yeraligemeinerimg  besteht  in  der  Aasdehnung  der  bereits 
bekannten  Rechnung  von  3  auf  beliebig  viele  Dimensionen,  abwärts 
bis  2.  Eine  solche  gestattet  in  der  Tat  die  Dirichlet'sche  Lösung 
ohne  wesentliche  Abänderung.  Der  Deductionsgang  ist  der  Dirich- 
let'sche,  mit  der  Vermitteluug  des  Problems,  wie  es  die  Folge  der 
überschriebeneii  Aufsätze  anzeigt.  Die  Axen  des  Ellipsoids  werden 
als  veränderlich  betrachtet,  und  am  Schluss  Anwendung  gemacht  auf 
die  F&Ue  couatanten  Volums  und  coostanton  Axeuverhältuisses. 

H. 


Physik. 

Compendinm  der  P^xporimental-Physik  nach  Jamin's  Petit  Trait6 
de  Physiqae  deutsch  bearbeitet  yob  Dr.  G.  Ii  eck  nage  1,  Professor 
für  Physik  u.  tochn.  Mechanik,  Roctor  der  königl.  Industrieschule  in 
Kaiserslautern.  IL  Abtheilung:  Lehre  Ton  der  W&rme.  Mit  Vietoa 
Abbildoiigeii  in  Holzschnitt.  Stattgart  1874.  Meyer  n.  Zeller. 

Die  erste  Abteilung  des  Werkes,  (Mithaltend  die  Mechanik,  ist 
im  222.  litt.  Ber.  besprochen.  Die  zweite  zeigt  einen  merklich  ver- 
schiedenen Charakter.  Während  jene  ausschliesslich  für  die  Schule 
bestimmt  schien,  und,  ohne  eine  eigentliche  Doctrin  zuwege  zu  brin- 
gen, uur  die  ersten  Begriffe  am  Experiment  zu  entwickeln  suchte, 
dabei  auch  manche  Irrlehren  vortrug,  ist  die  vorliegende  Abteilung 
über  die  Wärme  selbst  eine  wolgeorduete  Doctrin,  in  welcher  das 
Experiment  genau  die  Stelle  einnimmt,  die  dem  gegenwärtigen  Stand- 
punkt der  Wissenschaft  entspricht,  geeignet  für  jeden  Zweck  der 
Belehrung,  in  einem  klaren,  exacten  Vortrage,  der  an  Erklärung  wie 
an  tatsächlichen  Angaben  nichts  wesentliches  vermissen  lässt,  ohne 
Keuntuiss  des  Gegenstandes  vorauszusetzen.  Der  Umfang  des  Be- 
handelten ist  natürlich  auf  Grenzen  eingeschränkt,  wie  sie  einem 
Compendium  angemessen  sind,  insbesondere  um  daraus  diejenigen 
Vorkenntnisse  zu  gewinnen,  die  das  Verstehen  wissenschaftlicher 
Werke  erfordert.  Die  Hauptabschnitte  sind:  Natur  und  Mass  der 
Wärme,  der  Temperatur  und  der  Wärmemenge,  letztere  nachher  auf 
lebendige  Kraft  reducirt;  dann  Wärmewirkungeu,  nämlich  Ausdehnung 
und  Fortpflanzung,  an  festen  und  liquiden  Körpern ;  dann  Wirkungen 
an  Gasen.  Die  erschienene  Lieferung  schliesst  vor  Beendigung  der 
Abteilung.  H. 
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Experimentelle  Bestimmung  der  Dielektridtätsconstante  einiger 
Gase  (mit  1  Tafel).  Von  Ludwig  Boltzmann.  (Ausgeführt  im 
k.  k.  physikalischen  Institute  zu  Wien.)  (Vorläufige  Mittheilung.) 
Ans  dem  69.  Bande  d.  Sltzb.  d.  k.  Akad.  d.  W.  IL  Abth.  Aprilbeft 
1874  19  S. 

Der  Ver&sser  zeigt  zuerst,  worauf  die  Möglichkeit  beruht,  einen 
Unterschied  der  Dielektridtfttsconstante,  zunächst  bei  Verdünnung 
des  Mediums,  durch  einen  Ausschlag  des  ElektrometerB  anzeigen  zu 
lassen,  der  durch  keinen  andern  Einfluss  bewirkt  sein  kann.  Von 
zwei  parallel  gestellten  Condensatorplatten  in  kleinem  Abstände  unter 
dem  Recipienten  einer  Luftpumpe  war  die  eine  e  mit  der  Erde,  die 
andre  d  mit  dem  Elektrometer  in  leitender  Verbindung.  Bei  Ein- 
and  Ausströmen  des  Gases  erfolgte  kein  Ausschlag,  die  Reibung  des 
Gases  erzeugte  also  keine  Elektricität.  Die  Platte  e  ward  nun  mit 
900  daniell'schen  Elementen  positiv  geladen,  während  auf  dem  Drahte 
der  Platte  d  ein  rar  Erde  fahrender  Draht  lag,  der  nach  der  Ladung 
gehoben  ward.  Es  eigab  sich  kein  Ausschlag,  zum  Zeichen  der  yöl- 
ligen  Isolining.  Jetzt  ward  ein  Etonent  hinxngefügt;  der  Ueberschuss 
komite  nicht  mehr  zur  Erde  abfliesseiiy  imd  bewirkte  einen  positiven 
AosseUag  /3,  der  nach  Wegnahme  des  Elements  verschwand.  Nach 
YevdQimimg  des  Gases  zwischen  den  Platten  zeigte  sich  ein  negativer 
Anssciilag  a,  welcher  aU^  daher  rOhrte,  dass  das  dichtere  Gas 
stftrker  dielektrisch  polaiisfart  war  als  das  dünnere.  Dies  er  hat  nun 
TefaefaledBoe  Werte  illr  vetsehiedene  Gase.  Die  spedllsehe  Con- 
staatB  ist  *  ' 

1«  f.  760 

wo  «  die  Anzahl  der  Elemente,  äj,  die  Gasdruck  werte  in  Milli- 
meter Quccksilberhöho  bezeichnet.  Es  werden  nun  die  Teile  des 
Apparates,  Elektrometer,  Condensator,  Zuloitungsdrähte  und  Gas- 
leitungen beschrieben,  sowie  der  Beobachtungsgang.  Die  resultirenden 
Werte  von  \X  sind:  Luft  279,  Kohlensäure  446,  Wasserstoff  125, 
Kohlenoxyd  325,  Stickoxydul  409,  Oelbüd.  Gas  604,  633,  Sumpfgas 
'  445  AliUiontel.  U. 
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VI. 


Le  tri^dre  et  le  t^tra^dre^  ayec  application  des 

d^terniinants. 

Par 

Georges  J)o8  l o 
Doctcur  ^•scicncc»,  Professeur  k  Paris. 


Pretini^re  Partie. 
Le  triedre* 

§  1.  IdatlMa  catre  Ict  sli  ^teats  ihm  triMre. 

1.  XotatiouK.  Considerons  lo  triödre  SABC  (Fig.  1),  qui  est 
ccirapris  entro  les  trois  plans  SliC^  SCA^  SAB  et  qui,  par  suite,  est 
terinine  par  los  trois  aretcs  »S/1,  SB^  SC.  Nous  represcnterons  par 
A^  B,  C  les  trois  di^dros  do  rangle  trii^dre,  qui  sont  respectivemeut 
adjacents  ä  cos  aretes  SA,  Sli,  SC,  et  nous  designerons  par  «,  e 
les  augles  plans  ou  les  faccs  BSC,  CSA,  ASB,  qui  sout  oppos^s  aux 
di^dres  rcspectifs  A,  £,  C, 

Ces  hßSB  et  ees  dIMres  lorment  les  alz  üöments  da  tii^dre.  Or 
OD  saH  qae  le  trlMre  est  d^tenainö  par  trois  de  oes  siz  ilteieats 
coastitatifs;  par  eons^aent,  ces  tSx  ^l^eats  soat  fite  entre  enx 
par  trois  relatlona  distinctes,  qai  permetteat  de  calcolw  trois  qael- 
conqoes  d*eatre  eoz,  lorsqa'oa  cooaait  les  trois  aatres.  Koas  aoas 
proposoBS  de  d^tmniner  directemeat  ces  relatioas. 

2.  Relation  entre  les  trois  faces  et  un  angle  diödre  d^un  tri^dre. 
Hut  Tarcte  SC  (Fig.  1)  prenons,  ä  partir  da  sommet     one  lougaear 

T«U  LTU.  8 
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SM  egale  ä  l'unitö  de  longueur;  du  poiut  M  abaissons  siir  Ic  plan 
de  la  face  ASB  la  perpeiidiculaire  3/7*,  et  de  son  pied  mcnons  sur 
los  lu'vtcs  SA,  SB  les  perpendiculaircs  PQ  et  FR.  Si  nous  tirons 
Ics  droitcs  MQ  et  MR,  ces  lignes  soront  aussi  perpundiculiüres  aux 
aretes  SA  et  SB,  et  les  angles  MQP  et  MRP  soront  les  angles 
rectiligues  ou  les  sectious  droites  qui  mesareut  les  diedres  A  et  B. 

Cela  ftdt,  ikrojetons  bot  Tarftte  8B  la  droito  et  la  ligoe  brMe 
SQ+QP-^-PR  qiü  est  temünte  aax  mdmee  extr6mitte  qae  iSR;  oes 
denx  projectionB  Bereut  ögales.  Or  la  prejection  de  la  longnear  8R 
BOT  sa  propre  dSreclion  SB  eBt  £gale  k  SR\  celle  de  la  droite  SQ 
BOT  SB  est  iSQ.ooB^B  —  jSQ.GOBe.  PoiBqne  la  droite  QP  est  peiw 
pendieolaire  sur  eette  ligne  feit  afec'iS^  nn  angle  compl^men- 
taire  de  Tangle  ASB  —  c;  par  smte  la  projection  de  QP  sur  SB 
sera  PQ.sine.  D'aiUenrB  la  projection  de  PQ  sur  la  droite  SB^  qui 
lui  est  perpendicolaire,  OBt  Mdemment  nnUe.  Dono  neos  atooB 
r^nation 

(1)  SR^SQ,  CO80+ ^osifi. 

Mais  il  est  facile.  de  voir  qae  les  thangles  roctangles  &MR^  6MU 
et  MPQ  doiment 

SR  —  SM,  GwMSR  »  ewBSC  ooBo, 
SQ  —  SM,  cobMSQ  ^  cmCSA  eosb, 

MQ=^  SM.  sinMSQ  «=  &mCSA  =  sin^, 

et 

QP  =      .  COBifaP=  MQ .  COB^  =  sindcoB^. 

Substituant  ces  valeurs  daiis  T^galit^  (1),  on  trouvo  la  rclatiou 
deroand^ 

Cosa  =^  cos6cosc-f-siu^8iQcco8  A 
Kons  avons  ainsi  les  trois  ^nations  fbndamentaleB 

!COSa  cOB^COSc-fsin/^sinccos^, 
COB&  coB«coBa+8inoBinaco8^, 
COB  0as  coBacoBfl+BinaBin&eos  C. 

EUes  expriment  qne:  Dane  tont  tri^dre,  le  coBlnna  d'ane 
face  6gale  lo  produit  des  cosiuns  doB  denx  autres  facea, 
plus  le  prodnit  des  Binus  des  denx  rnftmea  facee  mnlti- 
pli6  par  le  coBianB  dn  di^dre  compris. 

3.  Expression  des  dcmi-diddres  d^uu  trlddre  en  valemr  de«  iroS» 
üBeee.  La  premi^  des  ^quatiouB  (1)  donne 
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008  a  — C083C08C 
COSA  —   » 

lind  sine 

8i  l'on  snbstitue  cette  valcur  dans  la  fornmle 


cos -4 

SU 


2 

ou  trouve  succcssivemeut  que 


•  ^  l/ 


2tBinft8iiitf 


 l/cos  (b — cj--  coag  l/ain^(< 


(c-f-q  —  b)  s'm^{a-^b — e) 

posant  a-i-b-i-c  —  2|>,  od  eu  d^tiit 


ein  (p  —  ^)  sin(|» — e) 

On  obtiendrait  d'nne  manite  «nalogne  la  ytkwt  de  oos^«  On  a 

aiusi  les  trois  formales 

A      1 /sin  (p  — b)  sin  —e) 
2      r         sin^Biii«  ' 


Bin 


1         2       r  sm&smc 

A     l/8in(jj— 6)gm(p— g). 

*^«2 • 

doitt  Im  dem  prend^ree  doiment 


.™  .         2V8inj?8in(p— a)am(i>— >)atii(p— c) 

im;        8111^—  mbtSjke 

4.  Relation  entre  devx  ftices  et  les  diddres  oppos^s  d'un  Iriddre. 
Par  les  denx  triangleB  rectangleB  MPS^  2£PQ  (Fig.  1)  on  a 

il£P«  MR.smAniP=  MR.BinB, 

mala  lee  denx  triangles  rectanctlM  8MB,  8MQ  hoob  doiment 

^m  =  SM.  sin  MSR  =  sin«, 
ilP  —  iSAf .  8in  ibfSQ  —  8m6;  ^ 

par  müte  il  vient 

a» 
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d'oü  nous  tirons  eu  divisant  par  le  produit  sin  ^  sin  i^, 

sin  g  sinft 
•in  J.""  flfnB' 

Koos  avoDS  donc  les  trois  rapports  egaux 

8ma      sind  sine 


(IV) 


Biiiii"'ii]iB""aüiC^ 


Ainsi,  dansun  tri^dre,los8inusdes  faces  sont  eutre  eux 
commo  les  sinas  des  di^drea  oppos^s. 

5.  Relation  entre  deux  faces  d'un  triMre,  le  diMre  compris 
et  le  diödre  opposö  ä  Tuu  d^eax.  Prolongeous  OP  jusqu'ä  la  ren- 
contrc  de  SB  en  D  (Fig.  1).  Dans  la  quadrilat^re  PQSR  projetons 
le  coutoar  QS-^^SR-^-RPwai  la  diroction  da  c6t6  PQ\  nons  obtenons 

-»      .  COSPQiS  +  SR  .  (tMSDQ+MF,GO%RFQ\ 


et,  ctHDind 


oosPQiS    OOS  I «»  0, 

cosSDU  =c  cos     —     «*»  sine, 
cotiRPQ  —  —  cosRFD  —  —  cosc, 


ii  vient 


PQ  —  iSff .  aine— JZiP.  0080, 

d'oft  nons  tirons 

(2)  SR.smc  =  RP.QOBc+PQ, 

lAais  ü  est  alsö  de  Toir  qne 

SR  =  SM.cosRSM=  Cosa, 

JSPs  iUf.coal£SPs=  iSJf.sln  ASJf.cosJ?  «-  sinaoosB, 

PQ  «  ilfP.cotitfCiP  — ÄÄf.sinlfÄP.cot^ÄiSLaf.am 

—  sinasinBcotii. 

Nous  troavons  donc,  en  substituant  dans  (2), 

Cosa  sine  siaaooei^oosc+sinasiiiAcotil, 

oa,  eu  divisant  par  siua, 
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(V) 


ootasine  »  cos0OO8B-|-sin£oot  J. 


Divisons  les  deux  mcmbres  de  cette  ^galit^  par  cosccos^i  uous 
obtenons  la  relaüon  soiTante: 


qui  peut  ae  tradoire  en  laogage  ordinaire. 

Remarquüus,  pour  cela,  qae  la  relation  pr^cedente  existe  entre 
ks  quatrc  Clements  coDs^cutifs  a,  B,  A  du  triddro;  par  COBS^queitt 
DOOS  pouvous  dire  quo: 

Dans  tont  triddre,  lerapport  dos  cotangentes  de  deox 
facas,  divis^  par  le  cosinus  du  diddre  compHs,  moina  le 
rapport  des  cotangcntos  des  deux  diddres  pris  en  ordre 
invcrsc,  divis^  par  le  cosiana  de  la  face  intermödiaire« 
est  ^gal  i  Tanit^. 

6.  Relation  entre  une  face  d*aji  triddre  et  les  trois  dJödres. 
Considi&rons  le  tri^dre  S' A'  B' C  suppl^raentairo  du  tri^dre  donn6 
SABC,  et  dösignons  par  a\  b\  c'  les  trois  faces  B'S'C\  C'S'A\ 
A'S'B'  et  par  A\  B\  C  les  trois  di^dres  oppos^ 

Si  nons  appUqaons  i  ce  triddre  wg>gi6meiitaMfB  la  premiftre  des 
formides  (I),  neos  avons  Föqnation 

(3)  to%a*  ^  G(i%b' QMc' -{-täoBib* Ulke' qioaA' , 

Mais  nous  savous  que 

«'  —  n—At  h*  —  «— B,  ^  —  Ji—C,   A'  —  «— a, 

d'oü  il  Yient 

coaa'  — oosil,  .ooa^  ==  ~coBi3,  eoac'  —  oosC, 
coflii'  =  —  coBo,    sinS's     sinB,    sin«'«  sinC. 

Snbstitaons  ces  ?aleiirs  dana  T^galit^  (3),  noas  ebteoons  la  noa- 
▼eUe  relation 

—cmA    GOtBcoaC— Bin^sbiCcoaa, 

oo,  en  cliaugeaut  les  sigues, 

iTII)  cos  il    —  cosBoos  C-HsiQjBsin  Ccoso. 

7,  £xpre8sions  des  demt-faees  d^un  triMre  eu  valeur  des  trois 
4IMreB.  La  premi^re  des  formules  (U),  ötant  appUqn^e  au  triedre 
aiippl6mentaire,  donne 


(VI) 


coto    1      cot<l  1 
cote*fsosj9  eotB'cose 


-1, 
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Bia^-p^  ffi*W  

Or,  si  DOOS  poBons  2^5  s=  ^4-2^4.         noiis  avons 

8iii(p'— i»0  —  flin  —  --gm  g  ^    =  8m(A~iS), 

8in0>  ~c  )  =  siu  ^  s"*  2"-*-' —  =  8m(C— iS); 

et,  comme  d'ailleurs 

.  A'  fn     a\  a       .     ,       .  .  , 

810 -g  =  8iu l  2  —  gl     cos  |>   8m b  —  dni^,  sme'  unC, 


ii  vicut 

cos 


2""^  nnSBiiiC 


On  obtieodrait  d'une  mamöre  mialogtie  ]a  valenr  de  am  ^  aa 

moyen  de  la  deuxi^me  des  rclations  (II).  On  trouvc  aiusi  les  trois 
formules 


cos 


siuJBsinC  * 


^  a      1  /sin (Ii  —  S)  s'm(C^^) 

cots=l/ —  7-7-^^ — 
3     r      smÄ>sin(^ — S) 

dont  les  devx  premiöres  donnent 

V»miSam(.i-~g)  sin  (/i  -S)  gm<C--g) 
«X)      8«»« -2  SEbÄC  

8.  Formules  de  Delambre»  Daus  l'identit^ 

.  A+B      .  A     B  .    .  B  Ä 
Sm— g — =81Il-gC08  g  +  Bm-gOOB  2 

sabstitttODS  les  valears  fournies  par  les  fonunleB  (U);  eile  deviont 


.      .  JJ      8m(;^-W/)i /smpsin(;h--^ 

**  sine    r      sin«  sin  A  sine     r  siuasiuÄ 


,_A± 
2 


sin(p  — a)+8in(y— e>J  C 

•_.  cos  "T»' 

Sine  2  ' 
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Or  U  est  aia6  de  yoir  qne 


gm(ji— o)  +  8m(p  — 
sine 


c       a — b  <t^—b 

2mk^cM—^  •cos— 


e 

COBg 


par  suitc  il  vicut 


.  A  +  B 


cos 


2- cos  2 


COSj 


On  obtiendrait  d'une  manicrc  analogue  Ics  valeurs  do  siu 


A—D 


A4-B  A  —  B 
cos  H  *  cos  7i — • 


2 


Ou  trouve  aiusi  los  quatro  formules 


(X) 


.  A-{-B 

a  —  ö 
COS  2 

C 

COSJ 

e 

cos  5 

.  A-^B 

,  a-b 
Bin  2 

C 
cosg- 

—  ■■'  ■ "  » 
sinj 

A+B 
COS  2 

cos-g- 

.  C 
sing- 

mm   f 

0 

COBg 

A—B 
COS  2 

sm  2 

.  C 
8m  2 

.  c 
8m  2 

V 

Oes  formales  ont  ^t^  donn^es  poor  la  prcmi^re  fois  par  De- 
1  ambro  dans  son  grand  Trait^  d* Astronomie.  En  Allemagne  olles 
portent  le  nom  du  c61^brc  Gauss  qui  en  a  fidt  osage  dans  sa 
Theoria  motus  corporum  coelestiam  etc. 

9.  Si^le  u^MODl^me  poor  ^erlre  les  femvles  de  Delaaibfe. 

Ces  formales  penvent  s'^crire  bdlement  au  moyen  d'im  procid^ 
grapbiqae  analogue  k  celni  du  pentagone  de  Neper.  H  r6pose  aar 
la  constmction  d'mi  hezagone  circonscrit  k  an  triaqgle  isocdle 
(6^.  Do9$or^  Konvelles  Annales  de  Matfadmatiqties,  sirie 
tome  y,  1866). 
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.  On  constniit  nn  triangle  isocelc  DEF  (Fig.  2),  auqnel  on  cir- 
coiucrit  rhexagone  DOMHFl  Sur  les  cöt^s  Utöraaz  Z>£,  DF&a 

A-\-B 

triaugle  isocele  on  6crit  la  demi-somiae  — g —  demi-differeoce 

— I —  de  deux  di^es      Ii  de  Tangle  tri^dre ;  sur  la  base  EF  du 

n  C 

mtMiie  triaugle  on  marque  le  complcmeut  ^  —  ^    de   ia   moitie  du 

troifli^me  diödre  C. 

Eutin,  sur  la  suitc  <lcs  cötes  de  l'hcxagoue  DiiEHFI,  i\  partir 
du  sommet  E^  daus  les  deux  seus  EGDIF'ei  EHF,  on  echt  les 
arc8 

o  4"^     «     <»  —  ^     a — b     n  a-{-0 
2  •    2       5"'  2  2" 

et 

c       n  c 
2*  2~2' 

Cela  fait,  voici  la  regle  mn^momqoe  que  uous  avons  imagiuee 
pour  ecrire  les  fomiiiles  de  Delambre. 

Elle  86  compoBe  des  deux  principes  suivants: 

1"  Lc  siuus  d'un  cOte  du  trianglo  isoc6lc  est  ä.  colni 
de  la  base  dans  lc  rapport  des  sinus  des  cotes  sous-ten- 
dus  dans  rhexagone  qui  ne  sunt  adjaceitls  au  sommet 
commuu  du  triaugle. 

2^  Le  cosinns  d'on  cAt6  dn  triaugle  isocöle  est&eelai 
de  la  base  dans  le  rapport  des  cosiniis  des  cdt^s  soaa- 
tendns  dans  l'hexagone,  qui  toni  aäfaeentt  an  sommet 
commnn  du  triangle. 

A4-B 

En  effet,  consid^rons  le  eM  DE  —  — ^ —    et  la  baae 
n  C 

EF^      2  du  trium^  isoc^e,  (pd  ent  le  sommet  eommim  B%  le 

rapport  des  sinus  de  cc  cote  et  de  la  base  est 

. A+B        . A+B 


smi«— «I  C08^ 


les  cotes  de  Thexagoue,  sous-tendus  par  les  cötes  OE^  EF  qui  ue 
sont  pas  adjaccuts  au  sommet  commuu  Ey  sont 
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n     a — b  ^  ^ 

dont  los  siuus  oot  pour  rappurt 

a  —  b 

siu  I   s—  J  cos 


(2""  5) 


Eq  egalaut  cos  deux  rapporta,  od  a  la  premicrc  formulc  du  Uc- 
lambre. 

n  C 

da  trümgle  isocöle  ä  la  base  2  ~  2'      obtient  k  deuxiömo 

fonnale  (X). 

La  demdöme  r^e  founut  les  denx  antres  formnles.   Car,  si 

jA  "4-  ß  C 
1*011  considere  le  cotö  -D-E  —    ^     et  la  base  li'-F—  5^  2 

angle  isoc^e  qui  ont  le  sommet  eomman  £,  lo  rapport  des  cosinns 
de  ce  o6t6  et  de  la  baae  est 


ß-i) 


COS  i       i7  I  Bin^ 

les  c6t^  de  l*Ii6iagone ,  soos-tendiis  par  les  cötte  DEy  EF  qai  sont 
a^Jacents  an  sommet  eomman  E 

GE'^'-f-,      EH  =  ^, 
dont  les  cosinns  ont  poor  lapport 

a+b 
CO»  2 

C08| 

L'^galiti  de  ces  denx  »^»ports  donna  la  troisiöme  foranle  de  De- 
lambre. 

§  U.  Le  SInas  d*«  frlMre. 

10.  Expression  du  bIhub  d^ln  tri^dre.  Froposons-nous  de 
deteminer  la  valeur  effoctoee  da  detorminaut 
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(1) 


1  cose  cmb 
CMC  1  Cosa 
eoBb    Cosa  ,  1 


quo,  pour  abreger,  uous  represeuterous  par  JK 

Divisous  la  secoudc  lignc  par  cosc  et  la  troisieiiie  iiar  co8/>;  le 
d^terminant  sc  trouvera  diviäe  par  le  produit  cosöcosc,  de  sorte 
que  nous  aurons 


G0B6C08C 


1 
1 


coac  cos  6 

1  Cosa 

008  0  CMb 

cosg  1 

COBÖ  cob6 


Si  nous  retranchooB  la  premiöre  ligne  de  chacone  dßs  deax  amvantcs, 
le  d^tenniiiant  coiiBenrera  sa  valour,  et  U  Yiendra 


COSÖCOSC 


1 

0 
0 


cose 

COStf 

COSa^— C08&C08C 
CMb 


CüSi 

Cosa — cos&cosc 

COSC 

COtib 
tm*e 

CMC 
COBa — COB^BC 
C08i 


COSo  -  C0fl6C08C  j 

coac 

COBi 


Multipliüus  actucUcmeut  la  premidre  ligne  par  cosc,  Ic  deuxiöme  par 
cos 6',  Ic  determinant  sera  multipli^  parle  produit  coadcosc,  et  nous 
obtiendrons 

sin^  008a— coBi cose  I 

cosa— cosiooBc         Bu%  r 


ou,  eu  developpant, 

(I)  »  8in*d ain^—  (c08a~C08& COB0)'. 

On  trottverait  de  memo  que 

Bi]i*08in*a^  (cos  cosccosa)', 
^  —  Biii*a8i]i'&—  (CO80— eosaeoBft)'. 

Oes  differönceR  de  carrds  peuvent  se  Irans  former  cn  produits. 
£n  effet,  d^composoiiB  la  diff6rence  des  carr^s  (I)  dans  le  produit  de 
la  sonime  des  racinos  par  leor  diff4reiioe$  ü  nous  vient 
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2f*  «=  (Binisinr-f-cosa— oo86eo8o)(sm6si]i0 — cosa-j-eosbeose) 

^  (cos  a  —  cos A  cos  c -f- sinÄ siu  c)  (cos  a  cos  b-\-siiib8m  c  —  cob  a) 
==  [cos  a — cos  (A  4-  c)  ]  [cos  {b  — c) — COS  a], 

et,  pnisqiie 

Cosa  —  C08(Zf+#j)  -»  28m  —^2"^ —  sin  — ^-^  > 

eoB(b—e)—eoBa  «  Ssin — ^-^  sin  ^  * 

noos  troavous  [>oiir      la  forme  remarquable 

(II)  ^^=i48Ui    '  2  '  sm— ^  "»"2  sin — ~  

=  48inp  Bin  (p — a)8in(p — Bin  (p — 6), 
en  posant  a-j-^-f*«^  °= 

8i  leB  trois  angleB  0,  b,  e  sont  les  trois  üucßB  d*nn  triödre,  chacan 

d'eox  seira  moindre  qne  la  Bonune  doB  dem  antree.  et  leor  Bommc 

Bera  införienre  k  quatre  angles  droits:  i»ar  snite,  lea  trois  demi- 

b-rc—a   c-4~a~~&  O'^b'^c 
differences  —  »  —  *  —  seront  positives  et  moin- 

dres  chacime  que  deux  droits,  pendant  qne  la  demi-somme  "'^  g  ^ 

am  MiSBi  in£6rieiiie  ü  denx  droits,  done  les  quatre  sinns  du  prodoit 
pr^c^dent  seront  anp^rieurs  k  üm.  U  s'enanit  alors,  d'aprte  la  for- 
mnle  (I),  qne  le  carr6  (0080—00860080)*  est  tonjourB  moindre  qne 
8in%8in^;  et,  comme  ce  demier  carr^  n'est  jamais  snp^rienr  k  1, 
U  qnantit(§  sera  elle-mdme  toqjonrs  comprise  entre  3  et  1;  ello 
ne  sera  6gale  k  Fnnit^,  d'aprte  (I),  qne  8i  le  triödre  et  trirectani^e. 

DoDc  la  racinc  carreo  de  ou  ^  ne  peat  varier  qu'outre  —  1 
et  4-l>  en  passant  par  z^ro. 

Ponr  cette  raison  von  Staudt  (Jonmal  de  (Jrelle,  Tome  XZIV, 
page  252)  a  donni  k  la  quantit6  ^  le  nom  de  Sinns  dn  triidre  dont 
les  trois  faces  sont  o,  b,  e, 

11.  Autre  forme  de  rexprcssion  du  slnus  d*an  tri^dre.  Dans 
l'expression  (I)  rempla(;ons  les  sinus  par  Icurs  valeurs  en  fonction 
des  Cosinus,  et  d^veloppons  le  produit  r^soltant  ainsi  qne  le  carrd; 
DOOS  obtenous 

(III)  =»  1— cos^— co8% — eoB^+2eoBae(MbcoBe. 

Cette  forme  s'obtient  immediatement  en  d^v^oppant  le  d^termi- 
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naut  (1)  par  la  räglo  de  Sarrus  (Finck,  Elements  d*Algebre, 
2«  Edition,  1846.  Strasbonrg  chez  D6riTanz.       52,  page  95). 

n  est  fiu^d  de  voir  qu'on  a  encore 

(IV) 

^cosa  »  8i]i*<i  (oosa — coaft  CO80)+ (cosfr — ooseoosaKcosc — coBaoofift), 

^0086«  Bm%(C086 — CO80eO8a)4*(CO80-~COBaCOfl&)(CO8a  — C086CO8e), 
^008C     Siu'tf  (COSC  —  Cosa  eOSÄ)  +  (cOSa  —  COSÖ  C08c)(C08i  —  cosccosa). 

12.  Expreadon  4«  dnw  4*ob  trlMre  em  Tale«r  4e  4omx  Dmmi 
et     dlMn  eumpris.  La  premiöre  des  6qiiatioii8  (I)  du  n*  8  donae 


.     Cosa— cosfteoso 

C08^   : — .  .    '  '  » 


de  Sorte  qne 


...     ^  sin^sin'c — (cos^/  — cosicosc)*. 

le  namöratenr  de  cette  fraction  est  ^gal  k  ^  (fornnde  I);  nons 
avons,  par  suite, 

(V)  ^  =  siu^siacsiu^. 

Ainsi  lo  Binna  d'an  triddre  est  4gal  an  prodait  dea 
ainns  de  doax  faces  miiltipli6  par  le  sinm  dn  diödre 
compris. 

13.  Exprebiiion  Uu  siiius  d'uii  tri^dre  eu  valeur  des  troi« 
di^dret».   Par  peruiutatiou  circulaire  ou  tire  de  la  formule  (IX)  du  7 

,  -     2ysingsmCji— 5)am(ir«-S)ain(C-^ 
=  sinCsin^  ' 

.        2  VsiiiiSsmC^  —  S)  sin  {B  — iS)8in(C—  &) . 
amc  =  — -7—. — „        ■  » 

fii  nous  substituQiifi  cos  valcurs  daos  rc^^prcfision  (Y),  uous  obtenons 
aussi 

4  sin  iS  sin  (/S — ^1)  sin  (>S  —  /i)  sin  (<S — C) 
8in-48in/isinC' 

14  Espreastoii  dm  bümb  d^  tilMre  eu  valeur  d*ue  fiMe  et 
de  I^lnelinalson  de  Tarnte  opposte  sur  le  plaa  de  eette  fiMe.  Appelona 
«»  y  lesanglee  qne  forment  lei  ar^tes  SA^  SB,  sc  avec  les  plana 
des  faces  respectiTement  opposöeB  B8C,  CSA,  ASB.  Tirons  la  droite 
AP  (Fig.  1).  Lea  deoz  triaiiglM  redanglea        MPQ  nons  donnent 
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MP=  MQ.8'mA£QP=  MQ.siuA, 

de  Sorte  que 

siny  =  MQ.BinA'y 
mais  par  le  triangle  rectani^e  8MQ  mm  aTons 

SM.smMSQ  =  ^Tkb; 

par  soite  11  vieut 

et,  en  maltipliaut  par  siuc, 

douc  ou  trouve  quo  ^  =  siiicslu/. 

Aimi  on  a  encore 

(VII)  ^1     slnasina  =  sin&sln^  «  sln^siu^, 

c^est-i-dire  quo:  Le  sinuB  d'un  trUdre  est  4gal  aa  prodnit 
d«  flinns  de  cliaqne  face  par  le  Binas  de  rinclinaiBOB  du 
plaa  de  eette  face  snr  l'ardte  oppos^e 

On  en  conclut  aussl  que 

Lea  Binvs  des  faces  sont  iBverBement  proportiemnelB 
anx  BinoB  des  inclinaiBons  des  ardtes  oppos^es  snr  les 
Plans  de  ces  faces. 

§  UL  U  SiMB  da  TrIMre  sippltecBtaiM. 

15.  Expression  diverses  du  sinos  triddre  sapplementuire. 
Le  tri^die  sappl^mentaire  du  triödre  SABC  est  terrnia^  par  les  trois 
üaces 

qm  comprenuent  entre  elles  les  trois  di^drea 

Posons  a'  +b'  +  c'  —  4--^'  +  ^'     «     2<S';  ü  uous  vieudra 

p'^n^Sy  p'— a'  — 4— 5,  jf^f/^B-^S^  p'— c' —  C— 
flTssjf— p,   A'-^S^ssp-^üy    B^—ff^'p—b^    C'^8f^-p  —  e. 

Si  nous  BubBtitiions  ces  valeo»  dans  les  formales  du  paragraphe 
pr^c^deat,  et  qae  noas  d^ignioiis  par     le  sinns  de  notre  aoweiMi 
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triddre,  iious  obticndroiis  })our  d'  les  valours  auivaiites  cn  foncüoii 
des  elemoutä  du  triudro  doim^: 

(I)  ii'»«—      COSC    —1  C08^ 

I   COSi^   COSA  —1 

(II)  =  1 — eosM— coe'B — coB«0 — 2eoiAeoBBcoB  C\ 
(HI)         J'«  —  4siUiS8iaM— Äjsin       iS)8m(C— iS), 
(lY)  i^'  =  8iiiBBmC8ina,  • 


(V) 


^  4  sinp  sin  (p  — a)  sin  (p — b)  sin  ( j> — e) 


IG.  Rapport  des  sinus  d*ane  faee  et  du  dlMre  oppos^e.  >uus 
avoüs  trouve  (n«*  12  et  15)  que 


(1) 

d'oü  noi»  tirons 


A  =  sin^  sinesunui, 
>  sin^ainCBma, 


sinZ»    sino    siu  A  J 
siu  U  siu  C   siua       ^'  ' 


sin&  sine 

or  nous  avous  vu  (n"  4}  que  chacuu  des  rapports  jj^^« 
sina 

est  6gal  4         ;  P^r  cousdquent  il  vicnt,  en  substituaut, 


(VI)  .  =  Tir- 


ana   


Dono,  (laus  tout  triedre  le  siuus  d'uuc  face  est  au  si- 
nus  du  diddre  oppos^  corame  le  sinus  du  tri^dre  et  au 
siuus  du  tri^dre  snppl^mentaire. 

Drvisons  membre  &  mombre  lee  ^galitto  (II)  da  10  et  (DI) 
da     15;  aoos  obtenons 

sin7)8iu(/)  — a)  8iu(;) —  h)  siu(;)  —  c)  ^ 
2^     sIuiSsiii(JL-^Ä)sm(jy— iSisinCC— -5)  ' 

ooas  avooB  dooe  aassi 

/vn%         siliert      sin  sin  { ;>  —  a)  sin  (;» — h)  sin     —  <•) 

^  8iUiS8in(A— iSj8m(i^^<SJi8iäXC--Ä>' 

17.  B«latloaa  entre  le  stnos  d*att  triMre  et  le  «laas  da  trINre 
sa|ipMaieBtaire«  Lea  ^galit^s  (1)  donneat  enoore 
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^*  sin^ÄsinVsin^.l 
^'  ~  sin  B  siu  C  siua  ' 

%m*B  siu^Csin-'rt . 
d  sm^siiiffsiiiil 

mais,  L'u  vertu  des  furiuuics  (IV^  du      4,  ou  a 

siiiB  sin  C sin^siiKr  * 

substituaut  duus  les  rupports  pr^c^dcuts,  il  vieut  eiicore 

(Vni)  -^r  -»  sin  a  siu  &  sine, 

(IX)  =  siu-lbiui/siuC. 

Ainsi  1**  Ic  produit  des  siuus  des  trois  t'uces  d*uu 
triedre  est  ^gal  au  ciirre  du  sinus  de  ce* triedre  di vise 
I)ar  le  sinus  du  triedre  supplemeutaire;  2"  le  produit  des 
sinus  des  trois  diedres  d'uu  trii^dre  est  6gal  au  carr4  du 
sinus  du  triedre  supplementairc  divise  par  le  sinus  du 
triedre  douue. 

§  nr.  fw^iM^      dies  des  ilMs  des  trIMres« 

18.  Consid^rons  Ic  triddre  OXYZ  (Fig.  3),  fonn^  par  les  plaiis 
dfl  coordonnte.  Par  le  sommet  O  menons  vne  droite  qaeloonqne 
OD\  designons  par  a,  ^,  y  les  anglcs  que  fait  cette  droite  avec  les 
trois  aretes  OX,  OY,  OZ\  et  par  €t\  ß\  y'  les  iucliuaisons  de  la 
niörae  droite  sur  les  plans  des  faces  YOZ,  ZOX^  XO  Y.  Representous 
d'aüicurs  par  1,  f*,  v  les  fsces  YOZ,  ZOX^  XOY  du  triedre  O  et 
par  A',  fi',  v'  les  inclinaisons  respectives  des  aretes  OJT,  oy,  OZ 
sor  les  piaoB  de  ces  ftMses. 

Sur  OD  prenons  OJf  —  1»  et  soient  a-,  z  les  coordoimdes  OQ, 
UP,  PM  da  point  M, 

Projetons  la  droite  OH  et  la  ügne  brU6e  oqpm,  terminee  aux 
m^mes  extrinsit^s,  saooessivement  sur  les  qvatre  droites  OX^ 
OY^  0Z\  nons  formons  les  quatre  ^qnations 

'  l^xcosa-j-ycos/S-l- scosy 

cos«  ==X-f-2/C0S  V-j-CCOS  fi 
C08(J-=«C08V+y  +  «C08A 

eosy — :rco8fft-|-ycos  A 
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Cela  fait,  du  point  M  abaissons  aur  le  plan  XOY  la  j>erpen- 
(liculaire  MR  et  tirons  les  droites  OH,  FM.  Noas  avons,  dans  les 
deux  triaagles  Mrji^  üMR^ 

MR'^  MPAnMPR^  MO%\tiMOR\ 

d*oü  noas  tirons,  en  observant  qne  BinACPß=8Üiv\  sin  AfOi^*- sin  f% 

cflinv'  —  sin/, 

pois,  en  multipliant  les  deox  membres  par  sinv, 

z  sin  V  sinjv'  =  sin  v  sin  y'  \ 

mais  (n*^  14)  le  produit  sin  v  sin v'  est  Ic  sinns  dn  triddre  OX7Z  el 
sinysin  /'  est  le  sinos  dn  triödre  ODXY^  sinas  que  nons  d^signeions 
par  4iy;  done  nons  avons 


SnbstitaonB  ces  vatenra  (3)  dans  les  ^qnatums  noiia  obteaoBa 
lea  relatiouB  fondamentalea 

A  «=■  C08a^yi4"C08i3/fix-|- COSy^asy, 

Aeoaß     oo8v^^+^»+  eoai^, 

qni  existent  entre  le  sinus  d'nn  triidre  et  les  aiBmi  des 
trois  diödres  qn'on  obtient  en  menaut  une  droite  qvel- 
eonque  par  le  sommet  du  triedrc  douu^  et  en  consi- 
d^rant  oetto  droite  avec  loa  ar^tea  da  iriödre  donnie 
prisea  deax  &  denx.  - 

19.  MultiplioDS  les  qnatre  ^uations  (!)  respectivemeDt  d'abord 
par  J,  J,tt,  Jmx,  Aiy\  puis  par  —  ^,  — ^yv,  '{-^xy\  ensuite 

par  —     +^ff,  — ^fT,  -f-^ary;  cnfin  par  — ^,  H-^«,  —^'^'i 

et  (^ontoua  diaque  fois  les  .egalit^  r^sultantes,  üotts  öbtenons  lea 
qnatre  noiiTelles  öqoatioDa 

(ni) 
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§  V.  A^^it  %m  ftity  «ree  lei  arMat  ^wm  Min  «C  arte  Ici  plaM 
to  flmii  Ifls  im  4r«lfes  ^canl  lidWet  tar  «•  arMei  «t  tar 

les  plaaa  ia  cet  Umsi. 

90.  TtasaaKto  ie  rangl«)  fia  flrit  piaa  la»  Ma  artCaa  tat 
trfMn^  la  dnita  4gaI<B«Bt  iMUnte  aar  aaa  arttoa.  Soit^O  (Flg.4) 
la  droite  ^galement  Indinte  aar  las  troia  arttea  8Äj  AB,  8C  dn 
triMie  Aiiac  Prenona  aar  oette  droite,  &  partir  dn  aonimet  8, 
mie  longneor  50  ^gale  k  l*B]iit6  et,  par  le  poijvt  O,  manoiia  ä  la 
mSind  droite  le  plan  perpendicolaire  ABC^  qid  ooape  ea  C 
lea  troia  ar^tea  dn  triddre.  Lea  trola  triaaglea  rectaogtea  SAG^ 
8B0,  8C0^  ajant  le  c6t6  80  commim  et  lea  vd^oa  aigna  an  8  ^ganx 
par  hjrpothdae,  aont  Iganx  entre  eox  et  doiment  8A  mm  SB^  8C^ 
de  Sorte  qae  AO=sBO=:  CO. 

Cela  pos6,  repr^sentons  par  q>  Tangle  BSO.  Le  triaugle  rec- 
tauglc  ÜJJO  neos  doauo  ' 

BO  —  iSOtaagBAO  —  taag9 ; 

mais  la  droite  BO  etant  le  rayon  du  cercle  circouscrit  au  triaugle 
ABC,  si  l'oa  inuue  CD  porpendicalaire  au  cot6  AB,  ou  a  aussi 

9B0X0D BCXCA 

j^oä  l'on  tire 

2CD  • 

11  vieut,  par  suitc, 


(1)  '    tang9  =s 


2CD 


Henona  la  droite  CS  perpendicolaire  aar  le  plan  SAB  et  Oi 
perpendicolaire  anr  AB^  pnia  tirona  lea  droitea  HD  et  iSX  Lea 
denz  anglea  CDiT,  028,  itaat  oon^rfa  entre  cdtte  parallttea,  sont 
^nz;  par  oona^qpient  lea  denz  trian^a  rectanc^ea  CDS,  8IO  aont 
aemlilliblea  et  donnent 

CD  Gff 
81^80* 

d'üü,  ptüsque  iSO  =  1 , 

Nom  tronvona  ainsi,  en  anbstitnant  daaa  l'6qnation  (1) 

CA 


^'^-2Siy(^cu 


T«u  Lvn. 
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Or  fl  est  Evident  qne 


11  vient  donc 


taug  9  = 


co828uiy 


c  c 


Le  dAnominateur  sinesm/  ^tant  6gal  an  sinas  d  da  triödre»  oa 
pent  toire 


0)  taagv- 

Celle  est  la  vaicur  dcmaud^e. 


n  h  e 
isin^  sing  sing 


21.  Denxl^me  m^'thode  ponr  calcnler  cette  tangrente.  Dcsignons 
par  a?,  y,  z  les  coordonnees  du  point  O.  Projetons  la  droite  SO  et 
la  lignc  bris6c  x-\-y-\-z  successivcmcnt  sur  les  quatre  droitea  äO, 
SAf  SB^  SC',  neos  obtenons  les  qoatre  ^quatious 

— 1 +«0089+^  cos  g)-|-2  cos  qp  =  0, 
—  COSqp+^  COS  V+zCOS  ft  =  0, 

— COSV+ÄCOSV+y    +3C08A  =  0, 

entrc  les  trois  iuconnues      y,  z.    Oes  equations  etant  comj 
lüur  determinant  est  nul,  ce  qui  foumit  Tt^quation  . 


1  eosqp  C089  cosgp 

COS<P  1  C08V  COSf» 

cos  tp  cos  V  1  cos  k 

eos9  coa^  1 


=  0. 


Ponr  r^soudrc  cctto  utiuation  \)Av  lapport  i\  Tauglc  divisous  la 
prenii^ro  liguo  et  la  prcmi^rc  coloime  du  determinaut  par  cos  9,  puis 

ramplaQons  le  premier  614ment  r^siütant  ^^jr  par  son  ^oiTeUent 

tangV+^i  r^qaatiou  dcvient 
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tang'^+l  III 

0+1  1  '  cosc  cosÄ 

0-f-l  cosc     1  Cosa 

0-f-l  coBb  008a  1 


-  0 


Le  Premier  membre  6taiit  la  somme  de  deox  d^tennmantfl, 
r^oation  potim  s'^crire 


tang'flp  III 
0        1     co8e  008^ 

0  CO80      1  C08a 

0  cos2»   Cosa  1 


1 
1 
1 
1 


III 

1  008  6  0086 
cose     1  Cosa 

cos 6    COSa  1 


Daii8  ceUe-d  le  premier  membre  revient  & 


1  COBC  C086 
008  0     1  COBa 

COS&  COBa  1 


le  second  membre  OBt  6g8l  & 

^ 

2(1— C08a)(l-^008&)(l^cose)  —  lesm^^sin^^siu«^; 
par  conBÖqaeiit  on  tronve  encore 


16  sin*  ^  sin' ^  sin' ^ 


22.  Ezprvadon  de  ootuir  9.  Dane  la  formiile  Q)  rempla^ns 
^  par  8a  ^raleur  (Y)  da     12;  noiu  oMenonB 


cot^s 


b        c    .  ^ 

.  ,  .  .  ,  cos  öCoSrtSmul 
sm^smcsm^  2  2 


48m^  sin  ^  sin 2 


Si,  daus  le  second  membre,  noas  mettons,  ä  la  place  de  srn^  t 

b  C 

cos  2»  COS  2  leurs  valeurs  tir^es  des  formules  (VIII)  du  u*^  7,  nous 
troiiTeroDS  qne 


(II)  COtqp 


-V- 


28miS 
9* 
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23.  Cotangente  de  Tangrle  qne  fait  sTee  Im  flMis  des  trols 
faccs  d*un  triMre  la  droite  ^gralement  Inelln^e  sor  ees  plans.  Soit 
SS'  \si  droite  ^galcmeat  inclinec  sur  les  trois  plana  SBC,  SCA^  SAB 
qui  terminent  le  triMre  SABO  et  d^Bignons  par  ^  Taiigle  oonmum 
qu'elie  fait  avec  eei  trois  plana. 

L'uu  püiut  quclcouquo  S'  de  cetto  droite  abaissous  sur  les  plans 
SBC,  SCA,  SAB  les  perpcndiculaires  rcspectives  S' A\  S'B\  S'C. 
Ccs  perpendiculaires  formcroiit  le  tri^dro  S'ÄB'C  supplemcntaire 
du  ti  iedre  doimc  SABC,  et  la  droite  SS'  sera  egalement  lüdiiite  sur 
les  trois  aretcs  de  co  tri6dre. 

81  donc,  dans  1»  foromle  (I)  nous  ranpUKona    a,bf  e  ^  d  par 

^ — ^,  «—-4,  7i — n — C  et  A\  noos  aurofls  Texpression 


taug 

00 


 — 2» —  • 


ABC 
4co8  gCOB-g  cos  2 

GH)  cotang^—  . 

24.  Expression  de  lang  v.  Dans  le  secend  membre,  mettons 
ä  la  place  de  A'  sa  valeur  (lY)  du      15;  U  nous  vient 

*«^*"';; — A — B — c  A — • 

4  cos  2  cos  2  cos  coa-j 

ABC 

81,  dans  ce  rtsoltat,  nona  rempUKona  coa-^«  ain  ^»  sin^  par  lenra 
valeurs  tirees  des  iormules  (II)  du      3,  nous  trouvons  que 


I  n.  U  trlNra  dtat  les  Inli  ftacs  Takat  eaamlla  tas 

aaglcs  dreiU. 

25.  Yalear  des  angles  diddres  de  ce  trl^dre.  Sapposous  quc 
la  sommc  des  trois  faces  des  triodrc  SABC  seit  constaate  et  ^gale 
^  deux  auglos  droits,  c'est-ä-dire  quo 
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*  Introduisous  cette  hypothi^sc  dans  les  formales  (II)  du  3; 
eUes  douucat 

,  A   

Bin  2  ^  Vcot&  cotc» 


_  ,         A     i/  coia 


A  i/cds&cösc 


2     r  cosa 
Kons  en  tiroas  les  ^galitte 

(II)        cotatang  2  =  ooafttang    :3  oosetang  ^ 

,  ABC 

—>  ycosacos^  oosc  >— taug 2       2 ' 

et  de  cellos-ci 

B  C 
cosa  «  taug  2 taug  2 » 

(m)  /   CO86 -i  taug -^taiig  2« 

A  B 

ooso  —  fang  2tang-2- 

26.  Belation  entre  les  dl^dres  de  ce  triödre.  Daus  la  formale 
coonae 

taDga+tangö+tange  « tangataog6 tauge, 
qni  revient  k 

cot&cotc-)-cotecota4-OOtaOOtd  «-  1, 

mettons  k  la  place  des  trois  premiers  termes  lern  valeors  tiröes  de 
1»  premitee  dea  formales  (Q;  bou  oBtenona  T^galitö 

(IT)  Bia^^  +  Bm«|+8m»^=:l. 

Si  neos  moltiplions  par  2  les  doax  membres  de  cctte  c(}uatiuu 
et  qnc  nous  rctranchions  de  3  les  prodoita  r^soltants,  neos  tiouvous 
la  relatiou  remarqaable 

(V)  C06ilH-C0BB-|-C08C-»  1. 


134  Dottor:  Jjt  triedn  9i  U  UbrdUnf  mwe  oppUuüon  du 

Ainsi,  daus  iiotrc  trirdre,  1a  sumniü  dos  oosiuuB  des 
trois  diedres  est  constaute  et  egale  ä  1. 

Lea  trols  aoglOB  a,  b,  e  valant  eoflemble  denx  ao^ee  droits,  on 
a  la  rdation 

(1)  tang^taiig|+tang^taug^+ tang^tang| -=  1; 

or  Is  iToisitoie  des  formoleB  (Vlu.)  da     7  noQB  donne 

b        c      i/^shT^siu  (B  —  S)     ,  l/  8iuSsm(6'— 

(2)  taug  2  Umg^  -     ^_s)U!i{A-S)  +  V  ^(A-S)mB^S) 

_      sin  5 

on  Tomdt  de  mime  quo 

<'        a  s'mS  a        b  8in&' 

(3)  taüg2taiig2  =  ^^^__^^.    ^«2  ^"«2  "  ETc^^Äy 

Snbstitiuuiit  ces  valears  (2)  et  (S)  dans  r^galitc  pr^cMente  (1), 
on  oUient  encore  entre  les  trois  diödres  ^,  J?,  C  la  relation 

8i  nons  mnltlplions  entre  eUes  les  ^galltes  (2)  et  (3)  et  que  nous 
extrayions  la  radne  canr6e  da  produit,  uoos  troavons  aassi  qae 

^      a       b       c  2sm»S 
(\I1)  tang  2  taug 2  taug 2  —    ^,  » 

27.  8inu8  du  trIMr«  et  de  sen  Huppl^mentalre.  Dans  la  formolo 
(II)  da  n^  13  posoas  j»  =  -g'       donne,  en  Igard  a  (IX). 

,   ABC 

(VIII)  J  =  2  y  Cosa  cos  ftcoac  «  tang  ^  tangg  tang  -g» 

Par  la  formale  (VII)  on  a  d'aillears 

(IX)  ^  —  2Bin«Äcot|  cot  ^  cot  |. 

28.  Directiou  des  deax  droites  ^galement  inelln^es  bot  les  trois 
arStes  et  tnr  les  ^laai  des  trois  Aiees  dn  trlMre»  La  formale  (II) 
du  n^  22  nons  donne  d'abord 

^  ^'  .  a       b  c 

(X)  cotg»  =  2^  =  siu^cot  ^  cot  g  cot  g ; 
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pnis  noos  obtenons  par  la  formale  (XV)  du  24 

^        ^       .   ABC 

(XI)  tang#»  =  gp^  »»-^  —  ycoaaco86coac  «^twg^tangii  tang-^> 

I  VIL   ie  IriMre  r^gpUcr. 

29.  SupposouB  quc  Ics  trois  faccs  du  tri^dre  SABC  soiont  egales 
entrc  dies;  U  cü  sera  de  nu'me  des  trois  di^dres.  II  nous  suffira 
donc  de  faire  a  =  b  =  c  et  A  =  B  =  C  dans  les  formule8.g6n6rale8, 
poor  obtenir  ceUes  qoi  conviennent  aa  tn^dre  regulier. 

Dil»  la  pfemito  des  nIatioiiB  fimdamentalcs  (I)  da  ifi  2  posons 
a  —  &  s    eile  deviendra 

C08  a  =  COS^a  -|-8m^a  cos  A 

00 

C0Ba(l— Cosa)  >—  (1— co8^)coail; 

on  en  tire 

(1)  Cosa  —  cosaoosil+co8^ 

c'est-^-dire 

(I)  sec^  =  l+86ca. 

AiDsi,  dans  tont  tri^dre  regulier,  U  söcaate  d'nn  di^dre 
est  ^gale  ä  l'nnitö  aogment^e  de  la  söcante  d*ane  faci» 

äO.   L'^alit^  prccedüute  (1)  roveuaut  ä 

coSa — cosil — oosacosii  =  0, 

peot  s'torire 

(l-|-CüSa)(l— COb^l)  =  Ij 

les  deoz  fiusteim  du^premier  membre  sont  respecdvement  ^gaax  k 

2coB*^,   asia^^i   par  suite  il  vieut  aussi 

a  .  -4     1  - 
(H)  coBjsm-g-g. 

c'esl^ä-dire  qne:  Dans  tont  tri^dre  regulier,  le  cosiuus  de 
la  demi-face  mnltipliö  par  le  sinus  da  demi-di^dre  6gale 
nne  demie.  ^ 

ai.  Multiplious  lc8  deux  membres  de  cette  relatiou  par  28m^  i 
eUe  de?ient 
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«      a  .  A  a 
Ssin  2  cos  2  sm  2  =  sin  j « 

et  donae  par  suite 


(lU)  siua 


ßinj 

.  A' 
8111-2 


Donc,  daus  tout  triedrc  regulier  lc  sinus  d'uiie  face 
6gaic  lo  rapport  du  siuas  de  la  demi-f&co  au  siuus  du 
demi-diedre. 

83.  Mnltiplioiis  pw  2eos-g  tos  dem  menibm  dB  la  mtee  le- 

iatiou  (UJ,  nom  obtenons  encore 

^  .    A      A        a  A 

2sm  ^coB  2  •  G08|  "=  COS  "2 1 


ou  tuen 

(IV)  üüA  - 


a 

COS3 


Ainsi,  dans  tont  tri^dre  regulier,  le  sinns  d'an  diödre 
6gale  le  rapport  da  cosinaa  da  demi-dUdre  aa  cosinas 
de  la  demi-face. 

38.  La  valeur  da  sinus  du  trüdre  r^galier  peut  se  de- 
doire  de  la  formale  (Y)  da  n^  12,  qoi  donne 

(V)  SS  sia'asiail 

Cette  cxpression,  en  vertu  des  Taleors  (II),  (III)  et  (IV)  peut 
aussi  s'ecrire 

(VI)  ^  =  28m»^cot^  -  2sin>5|/(2co8|  +  lj  (2co8^  -  1^ . 
oa  encore 

.    u  a 

suis  taagö 
sm-gtaag-j 

84.  Lo  siaas  da  triddre  sapplemontaire  etaut  (n^  16> 

srna 


Digitized  by  Google 


Düsion  LBtrüdnit  k  mnMrt,  OHO  appUeaäon  dudiummanU,  137 

on  tronve  BaooesoTemeiit  poar  ^'  Iob  valeun  Bsivantes: 


(VlU) 


A  A 
cos  2  cot  -5 

COS ^ cot ^ 


de  Sorte  qae 


(IX)  ää"  «  taiig»gcot»|  =  88in» ^  cos»  |. 

35.  LMncIinaison  a  des  ar6tes  sar  lesplans  des  faces 
opposees  s'obtient  an  moyen  de  la  rdatlon  (YII)  da  14,  qui 
doiine 

^fSmamA     Siin  ^  cos 4 * 
suia  J  4 

oa,  ea  «gaid  aox  taieara  (JS)  ett  (IV), 

(X)  du«  — fang  j  00t  ^  —  y  ^4^'. 

86.  La  droite  ögalomeat  inelin^e  aar  las  trois  ardtea 
du  tri^dre  regulier  ftit  amd  des  angles  6gaax  avee  lea  plans 
dea  trab  fiwes.  L'iiiGlliiaiBOii  9  de  cette  droite  aar  lea  arfitßa  est 
dornige  per  la  fomnile  (1)  da  a®  20^  qai  derient  « 


tangijp 


^  ain'asiii^* 

Ott 

^""H  a  A 

(XI)  tangg)  ^  =  2sin5tang  g- 

cos 

Qoaiit  i  Taag^e  ^  qa'elle  fidt  avec  les  plans  dos  troia  fMes,  oa 
le  trom  par  la  formale  QJS)  da     28^  qai  se  r^ait  h 

4gob*^  4coa»^ 
cet^  —    ^/  ^^ii^» 

OD  Ii  ' 
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2  4 
(XII)  cot^  =          =  2cos  ^  cot  ^. 

On  cu  d6dait 
(Xm)  tangcptaug  t/i  ==  4co8  ^siu^  —  2. 


Denxi^me  Partie. 

Le  titraMre. 

37.  Xotations.  Considi'Tous  Ic  tetrueilre  SABC.  Nous  repre- 
scnterons  par  a,  h,  c  Ics  tn»is  aretcs  SA,  SB,  SC  issues  du  sommet 
»S  par  A,  |w,  V  les  iuelinaisoiis  inutuoUes  BSC,  CSA^  ASB  de  cös 
arctos.  Eu  mitrc,  iious  (k'-sigucroiis  par  l\  ju.',  v'  les  iiiclinaisous  des 
memes  arttos  a  ,  h,  <■  sur  les  faces  opposees  du  tctraedre,  et  jiar 
h\  c  les  trois  autres  ai-itcs  du  solide,  resj)ectivenicut  opposees  aux 
premiercs.  Nous  indiiiuerous  d'ailleurs  par  «,  ^J,  y  les  augles  <ju( 
fornieut  cutre  dies  les  arutes  opposees  a  et  a',  h  et  c  et  par 
5,  ^,  i^,  C  les  faces  iriangulaires  du  tetraedre  qui  sout  rcspcctive- 
ment  o])po86e8  anx  sommets  portaut  les  mcmcs  lettre s. 

rarete&<l  — o,              SB^b^  iSC— C, 

l'artte  BC  —  o',             CA  —  6',  =  C, 

Tan^e  plana  BBC^^              =  fi,  iiSB  —  v, 

l'angle  (Svl,  OTC)  =  r,     (SB.SCÄ)  =  ft',  (ÄC,  >S.li>')  =  v', 

l'anglo  (S^l,  BC)    =  a,         (52/,  C^)  --^  ß,  (SC,  AB)    =  y, 

la  face  A2;6'  =  iS,  SBC^^A^  SCA^B^  SAB^C. 

NoQB  amrons  toiqoiira  soSn  de  dteigner  cbaque  angle  diMre  do 
t6traddre  par  la  lettre  qni  reprteiite  Parkte  ^iaterBectLon  des  deox 
Cscea  dn  diddre. 

38.  Th^r^e  I«  Dans  tont  Utraddre,  le  I  »nble  pro- 
duit  de  denx  aretos  opposdcs  par  le  cosinus  de  lour  in- 
cliuaison  matucllo  est  6gal  k  la  somme  des  carr^s  de 
dcux  autres  ardtes  opposees,  diminn^e  de  la  somme  de« 
carr^B  des  arfites  opposees  rostantes» 
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Pfojetons  la  Ugne  briste  C8AB  (Fig.  6)  anr  rarste  C8,  nous 
obtenons  T^galitä 

CScoaSCB-^SÄ  cos  a  +  ^i^cos  AßC  =  BC, 

ou 

eemSCB    a  OOS      e'  COS  ABC  =  a' ; 

uous  eu  tirous 

a  cos  a  =  a'  —  c  COSSCB  —  c'  COS  iüf C, 

*  * 

et,  en  mnltipHant  par  2a', 

(I)  2aa' cos«  ^  2a'*—2ca'QOsSCB- 2c'a'coiABa 

Or  leg  denx  triang^es  8BC,  ABC  donnent 

».  4^^a'*  —  2ea'cosSCB^ 
6't  „  c'«+a'"-.2cVc08-4ÄC; 

et,  par  raite, 

a'2  -  2ca'  COSSCB  —  6«  —  c», 
o'»— 2c'o'coS-lii6'=  -c'2 

SnbBÜtiiant  ces  valeiirs  dans  l'^galit^  (1)  et  ooncloant  par  analogie, 
on  obtienf  les  trois  relations 

|2aa'coso  =  b^-{-b'^  -  c^—c'^, 
COB/}  —  e^+e'^-a^^a*», 
2ce'  cosy  ==  a«+a'«— 

99.  Corollalre.  ^jovtons  ces  troia  6galit6B  membres  k  membres» 
noBB  eu  dödniBons  la  relatioii 

(II)  oa'cosa+^'cos^+cc'cosy  »  0, 

qui  pronre  qae  des  trois  angle s  a,  ß,  y  l'mi  an  moins  est 
aign  et  Tan  an  moins  est  obtus,  et  que,  si  denx  de  ces 
anglos  sont  droits,  le  troisi^me  l'ost  anssi. 

40i  Thtotee  II.  Dans  tont  t6tra6drc,  la  projoction 
d'ane  areto  sar  l'arete  opposde  est  6gale  ä  la  diff^rence 
des  projections  de  denx  aretes,  adjacentes  d'nn  m^ine 
c6t6  &  la  premidre  arlte,  snr  la  mdme  ardte  oppos^e. 

Daus  la  relation 

2aa'c08a  —  c'> 

rcjupla^ons  b'^  et  c'^  par  ies  valeurs 
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('S  «  eS+a^— 2oacoSf»   et  o'' s  a>+i>— 2a6c08y 
qne  foimisBeiit  Im  deoz  Iriangles  SCA  et         eile  devient 

2aa'oo8«  =  2o6coev— 2MG08fi. 
On  ea  tirc,  cu  divisant  par  So,  puls  par  analogie, 

ia'oOSa  s  6C0BV — 0008 fl, 
«/oca/ s  a  coe  I» — ( 008  A . 

41.  GeroIUr«.  HoltiplionB  eea  troia  ^galitte  rcspoctiTement 
par  ooal,  ooafi,  coav  et  ijontonB  lea  ^quationa  rtBnltaatea;  noos 
oManona  la  relatloii  renarqnable 

(IV)  a'ooaacoai-t-i'cos^coa^+^^'cosycoair  —  0. 

42.  Th6or^nle  III,  Dans  tout  t^traedro,  chaquc  face 
est  6galo  ä  la  sommc  des  produits  qu'ou  obticnt,  eu  mul- 
tipliaut  chacune  des  trois  auires  facos  par  le  cosinas 
de  80Ü  inclinaison  aar  la  premidrc  face. 

En  elfet  diaqae  &oe  eat  4gale  &  la  aomme  dea  proijectioiia  anr 
eile  dea  troia  aatrea  &oea;  or  lea  projectiona  dea  troia  &cea  A^B^C 
anr^la  fMse  S  aont  reapeotiTemeat 

^cosa',  ^cos6\  Ocosc'i 

on  a  donc 

(V)  &  —  jleo8a'+  Boo86'+ Ccoac'. 

43.  Relation  entre  les  aU  «agka  dlMrea  d^w  tMraMra 
lyaprte  le  th6oröme  pr^c^dent,  noua  ayona 

— S+^coso'4-/icüs<!>'-f  CcoBc'  «=  0, 
5C0Sa'  —  ^  +  .0  C08C +Ccos6  =■  0, 

/Sooaö'-4>^oo8ü  — ^H~^co8a  »0, 
iSooatf'  +^^«085+ ^eoaa  —  C  —  0. 

Eliminant  Ics  trois  faces  yl,  C  entre  ces  quatre  ^quatlons»  noos 
obtenons  la  relation  cherch6e 

—1    ooea'  coa&'  ooae' 

  COSo'    — 1       C08C     cos  6 

cos6    coao     — 1     co8<x  ' 
ooao'  0086    ooao  —1 
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(Vll)  sin^a  cos'^a'  +  2  (cos  o-j-  cos  b  cos  c)  cos  b'  cosc' 

+8in*6  cos*Z»'  -|-  2  (cos  i + cos  cooaa)  cosc'  coso' 

^  +Bi]l^eO8V+2(0O8«+<i<W'l00B^)<iMa'008i' 
s  1— e08*a— 008% — 008^^  200faC0«ft  0060. 

44.  IMorteie  IT.  Dans  tont  Utraddre,  le  carr6  de 
ehaqne  fsce  est  6gal  ä  la  somme  des  oarr6s  des  trois 
aatres  faces,  diminn^e  de  la  somme  des  doubles  pro* 
dnits  qn'on  obtient  en  mnltipliant  deaz  qaeleonques  de 
ees  faoes  par  le  eosinus  du  diödre  compris. 

Les  quatro  ü^oaUous  (2)  peuvent  so  mcttre  soos  la  forme 

A — Bcoee— Ccosd— Soosa'^o.oosd'— tf.coso^  sOy 
Ccosa— uloostf — o.coBa'— Scosft' — o.eoe«/  «-»0, 

C — Acoib — ^cosa — o.cosa' — o.cosi' — jS.cosc/  O5 

ti  BOOS  ^llmliioiiB  les  trois  qnantitte  —  C08a%  —eo86%  —  eose'  entre 
OOS  qiialre  ^qnatioiis,  noi»  obteiioiis  la  relation 


(vni) 


5  ABC 

A—Booae—Cco&b  S    0  0 

B-^CcMa—AcoBc  0   8  0 

C^AtMe-^Betma  0   0  8 


0, 


qoi,  6taiit  d6velopp6e,  revient  & 

lIX)   iS«  =  ^«+-B«+  C'«— 2i?CC08a— 2C^C086— 2^C08c. 

46.  Th6or^me  V.  Dans  tont  tetraedre,  les  faces  sout 
eutrc  olles  comme  les  siuus  des  sappl^meuts  dos  triedres 
oppos^s. 

Bans  les  iquations  fondamentales  (3)  neos  powons  considfoer 
oomme  ineonnns  le  diddre  a'  et  les  denz  fooes  boh  a^iaoentes  B  et 
C.  Pow  ^UoiiiMr  066  qnaatiftfo  entre  les  qoatre  dqiatUms  (2),  novs 
fliettroas  oeUes-«i  soos  la  forme 

5    4-0       +'yl(— cos  a')-f  cos  i'(—i?)+ cosc' (—6')  =  0, 
0    -i-A      +Ä(--co8a')+co8c  (r-B)+coab  (— CO  =  0, 
— iSeesy  ^uloostf+O  (—cos«')—      (— B)+co6a  (— C)  —  0, 
—  iBC06</i»^0066+0(— cosaf)+C06a  (— Ä)—       (— C)  —  0. 
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CrOmme  eUes  SOBt  compatiblcs,  Ic  determinant  par  rapport  anx  trois 
inconnnes  —  cosa',  — —C  est  nnl.  Nons  obtenonB  ainu  le  rdation 


S-fO  cos//  cosc' 

0-|-^         tS  cosc  cosÄ 

— iScos^ — ilcose.  ü  — 1  Cosa 

— iScose'— ileos^  0  cosa  — 1 


=  0, 


qiii,  par  la  decomposition  du  premier  membre  eu  deux  determiuants, 
pottt  8'6criro 


S  A  cOBb*  cose' 

0  S  COSC  C08Ä 

—  Scosb'  0  — 1  cosa 

— iffcosö'  0  cosa  —1 


+ 


0  A  CWih'  COSc^ 

A  S  C08C  cos  6 

—  ^Icosc  0  — 1  cosa 

— AeOBb  0  cosa  — 1 


0. 


Dans  ces  dcux  dotcrminants  nous  puiivons  inten'crtir  les  diux 
prcmiörcs  colonnes,  apn^'s  avoir  divisö  los  proinieres  {'olGnues  respecti- 
veniL'iit  par  S  et  A-  il  nous  vieut,  eu  intorvertlssaut  aussi  les  deux 
prcmi^ros  lignes  dans  le  premier  dcterininaDt  resultant, 

COB^  COBc' 


S  0       COB0  COSi 

A  — 1     COS*'  cosc' 

0  cosä'  ,  —  1  cosa 

0  cosü'    cosa  — 1 


A  0 

8  —1 

0  cos  c 

0  cos6 


oose 

—  1 

cosa 


OOS* 

cos« 

— 1 


=  0. 


IHveloppons  sidvaat  los  ^l^onts  de  la  idremidre  colomie  chacon 
de  ces  denx  d^termiiiants  que  nous  repr^senterons  par  ds^  \  nous 
aurons 


—  1 

cos// 

cos  c 

U 

cos  h 

cos  6' 

—1 

cosa 

+  B.A 

cos/»' 

—1 

cosa 

oosc' 

cosa 

—  1 

COSe' 

cosa 

—  1 

— 1 

C08C 

cos/» 

0 

cos/»' 

cosc' 

A.dA^  A^ 

COSc 

—  1 

cosa 

—  &,A 

COSC 

—1 

cosa 

COSA 

cosa 

—  1 

cos* 

cosa 

—  1 

Or  lo  facteur  de  — &.A  uc  ditfero  de  celui  de  que  par  le 

changemeiit  dos  ligiios  en  colonues  ot  des  coloimes  eu  lignes;  par 
suito  ils  sout  egaux.   Ou  a  donc  rcgalite 


—  1       C086'  COSü' 

0086'    — 1  cosa 

COSc'     cosa     — 1 


0       OOS«  C0B6 

cos6'   —1  ,coBa 

COßc'    cosa  —1 


=  0. 


üiyiü^ed  by  Google 


Dos  ton  Le  triedrt  tt  le  t&ratdrt^  avec  appUcathn  des  d€terminanls,  X43 

Mais  Je  cocfficicnt  de  — est  le  carre  du  sinus  du  triedre  supple- 
racntairc  du  triödrc  en  .1,  sinus  quo  nous  pouvons  represeuter  par 
sin  (vi');  de  memo  Ic  coefticient  de  -j--'^^  t'^t  t-Ji""«'  tlu  sinus  du 
triedre  supplementaire  du  triedre  en  S\  par  suito  il  vicut 

donc  ön  a 

S  Ä  B  C 

(X) 


8in(S')     sinU')     fm{B')  ain(C")' 

46.  Somme  des  carr^  des  qaatre  faoes  en  Taleur  dM  prodidte 
des  aretes  oppos^s  et  des  sinus  des  angles  comprls  entre  ees  aretes. 

Par  Ic  sommet  C  (Fig.  6)  moiions  le  plan  CCA'  perpendicnlaire  ä- 
rar^te  SA\  par  lo  sommet  B  tirons  les  droites  BA'^  BB'  liine  pa 
rallele  et  Tautre  perpendicnlaire  ä  la  memo  arete  &A\  pnis  menoiis 
Ja  droite  CA*  qal  sera  perpendicnlaire  ^  UAl, 

Dans  le  trianglo  'A'C(f  nons  avons 

or 

A'C  »  J?C8inC^^'  =  a'sina, 

A'Cf^  Bff  »  BB^BS^  »  «sinv 

LOS CC Ä  ^  Cosa; 
par  suite,  nous  obtenons 

a'^sin'a  —  0'8inV+&*8in'v — 2o8inft.68Üiv.co8a, 
et,  en  mnltipliant  par  a', 

o^a'^sin'«  =  c^a^ainV+^^'^^^'v — 2<»8in|».a68inv.co8a. 

Hais 

donc  U  Tient 

(XI)  a»a'»8in««  =  45«+4C"— SäCcos«. 

Nons  anrions  de  memo 
(Xn)  o^a'^nn'a  —  4d*+48*— a4i9co8a'. 

Nous  tron¥ons  ainsi  les  valours  dos  diedres  a  et  a\ 
(XIII) 


4SM-4-rl«-aV»Bin^ 
 — 8&i  
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AfoQtons  les  trois  ^galit^s 

membree  &  membres  et  avec  l'^galit^ 

4S>  —  4il>+4B>+4C*— aBCma— 8Ciloos«— 8ililcof&; 
ttous  obtenons  la  relaüon  assez  remarqoable 
CSTT)    A(Ä*+B»+C*+8^  -  «•a'»riii»«+W«glii«/J+c»e'«8inY 

§  IL  SipiCMiMM  liircffici     r«lne  di  t^lriMrai 

47.  Volnme  dn  t<*traJ'(lre  en  Yalcnr  de  trols  arH^s  contlg-nes,  de 
l'ang'le  de  dcnx  de  cos  aretes  et  de  rinclinaison  de  la  troisieme  aret« 
tmr  le  plan  des  drnx  premiiTCs.  Du  sommet  C  abaissons  sur  le  plan 
(lo  la  face  o])pusee  AJSB  la  perpendicolaire  CD.  Lq  volame  da 
tetra^dre  8era 

Qr  la  Bor&oe  du  triaofl^e  ABC  est  ^gale  k 

iSA.SB.BiuASJi  »  iabemv, 

et  par  le  triangle  rectsngle  8CD  on  s  la  hanteor 

,  CD  —  SC,  sin  C'6D  —  csiu  v' ; 

il  vient  donc,  en  sabetitiiaiit, 

(1)  V&s  lafteBinvsinv'. 

I>one  le  Tolnme  dv  t6tra&dre  est  ^gal  an  stzidme  do 
prodnit  de  trois  ardtes  Issnes  da  mdme  sommet,  amltl- 
pU6  par  le  prodult  da  sinas  de  Tasgle  compris  entre 
denz  de  ces  ardtes,  et  du  sinns  de  rinclinaison  de  la 
troisieme  ardte  snr  le  plan  des  denx  premi^re«. 

48.  Tolnine  du  t^trat^dre  cn  valeur  de  trols  aretes  eontlg'iiffl  et 
des  anales  qn'elles  comprennent.  DesiguüDS  par  /f  Ic  siuus  du  triedre 
8,  D'apr^s  les  formales  (YU)  da     14  et  (II)  da     10,  nous  avons 

^ssinir8inv'9 

et 

1^  —  2  ^  sin   '  g     sin       — ^ — ^ — ^-sm—  ; 
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doBC  ü  Tient  an^n 

Ol)  V^iaöe.J. 

Ainat  le  Tolume  d'an  t^traddre  eat  egal  au  sixiftine  du 
prodnit  de  trois  ardtes  contigufia,  mnltipliö  par  le  siniiB 
du  triMre  form6  par  ees  ardtes. 

Koos  avons  anssi  troav6  aa     11  (formale  III)  qoe 

^  —  1 — C08*il— COSV— COB^+2008l00B|lCOBV, 

de  Sorte  qne  Ton  pent  aassi  toire 

(III)   36     =  a*6*    (1  —  cos^il  —  cosV — C08*v + 2  cos  A  cos  cos  v). 

49.  D^termlnatioii  direete  de  cette  expresston«  Sur  l'arfite  8C 
(Fig.  7)  preaoiiB  8M^  1,  et  da  point  M  abaisaoiia  bot  le  plan  SAB 
la  perpendiealaire  par  le  picd  B  menons  PQ  perpendicalaire 
snr  SB  jus(iu'&  la  rencontre  de  iS^  en  Q;  tirons  SR  perpendleiilaire 
Sur  SA  et  joignoDB  SB, 

Nova  avODB  6videmment 

FQ     SQsinv,      SB  =  6Wcohv'  =  cosv', 


d'oü 


amvcosv'  =  — — • 


Or  le  qaadrUat^  SPBM  ^tant  inseriptible«  les  denx  angles 
HPJtj  B8R  sont  6gaox;  par  flaite  les  deox  triuig^es  PQB^  8QH 
somt  seniUables  et  donnent 

FQ     PR        .    PQ.Sn  „ 

SQ^M'  -^-=PÄ-8mvco8v'. 

Cela  pose,  SP  et  SR  4tant  les  projectionB  de  iSJf  — >  1  aar  les 
droites  SB  et  SA,  on  a 

SP  —  COSA,      SR  =  COS|» ; 

d'ailleors  l'angle  PSA  est  6gal  k  v  \  ü  vient  donc  par  le  triangle  ÄPÄ, 
PJS*  »  eo8*i+eo8'fi — 2  coB  1  cos^ 008 V. 
Nous  avons  aiusi 

sin^in V«  sin^ — sin'vcoB  V»  sinH^— coB'l^coB'fi+2coBlcoBfioo8v. 

Substituant  cette  valeur  dans  celle  (I)  de  V  et  elevant  au  carre, 
on  troave  la  formale  (III). 

T«u  Lm  10 
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50.  Ei|m>HHton  n  dMmdMuit  in  loham»  ia  tMnMre  «ftfiliir 
4ft  trois  aiitM  eontl^Ss  a,  6,  c  et  des  inclinalsoM  waMOm  1,  ^ 
d»  ees  aHtM»  Bans  r6galit6  36  F>  a>6>c>^,  renqpUi/QOiis  par 
aatt  expreaaton  an  d^tenünaiit  (1)  d«  w9  10;  noaa  svoaa 


1       COSV  COSft 

cosy  1  cosil 
608^  ooal  1 


Multiplions  respectivemcnt  par  a,  d'abord  les  trois  lignes, 
pQiB  les  trois  coloimes  le  d^teniüiiaiit  aera  moltipliö  par  le  prodnH 

.c  a  .b ,c  —  a^b^c*\  par  aotte,  ai  nons  diWsons  hors  barres 
par  aH*c\  la  valeor  da  second  membre  de  T^galit^  pr6o6deiite  ae 
aera  paa  alt6r6e,  et  U  viendra  eooore 


(IV) 


ä5C08V  CaCOSfi 
oiCOSV        b*  bcCOBk 

esecaft  teooal 


51.   Expression  en  d^termlnant  da  Tolame  da  t^traMray  «■  valeor 

des  six  ar^tes  a  et  a',  b  et  b^  c  et  c',  oppos^  deax  k  deox.  Malti- 
plions  par  — 2  les  trois  lignes  du  determinant  pr6c6dent;  oe  d^ter^ 
mioAnt  sera  multipli^  par  (—2)^  =  — 8,  et  ü  vient 


288   


—  2abC0SV  — 2ft*  —  2iccosi 
— 2«a€08f»  — S^oosi  —80* 


Nona  poavona  remplaoer  le  aeoond  meailire  par  «a  d4awfnitBart 
äquivalent  da  dnqnlAiiie  ordre  et  icrire 


288K«  «  - 


1  0      0  0  o 

0  1      aiP  iß 

a*  0     -—2a*     — 2a*C08v  — 2caC0S^ 

b*  0  — 2a6oo8v     —2*«  — S^ccosA 
€«  0  — 2Ml008f»  — 26<!COBi  —2«* 

010  0 

10       a«  *  6» 

0         —2a«  — 2adC08v 

0  6*  — 2aico8v  —2b* 

0  c*  — 2cacoa|»  — 26ec08A 


.  0 

-2oacos^ 

-2bccosX 

—2c» 


Gala  £ut»  les  trois  triangles  SBC^  SCA^  SAß  aoaa  donneiBt 
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.  Hl 


substitaoiia  oes  valeon  dang  notre  dernier  d^terminixit  et  noos 
tenonfi 

10  0  0 

0        «^  <!* 


ob- 


288  F« 


0 
1 

0 
0 
0 


Ajumlbom  la  Mooode  ligM  i  eham»  des  tfolg  MhantMi  fl  amu 


vient 


288F<  — 


0  1 

1  0 


0 


0 

d« 


1   o«     — o« 
1  fl«  flf«--fl" 


Si  actuclloment  nons  ajoutons  la  secondo  colonne  ä  chacane  des 
trois  raivantes,  noos  tnmvoDs  Texpreasion  demand^ 


(V) 


288  K«  = 


0 
1 
1 
1 
1 


1111 
0  ft>  0* 

6«    c'»  0 


VI  f 


0«         a'«  0  — 


52.  Expresrion  d^Telopp^  da  Tatane  da  t^traMre  en  valenr  des 
8ix  ar^tes  o  et  a',  6  et  6',  c  et  c*,  oppoH^es  deux  ä  deax,  Apr^s  avoir 
mnltipli^  par  2  Ics  trois  lignes  du  döterminant  (IV),  s'il  Ton  y  rem- 
place  les  termes  angulaircs  par  leora  valenr  qoe  foomisseiit  les  tri- 
angles  SBC,  SCA,  SAB,  oa  obtient 

288K2=    a*+6»  — 26»  6«+c«— o'« 

o«+o«— 6'»   6«+c«— a'>  2c« 

IMveloiiy^t  i»ar  la  xhfß»  de  Sanas,  oa  troave 
ety  cn  effectoant, 

10» 
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(VI)  144  F«  =  +c«+«'«— ««— a'«) 

—  o^i'^c's«— Ä^c'^o'«— c*a'«6'*— o^iM 

on 

(Vn)  144F«  -  a»(a'*— a'«)4-aV«(6«+c«—«'«) 

53.  Antre  forme  du  d^tennlnant  (T).  Multiplions  les  cinq  co- 
lonnes  de  ce  d^terminaut  par  les  produits  respectifs 

ofo.o'ftV,  aW,  caft%  oft«'*, 

DOOS  aorons  multipli6  le  dcterminaat  par  le  produit 

ah e .  «W.  o'ftV.  dca' .  ca*'.  abtP  ^  «»ft*«» .  a'»&'*c'», 
de  Sorte  qa*ü  vient 

0        aW      W      Mft^      o&e^  I 

a/fc.ah'c'      Ü        aJ/c.aa'    abe.hh*  abc.cc 

ah'c'.hca'  qI'c'.cm'       0       ah'c.cc'  ah'c  .aa' 

be'a'joab'  be'a'M'  be'a'M'  0  be'a'jta' 
ea^h'jM  ea'h'jnf  ea'h'Jth' ea^h'jM/  0 


divisons  maintenant  les  qoatre  demiöres  lignes  respectivement  par 
kB  produits 

abc^   ab'e\  be'a\  ca'b*\ 
le  d^tenniiiaiit  te  tranrera  divte^  par  le  produit 

abe .  ab'c'.be'a',  ea!b'  =  a^hl^i^ .  a'H'H'K 
Kons  obtenons  ainsi  rexpression 


0 

a'b'e 

W 

006' 

0 

W 

W 

oa' 

0 

cal/ 

W>' 

rc 

0 

abc' 

cc' 

66' 

0 

Dans  cc  döterminant  011  peut  cncore  diviser  la  premidre  ligne 
et  la  premi^ro  colonne  chacune  par  o'^/c',  ce  qui  ro\icnt  ä  le  diviser 
par  le  produit  a'6'c'.  a'6'c'  -=  a'*Ä'*c'*    II  en  reauite  la  formale 
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he     ea     ab  [ 

?? 

0  W 

• 

W     aa'  0 

54.  Volmue  du  t^traedre  en  Taleur  de  denx  arötes  oppos^  et 
de  leur  pln«  conrte  distance.  Par  les  extrömitüs  /i  et  C  de  Taretc 
BC  menons  les  droites  BB\  CC  paralltilcs  et  egales  a  l'aretc  oppos6c 
SA\  tirons  les  droites  Sß\  SC'  et  B'C\  Nous  fomons  aiiui  le 
priame  triaiigalAire  ßABCCB*. 

La  disfeaooe  de  Tarnte  8Ä  au  plan  BCC'ß'  sera  ^gale  k  la  plus 
conrle  durtanoe  et  des  dem  ardtes  oppos^es  8A  et  BC. 

Noüs  avons  lo  tetraödre  SABC ^SAJJCC'B' \  or  lo  prismo 
triangvlaire  SAHCC'B'  est  la  moitiö  da  parallöl^pipMe  qui  a  BCOB' 
poor  base  et  d  poor  hautear;  et,  oomme  le  parallölograiniiie 

BCC'B'  =  BB  .BC  .^mß'BC  ^aa'm,oi^ 

ou  a 

SABCC'B'  ->  ioa'sma.d} 

dODC 

(X)  SA  BC  ou.  V=  \d,  aa'  sin«. 

Ainsi  le  Tolame  d'nn  titra^dre  a'obtient  ansei,  en 
mnltipliant  le  demi-prodnit  de  denx  ardtes  oppos6es  par 
le  Sinns  de  l'angle  compris  et  par  le  tiers  de  la  plns 
conrte  distance  de  ces  mdmes  ardtes. 

65.  Beialien  entre  ks  plns  eenrtes  dlslanees  d;  d>,  <f  <  des  ar^tes 
eppes6es  a  et  as  &  et  6',  c  et  e*,  et  les  aagles  «•  fit  y  eemprls  entre 
«es  arites.  La  formnle  (IX)  nons  domie 

daa'sina  =  d'bb'  sinß  =»  d"<»'8iny; 

ditlsons  par  ces  tniis  qnantit^s  dgales  les  trois  termes  respectiiiB  de 
r^t6  (II)  dn  n<»  39 

aa' co%tt-i-bb' coBß-^-cc' coBy  0, 

nons  obtenons  la  relation 


a'b'c' 
abc 


(X)    2S8I^«  — 


1 

bc 
ca 
ab 


0 

Ott' 

bb' 


uiyiti^uü  Ly  Google 


150  I>»*i»rs  Xi  UM«  «f  h  «Mdir«,  mm  ^Wertfan 


(XI)    •  ?^  +  ^  +  ^/_o 

56.  Dans  la  formulo  (X)  mettons  ä  la  place  de  oa'  sin  a  sa  valeur 
tiree  de  la  premiöre  des  relations  (I)  du  n°  3öj  eile  devient,  par 
Televatioa  au  carr6 

et  donne 

(xn)  r  -  ^y(w+6«4-y«— (w+ö^+c'»— 5»— 

57.  Tolime  MtnMre  w  Taltnr  de  troll  faeee  el  da  tius  da 
snpplteiBl  ii  trlMre  eonprli»    L^eipfeiikm  (II)  dn      48  peut 

or  OD  Bäit  que 

d'aiUours,  en  vertu  de  la  formule  (VII|)  du  u°  17,  ou  a 



BinXainfiaiiiv 

donc  U  vient  ansei 


(xni)  F«  — I^.Ä.c.üf. 

Donc  le  carr6  dn  volnme  d'un  t^traddre  est  egal  anx 
deux  neuTi^mes  du  produit  de  trois  faces  maltipli^  par 
le  siuus  du  sappUmeut  du  triödre  compria 

58.  Tetanie  dv  MtraMie  es  Talenr  de  den  feeee  et  dn  dlMre 
eeaq^  Pane  U  fignre  7  menons  DE  petpendienlelie  enr  l'arlte 
AB  et  tirone  CE,  Nene  avoos 

F—  ^SAB. CD  »  ^SAB.CBmi/  =s ^SAB,    ^    tinc^ ; 

or  le  prodnit  AB.  CB  est  6gal  an  donUe  de  la  fiu»  ABC  que  nons 
aYons  repr6sent6e  ^  8y  de  mdme  qne  la  face  8AB  a  M  ddaignde 
par        Tient  par  cons^quent 

(XIV)  F  -  j  5 .  C.  ^  =  g   .  C.  Sine' :  ^ . 


Digitized  by  Google 


V 


Aliui  le  volame  d'nn  t^tr&ddr«  eit  6gal  an  tiera  du 
prodnit  de  deox  facei,  maltipliö  par  le  sinai  du  dUdre 
compris  et  diyisö  par  la  moiti^  de  l'ardte  de  ce  dUdre 
(G.  Dostor,  NonTelles  Annales  de  mathimatiqaeB,  2*  i6rie, 
tome  VI,  1867,  pege  41S). 

59.  Rapport  dee  produits  des  arfitee  opposöes.  La  fonnule  pro- 
cedente  donne 


et  de  mdme 


^  »  • 


ji'o^  oa  tu  e,  en  maltipUant, 


4 

Or  noiia  avons  Tn  an     57  qae 

par  cons^aent  on  a  la  face 

^  "  T  •  sincwnc' 

On  en  d^dait 

(XVI)        2^  «  sinasina'  ^  sin&BinV  linoshie'* 

Dono  dana  tont  t6tra^dre  le$  produits  des  arStes 
oppos^es  8ont  entre  enx  comme  les  produits  des  sinns 
des  diddres  qni  ömergent  de  ees  aretes. 

60.  Volame  dn  t^traedre  en  valeur  d'nn  face  et  de  ces  Incll- 
■aisoiis  snr  les  trois  sotres  fsoes«  L'expressiou  (XIII)  ponuet  d'ecrire 

^  •s^-^"^?"  a^-^'"F^  s'^-^"' 

d'oü  on  tire  les  ^uaüons 

^,rTT.              iisino'    Bsiny  Criny 
otvn)  —j^^^^  ^. 

qni  tent  combin^es  entre  elles  avec  T^uation  Evidente 
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donneiit  (Tabord 


Ab'ma'  ^  Atfma' 
B  =  —^,    C  jr-. 


puis 


A^ 


8 


a 


a  COta'+i'cotA'  +c'cotc'  sin  a 


Mettaat  cette  Talenr  de  A  dans  re^Nressioii  F=r  Jiff.il.diia', 
OB  tronye 

poor  le  Tolomo  dn  t^tra^dro  en  valour  de  la  face  iS  et  de  ces  indi- 
naiBons  sur  los  trois  autres  iaces  /?,  C  (G.  Dostor,  Noavelles 
Annales  de  Math^matiqnes,  2«  s6rie,  tome  YI,  page414). 

61.  SnrfAce  dn  trlangle  d^termln^  par  les  inteneettons  Cm 
plan  aTee  les  trola  plana  de  eoerdena^  Lo  plan 

(1)  Ä+Qy+/?z+r=0 

conpe  lea  trois  plana  de  coordonn^  ä  des  distances  de  rorigme  qvi 
sont 

T  T  T 

(2)  a  p,      b  =  -^,      e  -g. 

D^signous  par  V  le  volume  du  tötraedie  <iai  a  son  soinmet  ä 
roriginc  des  coordonn^es  et  ces  lougueors  (2)  pour  aretes  laterales. 
Noas  avons  ^ 

1 

Mais,  si  nous  designoas  par  S  la  surfaco  du  triangle  form6  par  les 
intersections  du  plan  (1)  avec  les  plans  de  coordonnees  et  par  p  la 
distance  de  Torigmo  au  plan  secaut»  neos  avons  aossi 


il  s'ensuit  que 


^p'—iPHl^i    Ott  4Ä«-j^y. 

Or  QU  sait  que  la  distanco  do  rorigine  an  plan  (1)  est  donnee  par 
r^nation 
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0     A       B  C 
1t A     \     coev  cosft 

B     C08V        1       COS  \ 
C    008f»    C08l  1 

en  sabBtitoaBt  daus  la  valenr  pr6c6dente,  on  tron?e 


(XIX)  — 


0       P       Q  Ä 
P       1      GOBV  e08f» 

22   cos^   cosA  1 


et,  en  d^veloppant 


(XX)  4iS2 


P*BinU -4-2(227  (cos  ficoBv — cosX) 
+  Q*  8inV+  2  ÄP  (cos  v  cos  — cos  ft) 
-|"  -ß^  sin^v + 2  PQ  (cos  i  cos  ^ —  cos  v) 


Tel  6Bt  le  carr^  de  la  double  ani&ee  dn  triaimf  e  en  questioiL 


€3.  Smrlkee  de  la  liaae  dte  tttraMre  en  Talenr  des  treis  arMee 
laldrales  el  de  lern  IneUnalBens  Mtedles.  Dans  la  fonnnle  (XIX) 
rempla^ne  P,  Q»  -S  par  lenrs  Talenrs  tir^  dee  ^galitto  (2)  et,  dana 
le  rtBiiltat  dumgeons  le8  signes  ^  la  piemidre  Ugne  et  de  la  premidre 
edonne;  eile  deviendra 

a       h  e 


1      C08V  C08fft 


T  COBV 

o 


COS  l 


-    COSfft    cosi  1 

Si  nous  multiplions  les  trois  derni^rcs  lignes  et  les  trois  dernidres 
coloüucs  par  les  quaatit^s  a,  ö,  c,  cette  expression  prend  la  forme 
remarqaablo 

III 


(XXI) 


0 
1 
1 
1 


a*  a5008V  eoo08|i 
a&COBV        ft*  teOOBl 

cacos^  bcCQ^X 


dont  le  ddveloppeinent 
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(XXH)        48»  =  J«c»sin«A  +  2a*6c(coB^ico8»— cosi)' 

•4-  «^a*m*fi+^ea  (cosvoosi— cosfi) 
+  a'ft*8lnV+30*a&  (008  AGOS|»<-*-008y) 

cxprime  lo  carre  dü  la  double  sorface  de  la  face  ABC  du  tetraedre 
SABC. 


63.  SirflMe  du  tMnMn  SABC,  ayaiit  n  Muet  S  k  P«i1«In 
des  coordomlcsy  tm  Tilev  des  eowrdMBtai  x',  jr',  jr*,  tP; 

x''»  y ,  dw  Ms  a«tr«e  fonmti  il.  C  Sopposons  les  am  des 
coordoim6es  rectangolaireB.  Nons  avoiiB 

(3)    a^^x'*+y"+M^\    b*^g^'^+ff^+^,  c«=a:*«+jr*+«^; 

0t,  oomme  les  ^natioiiB  des  droiteB  SAj  AB,  SC  8(mt 


X         ff         Z  X 

~  y'  ~  «'  » 


7»        -"-g''-^"'  ^^^-r* 


U  vient 

C08V  s= 


de  Sorte  qii*on  a 

(4)     oAqoSV  ?5S  »V+yV+sV,    cacosf*  =-  «'aJ^+x'/'+a'«'*', 

Si  nons  sabsütiioiis  les  valeiin  (3)  et  (4)  dans  la  formale  (IV) 
da     50^  nons  obteaoiu  l'^gafitö 

36  r»-  «V'+jfV'+«V'  al'gT+y'Y+'i'»'' 
«'a^»+Sf'/'+//'  t^J'^^/'+J'^  af»i+yw^^ 

Le  secoud  membre  est  le  carr^  da  d^terminant 

✓ 

y" 

i/» 

par  eoofl^qaeat  on  a,  en  extra^t  la  laeiiie  can^e 


(XXIU) 


er— 


«"  y" 
vi"  }/"  J" 


64.  Volome  da  t^tra^dre  SABC,  en  raleor  des  coordonnees  x,  z; 
*i»  Hi^  *\i  *•!  Jf»>  «•!  *•«  J^«»  «»  des  qoatre  seaamets  fi,  C 
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Traosportoiis  Torigine  des  coordonn<^es  au  sommet  S  et  soient 
x',  y',  z'  j  x",  y",  a";  x*",  y**,  z^'  lc8  nouvelles  coordonn^cs  des  trois 
autres  sommets  C.    Le  volurao  du  t^traödre,  exprime  en  va- 

leur  de  ces  deraidrcs  coordüuuccs,  sera  donne  par  la  formale  (XXIII). 
Mais  les  ^galit^s 

donneot 

yi— yi  y'^^yt—Vy  y^  =  yi— yi 
8i  DOOS  svlistitnoiis  ees  valem  dam  la  feimide  (um),  noiia  obtonons 

1       «  3f         s  I 


y 


er 


X,— X  yt— y  « 


0  «  y,— y  »i— » 
0  flß|— «  y,— y  %— « 

0   xg— X  y  «s~« 


6F- 


Dans  le  aecond  d^temünaiil  U  anffira  d'i^oater  la  premiöre 
Usoe  4  chacnne  dea  troia  aniTiiitea,  ponr  »TOir  Teipreaaion  demaad^e 

1   «    y    »  I 

1  a^i  yi  «1 1 
1  «s  y^  «i 
1      M  % 

65.  Methode  direct«  poar  d^terminer  eette  foranle.  Le  plan 
M^M^M^^  qai  passe  par  les  trois  points 

^i(ph.f  yii       -*^s(^s»  yi»       -äftfei»  y»  h)* 

a  poor  ^uatioii 

1  0    y  • 

1  «i  yi  •! 

1  xt  yt  «I 
1   «3   y,  «, 

qiie,  poor  abrtger,  nona  toirona 

(6)  ^+^y+C5i+i>  — 0, 

oll  ff,  y,  a  desiguent  iM  wiablea  wmeäm.  Dana  cetta  i^uatioii 
Ifla  coflffideiita         C  aont  iea  dMenniiiaiiti  reapoetili 


-0, 
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1 

H 

1 

«I 

H 

1 

«1 

yi 

1 

Vi 

1 

1 

Vt 

ll 

H 

1 

H 

«8 

1 

«8 

Vi 

ooB  ditermiluultSy  an  ngne  prte,  repr^Bentent  les  doubles  vooSmm 
des  projectioiiB  dn  triaogle  M^M^M^  snr  les  plana  de  coordonntos 
OYZf  OZX,  OZZ\  par  snite  la  lacine  caitte  de  la  tomme  des  caivte 
de  oes  trois  dßtenninants  exprime  la  donble  snrftoe  de  ce  tiian|^ 

Jfj 3^3/3,  c'est-Mire  qne  WA*  +  5«+C«  =  2  Jf, 3fj M^. 

Snpposons  que  z  soient  Ics  coordonn^es  d'un  point  8  sitnft 
hors  da  plan  (6);  la  distance  <2  de  ce  point  an  plan  (6)  sera 

on  en  tire  ^.M^M^M^.d^  Aai+By+<h-\-1},  Or  2,M^M^M^,d 
est  4gal  ä  siz  fois  le  Tolnme  V  dn  t6traMre  SM^M^M^^  donc  on  a 


^V=:Ai-\-By-\-Cz-\-D^ 


on  bien 


1  «  y  • 

1  «i  yi  *i 

1  «f  yi  % 

1  ya  «5 


Mnltiplions  la  premi^re  colonne  sncoessWement  par  les  qnantit6B 
arbitralroB  o,  6,  c  et  retranchons  les  prodnits  obtenns  des  trois  antrei 
Golonnes,  la  vslenr  dn  döterminant  n'est  pas  altdr^e,  et  il  vient  «ncoie 


(XXV) 


er— 


1  X  — a  y  — b  z  — c 
1  — a  — *  »i— c 
1      — a  y^ — b   Mg — e 

1   flBj — a   yf — h  iTj— o 

oü  a,  b,  c  sout  quclcoucLues. 

66.  Yolnme  da  MtraMre  eomprls  sons  ks  qiatre  plaas 

(1)  Ax  +By  +Cz  +D    =  0, 

(2)  A'x+B'y  +  C»+D'  =0» 

(3)  -A"»-fB"y+</'H-^' -0, 

(4)  A'^ao+B^y+Cfz+iy  —  0. 

Soient  a-,  y,  z  I08  coordonuccs  du  point  d'intcrscction  des  trois 
plans  (2),  (3)  et  (4);  x\  y\  »'  Celles  da  point  d'intersection  des  plans 
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(3)  ,  (4)  et  (1);  fl^',  y*,     Im  coordomute  de  lintenection  des  plaas 

(4)  ,  (1)  et  (3);  enfin  a^,  y^,  i/*  oelles  de  llatenection  des  plana  (1), 
(9>  et  (3).  Le  Tolnme  da  tdtnddre 


er 


1  0 
1  «' 

1 


r  y 


1   aJ*  jT  «"I 


MoltiplioiiB  ce  d^tenninant  par  le  suivant 


D  A  B  C 

ly  A'  B'  a 

BT  IBT  C 

i  jy"  A"'  if  Cf 


BOUS  obtenons 
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I 

^    k  ti.  tu 

t  + 


b  b  ö  b 

t  +  tt 
^  ti>^  ik. 

^  «: 
±  +±± 

bo 

%  <  <  ^ 

%  ^  • 

^  ^  ^ 

+  +  +  + 
tk.   ^  X 


«C  «;  «-  s 

+  ft± 
^ 

•c 

+  +  +  + 
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Cela  pose,  le  point  (x,  »)  iippartenant  aux  trois  plans  (2),  (3) 
et  (4)  mala  so  trouvaut  extericor  au  plan  (1),  on  a  ^videmment 

Am  ^Bg  +Cli  +D  — 

A"x+ir'y-\-C"z+iy'  =0, 

et  d6  in&ne 

+Cz'"  +z>  «0,- 

ilV"  +Cz"'  +D'  =0, 

^  V  4-  js'Y'  +      +     =  0, 

Oes  6qaations  r^dtdsent  la  Taleui'  (5)  & 

A  0  0  0 
0  0  0 
0  0  A''  0 

0  0  0  i"' 

oü  fl  teste  k  d^tenniner  les  oonstantes  X,  l\  A",  A'". 

Ponr  avoir  A,  11  suftira  d'eliminer  x,  «  entre  ies  qofttre  i^qoa- 
tions  (6).  Kons  obtenons  ainai  T^galit^ 


(7) 


6KD=s= 


AA'A"A'", 


0  = 


il     F  C    D  —X 

A'   B'  C*   Z>'  —  0 

B'  C"  i?"— 0 

JX»M  B^  C*'  D^'—O 


A    B    C  D 

A'  B*  C  D' 
A!'  B'  C  Lf' 


A    B    C  l 

A'  B*  C  0 
Ä'  B'  C  0 
^•ii  gm  CM  0 


qiiiy  eu  faisa&t  osage  de  la  aotation  abr6g^e,  revient  k 

(A  B'  C"D***\ 

On  tron wait  de  mdme  qne 

(AB' CD"*)  (AB' CD"')  (AB' CD"'), 

*  ^  WM"*C)  '  {A"*BC')  '  U^'C)  • 


par  cona^qaent  U  vient 
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(AB'C'D'")* 


Si  nous  Bubstituüiiä  cette  valeur  dans  T^quation  (7),  noos  troa- 
veroQs,  pour  Ic  volumc  demaude. 


6K 


oa  bien 


6K  = 


ABC 

Ä'  B'  C 
Ä'  Sf*  C" 


(XXVI) 

A   B   C  D 

Ä'  B'  C  D 

r  Bf'  (T  jjr 

A"'  ET*  C"  ly* 


X 


£  0 

B"  C" 
A!"  jB'"  C'" 


A'  BT  C 
XA'"  B"'  C" 
[ABC 


X 


A'"  Bf"  C" 
ABC 
A'   ff  C 


Cette  formulo  est  due  a  Joachimathal  (Journal  der  reinen 
nnd  angewandten  Mathematik  von  Grelle*,  T.XL,p.21 — 47). 

67.  Prodnit  des  Yolnmes  de  deiz  t^tra^dres  es  T«leir  det  seise 
distances  des  quatre  sommets  da  premier  t^traMre  anx  qnatre  som- 

niets  du  second.  Soient  V  et  V  les  volumes  de  deox  t^traödres 
SABC^  S'AlB'C  ayant  leon  Bommets  respectüB  aux  points 

Nous  avoBB 


6Fs= 


1 
0 
0 
0 

0 


0  0 

1  ff 

1  0, 


0 

y 

«1 


1  y« 

1    «8  ya 


0 


6F'  — — 


0 

1 
1 
1 

1 


1 

0 
0 
0 

0 


0 


0  0 


Vi' 


M' 


MidtipUoiis  ces  denz  ^gvMtte  memlNre  &  membie,  il  vient 
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I 

 1^ 

ttit 

+  i  +  + 

^ 

^  ^ 

cP   .S»  \ 

*"  NT 
^ 


tttt 

^    5"  ««^ 

^  ^  ^ 

fitt 

^  «• 

^  4» 


te 


+  +  ±  + 

V*   ««  «t* 

&    2«    &    «(.  M 

#  ? 

^ 

Repr^sentons  les  distances  des  sommets  da  premier  t^traödre  ä  cenx 
da  second  par  le  Dotation 

ÄS»  =  ein,   ÄS'  =  dti,   BS'^dii,  CS'^d^, 

Äi'-d^  AÄ'^d^  BAf:=^d^  CA'^d^ 

SBß'-f^d^,  ABß-^dn,  BB^'^ds^  CB':=sd^ 

Ä7'=c/,^,   AC'^dfi,   BC^^fl^,  CC'^d^; 

et  dtisignons  Ics  distauccs  des  memes  sommets  a  i'origiae  des  coor- 
donnees  par  los  lottres  saivantes 

fi'OaBs',    A'O^Bf,  B'O^}^,  C'Ossc*. 

TaULTIU  II 
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ü  68t  ^vide&t  qne 
on  €11  üra 

On  obtiendrait  des  valenn  analogues  povr  les  antres  sommMdo 
prodoitB. 

Cela  ^tant,  dans  notro  demier  detcrminant,  niultiplions  les  qaatrc 
deniieres  lignos  par  2,  puis  divisuns  par  2  la  premiero  colonne  re- 
sultante;  le  detcrminant  sera  multiplie  par  2^:2  =  2'  =  8.  Kem- 
pla^ous  ousuite  les  sommes  de  produits  par  Icurs  valeurs 

8«+8'^— c<ii«,   8^+8'^— du*,  etc.; 
110118  obtenons  l'^galitö 

—  2bÖKr'  — 

Ol  1  1  1 

1  BH-B'«-4a«  a«+B'*-^*  bH<"-^»  cH-B'*-4ii« 
1  BM-a*^,«  aH-a'«-^«  bM-a'«-^,«  cH-a*«-^« 

1  88+b'«-d,3«  aH-b'«-^«  bH-b^-dga«  c»+b«-.d4, 
I  1  ci,42  a^+c'»-<^^  b^+c^--rfj4=*  cH-c«-.d44 

Ponr  traiiBfomer  ce  d6tenmiiaDty  conaemiiB  la  premito  cidoBiie. 
mvltiplions-la  eoBiiite  BnceeBBtreiiieiit  par  b',  a',  b^,  et  retnnclioiit 
lea  prodnitB  mpectlTeiiieiit  deB  qnalre  denüjftres  oolonneB;  le  ä&bet- 
nünaat  on  change  paa  de  yalenr  et  Ton  a 


0  1111 

1  a«-il48"  a«-^«  a«-^«  a«— d«» 
1  b«-ä,a«  b«-djö«  b'"-./33^  b«-rf4s* 

1  C'«— di4*    C'^— t/^^ 


14 


Dana  ce  d^tenninant^  coiiBervons  la  premidre  ligne;  mnltiplioii8-la 
emniite  BiioceBsiTement  par  s'*,  a'*,  b",  c'*  et  retranchons  les  pro- 
didts  reBpectiyement  des  qnatre  demi^res  lignes;  le  d^termiiiaat  oon- 
Berve  Ba  valenr,  et  il  vient 

0  1 
1 

1 

1  -ä,,^ 


8 


2 


-du' 


I 
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Enfin,  si,  dans  co  detorniinant,  nous  multipiions  par  —1,  d'abord 
les  quutre  derni(>res  lignes,  puis  la  premi^ro  colonne  resultante,  le 
d^'tenniiiaiit  scra  niuUi])lie  par  la  cinqoieme  paissance  de  — 1,  cban- 
gera  de  sigue  et  devieudra 


(XXVn)    288  VV 


0 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

dl,' 

1 

^4» 

pour  la  valeur  cherchee  du  produit  288  FK'. 
8i  les  denz  titraddres  colncideiit,  on  a 


4m  — 0, 

et  ü  Tient 


288 FF« = 


0 
1 
1 
1 
1 


1  1 
0  a« 
a>  0 


1 
0 


1 

4« 


0 


comme  an  n9  51. 


I  in.  Elf rcssiew  dlTcnci  du  rayra  4e  la         elmncrlte  aa 

tetraedre» 


.  OB.  Expression  en  d^termiiiant  da  rajon  Ii  de  la  sph^re  circon« 
scrite  aa  tt-traedro  SAhC,  en  valeur  de  trols  aretes  contigues  iS'^=a, 
SB^nzb,  5C  =  c  et  des  incliiiaisons  mutuelles  de  ces  aretes,  BSC  =  X, 
CSA  =  fi,  ASB  =  V.  Prenons  le  sommut  S  pour  origine  et  les  aretes 
Ä/1,  SB^  SC  i>ouT  axes  des  coordonnces.  D^signons  par  r  ,  y,  z  les 
coordonnt'cs  du  centre  O  de  la  sphöre  circonscrite.  Le  centro  O  scra 
le  point  d'iiitersection  de»  trois  plaus  elcves  sur  les  milicux  des 
aretes  a,       c  perpcudiculairemout  k  ces  aretes;  par  cous^queut 

^*  ^-  ^  seront  les  prcjeetions  orthogonales  du  rayon  SO^^Rwait 

les  trois  axes  de  coordonu^es  SX^  S\\  SZ\  de  sorte  que,  si  c,  y 
sont  les  inclinaisous  de  SO  sor  ces  trois  axes,  uouä  avous 
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Cela  poB6,  projetons  le  rayon  SO  et  la  lig&e  briste  «+9+* 
sveoeflrimieiit  bot  SO  et  sor  les  trois  axes  de  coordonnta;  neos 
fonnoDB  les  qnatre  dqnatioiiB 

— Ä+afC08a+yC0BU+«C08y  —  0, 

—  7Zcosa-|-a:+ycOS  v+acos^i  =  0, 

—  Rco9ß-\-xcosv-}-i/-\'ZCOsX  =  0, 
— i2cosy+«c08|*+yC08il+»  =»  0. 

Entre  ces  qnatre  ^qnations  ^Uminons  Iob  tcoiB  wiables  x,  y,  z\ 
noi»  obtenooB  r^qnation 

1      COBCr    GOB/3  COS]^ 

008«  1  COBir  COBfl 
C08|9  C08V  1  cosit 
cosy    cosfi   cosil  1 

Si  üous  mvltipIioiiB  la  premidre  ligne  et  la  pvendte  colomie  per 
2Jl  et  qae  dans  le  rÖBnltat  noiiB  fiüsons  la  Bobstitiitioa  des  valeon 
(1),  noiiB  tronYonB  l'^quation 


0. 


(D 


a 
h 


b  0 


a 
1 

cosy     1  cobX 

008^    COBl  1 

qui  nons  donne  rexpresBion  demandto 

0     a        b  e 


0, 


(n) 


a 

a     1  cotv  coBfA 

b  wiv     1  COSA 

e  oosfi  cosl  1 


69.  Ezpresriett  dtfrekppte  di  njen  de  la  sph^  etreeaMrlfte 
aa  tMraMret  ^  talear  des  trols  arllM  oentlfni^  et  dsa  toltiBlseM 
■mtacllM  deoesarfttes,  Le  second  membre  de  l'^iiation  prdcödenta 
revient  ä 


a     b  e 

COBV  1  COSA 
OOBfl  OOBV  1 


a       b  c 
1    C08V  C08^ 
COBf»  COBl  1 


a       b  c 
•    1    COSV  008^ 
COBV      1  COSi 


COB  trois  determmants  sont  respecüTement  ^aax  k 
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asiu^A +Ä(C08 1 COB  ft — COS  v)  -f  C  (COB  V  COB  A  — COS fi), 
• —  ^siü^'fA —  c(cos  fi  cos  V  —  cos  A)  —  a  (cos  X  cos  fi  —  cos  v), 
«8inV-|-a(oo8  V  OOS  A — cos/4)4~6  (cos^  cos  v  —  cos  A); 

maltipliant  par  les  qnaiitit^s  reepecdTes  —b  et  c,  pois  sgontant, 
on  trouve  quo 

(HI)  AifiJ*  —  a>smU+260(oo8|cco8v  -cofll) 

+  ft%dnV+3ea(oosvo08A  ^eosfi) 
'  -)-«%i]iV+8a&(coBAco8fi— «cosy). 

70.  EzprMBtoB  «■  «Mtondaanl  4n  nyoB  ie  U  sphte«  elrm« 
Milte  M  tttriMie,  ea  Tileur      Bix  arltes  a  et  o'»  6  et  6'»  «  et 
oppos^  ienx  4  4eiu.  Dans  le  ditenninaat  (II),  molüpIiooB  Iob  trois 
derni^res  oolonnefl  respectiTeiiieiit  par  2a,  26,  2^,  puls  les  qoatre 
denddfes  lignes  r^Bultantes  par  |,  o,  A,  c;  nons  obtenons  r^uation 


0        a«  Ä>  c» 

tfi  2aß  2ab9Mv  20ecoB|i 
h*  2afteoBv      26*  2&0OOBA 

2cacüs/x   26CC08A  2c* 

cm,  en  remarqnant  qae  a*i^e*J*  »  36F*  et 

2aÄC08v  =  o^+Ä*  — c'^    2mcoSf4  =»  c*4"<** — *  * 
2a6cosv  =■  a*+6*— c'*, 


576 F*B*  —  — 


2o« 


fl»  c*+a*— 6'«  6*+c»— a'«  2»* 


Retranchous  la  premidre  ligne  do  chacune  des  trois  suivaatosi  il 
aoas  vient 


676K*Ä*«  — 


a«  a* 


6*  «* 
a*— c'*  a*— 6« 


Si,  actaeUement,  nons  retranchoiiB  la  prämiere  colonne  de  cha- 
cmie  des  trois  raiTaatea,  nons  tronyons 
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676  F  W  — — 


6« 


0 
—4« 


6» 

— 

0 



0 


Enfin  changeons  Ics  eignes  des  trois  demi^res  ligues,  puis  le 
signe  de  la  premidre  colonne  resultaDte;  Ic  d^terminant  sera  multiplie 
par  la  quatriöme  puissance  de  — 1  et  n'anra  pas  ch&ng^  de  eigne. 
Nona  avons  ainei  rexpreaaion  demand^e 


(IV) 


576  F«i2*  =.  — 


0 


71.  Calcnl  direet  de  ce  d^terminant.  Supposons  quo  Ic  tetraedre 
SäBC  Boit  rapporU  aa  centre  de  la  sphöre  circonschte  et  d6signoiis 
par  X,  py  s;  x^,      «1 ;  fl^  s%»  Hf  's      coordonn^a  dea  quatre 

sommetB  JS^  Ay  ß,  C, 

Dans  Texpression  (XXTV,  n®  64)  du  volume  V  da  t^tra6dre, 
multiplions  la  premi^re  colonne  du  di-terminant  d'abord  par  iZ,  puis 
par  — R\  noos  obtenons  les  deux  egalitcs 


6KB 


R 

R 


y 

Vi 


R  xt  Vt  H 

Ä  »I  y»  «I 


— 6rjB  = 


— Ä 

—R 


y  » 

Vi  H 


—R  t/t  H 
— Ä    xt   Vt  H 


dont  le  pn 


eit 
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I 

s 

 ii[ 

I  I  1  T 

Ss  So  ft)  Sa 

W        H)       M  I 

««  J_ 
C*         t«        M  1^ 

I      I     I  I 

ts      S:  S) 

ffjf 

im 

i>    m"     «>  j? 

_L_  I 

W         tO  1^  — i— 

I  I  I  I 

^     ^    es)  ^ 

Ulf 

litt 

5  ^  's  ^ 

f  ftt 

4'  4* 
3'  c5' 


Cela  trouvö,  les  sommeto  JS^  A,  C  6tant  sita6s  bot  la  Bphdre, 
BOUS  avoiiB  d'abord 
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— +«•  =0, 

n  vient  eosuite 

=  («*+if*+-^)+(%*+yi*+»i»)-2(a»i+m+«»i), 

on 

de  aorte  qn'om  a 

Substituaut  toutes  ces  valenrs  dans  notrc  dcrnier  detenninant  et 
multiplions  les  quatre  colonnes  par  — 2;  Ic  determmant  scra  multipli^ 
par  (—2)^  »  16  et  nouB  obtieadronB  encore  la  formale  (lY). 


72.  Denlime  feme  da  diMenalaaKt  ^  doane  le  rajon  de  b 
ipMre  efreoDsorite  aa  tdtraMre»  an  yalesr  det  six  ar^tes.  Molti- 
plioDB  lee  troia  denü^res  cokmoM  du  dötenninant  (IV)  par  lea  qnaa- 
titte  respectiTea  ftV,  c^>,  a%';  le  d^terminant  ae  troaTera  moltipUi 
par  le  prodnit  6M.Äi'.a%>     a*AV*  et  Ton  aara 


576aW        -=  — 


0  aW 

4^  c»aV«  0 


DivisoiLs  maintenaut  les  quatru  ligiies  respectivemcnt  par  n^b-c-, 
s',  i-,  c~\   Ic  detenninant  sc   trouvera   divis^  par   le  prodnit 
a^b^<^.a^»b'*,c\  de  sorte  qn'il  vient  auasi 


a 


(V) 


576K>JR«  =  — 


Ol  11 

1       0  C«C'« 

1  A'»  0 

1  &^'«  «V«  0 
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73.   TroLsienio  foriur'  du  d^terrainant  qni  donne  le  rayoo  ile  la 

sphere  circouscrite  au  tetriit'dre  oii  ralenr  des  »ix  aretes.  Dans  ce 
dcrnier  detcrminant  multiplions  los  (juatre  lignes  par  Ics  qnantit^ 
respectivcs  aa'bh'ec\  aa\  bb\  cc' \  le  dotcrmmaut  sera  multipli6  par 
leproduit  aa'bb' cc\aa' ,bb\ee'     d^a'-b-b'-c^c''^  \  nüus  avous,  par  suite, 


0    QaWet*   aa*Wo€^  aafWe^ 


Difif ODS  ftctneUement  les  txoU  derniftros  colonnes  respectiTemeiit  par 
Wcdlf  oe'cKi',  aa'hh'i  le  d^temünaDt  se  tronvera  divisd  par  leproduit 
Wöc'.cc'iMi'.aa'W«*  aV"4*5'"Ä'*.  D  vient  donc  encore 


(VI) 


576  K«i22  =  — 


0    aa*  oe* 


ce*   bb*  aa' 


0 


74.  Expression  d^veloppäe  de  la  valenr  de  57(ir*/2*.  Daus  ce 
deternimaut  rempla(;ons  la  premi^re  colonno  par  la  somme  des  quatre 
oolonnes*,  nous  obteuons 


aa  -\-bb*+eeß  0  cc* 
aa*-\-hb'-{-cc*    Cd*  0 


W 
aa* 

0 


Nous  voyons  ainsi  que  le  determinaut  (VI)  est  divisiblc  par 
aa*'\-bb'-\-cc'.  Si  l'on  avait  rcmplac6  la  preraiorc  colonne  par  la 
somme  des  quatre  colonnes  respectivement  multiplices  par  1,  1,-1 
et  —1,  oü  aurait  vu  que  Ic  detenniuaut  (VI)  est  aussi  divisible  par' 

II  est  facile  de  voir  (lu'il  est  de  merae  divisiblo  par 
cc'-j-«»' — ^*  et  par  aa' -\-bb*  —  cc'  et  qu'ou  definitive  ou  a 

(vn) 

00 

IVIU)  nV^R^  =  F^i,r^  —  aa'){r*''hh*){F*'-te*), 

en  posant 
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Cettc  donnere  formule  (VIII)  est  due  ä  Grelle  {Crelle,  Samm- 
lang mathümatischor  Aufsätze  und  Bemerkungen,  T.  I,  3. 
page  105). 


75.  PrenoiiB  encore  le  eommet  8  poor  origine  et  les  aitoi 
8A,  AB,  8C  ponr  axes  des  cooidonnöes.  Soit  O  le  centre  de  U  * 
sph^  iascrite  dana  le  ttoaödre;  d^signonB  par  «b,  sr,  «  lee  coor* 
donn6efl  de  ce  centre  et  par  r  le  rajron  de  la  sph^. 

L'equation  du  plan  de  la  face  SBC  ou  du  plan  des  ijz  etant 
X  =  0,  nous  obtenons  la  distance  du  centre  O  a  ce  plan,  en  faisant 
^  ^  1 ,  B  ^  ^  C  =  D  —  0  dans  la  formule  generale  qui  douuo  la 
distance  d'uu  point  k  un  plan.    Cctte  distance  ^tant  represcntee 

gji^i  f* sin  iL 

pur  r,  noiiB  avons  abud  T^galit^       ^  sin'il,  qui  donne  m —j- • 


Lee  coordonnöes  da  centre  de  la  sphdre  iuBcrite  dans 
le  t^tra&dre  eeront  par  snite 

rsini  rsiutt  rsinv 

(1)        «--^>  y--j^ 

ce  centre  appartient  k  la  droite 

X  p  z 


ml    sini»  ainv' 


qui  a  tous  ses  poinls  egalement  eloigues  des  trois  faces 
du  tritdre  S. 

Le  plan  ABC,  passant  par  lee  extr6mit6a  des  ardtei  8A^ 
SBssh^  BC^e,  eti  repr^aentö  par  l*6quatlon 

(8)  |+|+!_i=o. 

La  distance  du  cenire  O  ä  ce  plan  ae  tronTera  en  fidaant 

_     »  .  y  .  z  r  /aini  ,  sinfi  ,  ainv  4f\ 

dana  la  formale  qui  donne  la  distance  d'an  point  k  an  plan. 

Cette  formale  douiic  ainsi 
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/sinil    sinfft  .  ainy  1 


1 


1 
h 


1 

c 


1 
a 

]_ 

h 

1 

c 


1  oosy  cosfi 
oosv     1  cosi 

CüSft    cosA  1 


-0, 


et  donne 


(sinl  , 


sinjii  ,  Biny 


h 


-ff- 


0  - 


1 

a 


1 
a 

1 
b 


1 


1 

1 

h 

e 

COBV 

C08f» 

1 

cosi 

COSA 

1 

Or,  en-  verta  de  i'^galit^  qni  prtcMe  la  formale  (ZXI)  da  62, 
le  aecond  membre,  moltipBö  par  a*^^^  est  4gal  u  cair^  de  la 
doaUe  sarfiue  8  da  triangle  ABC,  Noas  ayons  donc 


(sinA  ,  siiift  ,  siiiv  /i\ 


d'oü  noas  tirons 
0) 


r 


sinil  ,  siii/i.  sinv 


4S» 
2iS 


0^0 


Cette  fonniile  donno  les  rayous  des  deux  sphercs  tangentes  aax 
quatre  faces  da  t^tra^dre,  lesqaelies  spheres  out  leors  c^tres  sita^s 
BOT  la  droite  (2).  ^ 

Si  Ton  a  soin  de  changer  dans  cette  6gaation  (I)  saoceisiTenieat 
le  sigiie  de  irinil,  siiifi,  sinv,  on  fonnera  les  trois  öqaations 

^     sinft  ,  siny    sinA  2iS 


+ 


b    ^    e        a  abc* 


(II) 


r" 


sinv  .sin  A,  sin/;* 


2S 


sin  A    sin      sinv  ,  2S 
a    *    b         c  ^abe' 


qui  dünucnt  les  rayous  des  six  autres  sph^res  tangentes  aux  plana 
des  quaü'c  faces  du  tetiacdre. 
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Ces  Bphhrw  out  lenra  centres  sitote«  devx  par  denx,  rar  les 
droites  respcctiTes 

eink     siufi  siuv* 

g  y  g 

Bini""  8in(*'"Binv' 

a;  y_  e_ 

sinl  ~~  BinfA  *"    sinv  * 

qui,  etant  dirigees  daus  riuterieur  des  trois  triödres 

SÄ'BC,  SAB'C,  8ÄBC\ 

fonnes  par  deux  dos  aretes  SA,  SB,  SC  et  lo  prolongement  de  la 
troisitunc,  soiit  les  lieux  des  points  equidistants  des  faces  de  ces 
triedres  {G.  Dostor,  Nüuvelles  auualos  dü  math^matiquea, 
2«  s6rie,  tome  XII,  1073,  page  367). 

L'^qaaüon  (1)  peiit  d'aUlears  s'obtenir  directement  En  effet, 
en  y  faiaant  immvir  les  d^nominatenrs,  on  la  change  en* 

maifl,  en  d^signant  par  V  le  volnme  du  t6traödre  et  par  ^i,  C  les 
trois  feces  8BC^  SCA^  SAB,  on  a 

o&cJ  »  6 F,  ^8inA»2J,  caaskft  ^  2B^  a68iav  =  2C, 

ce  qoi  r^doit  uotre  equation  ä 

Sr^r(A+B+C±8), 

d*oü 

V^iA+B+C±S)^, 

ce  qui  est  dvideat 

§  V.   Tetraedre  circeuftcrijiUble  par  les  arete«. 

70.  Nous  donncrons  co  nom  aux  t^tra^dres  dont  les  six  aretas 
80Dt  taugüuteh  ii  uae  meme-  sphere. 

ConsetTons  toatos  les  notaüons  pr^cddentes  et  appelons  ce,  /I,  y,  d 
les  Segments  des  ardtes  qnl  sont  compris  entre  les  sommets  AyB^C^S 
dn  t^tcai^  et  les  points  de  contaet  de  oes  ardtes  a.Tee  U  sphte. 
Nons  avons 
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(1) 

«Toft  nons 

(I) 


DDB,  en  i^ontaat  Terticaleiiient, 


DoBC,  dans  tont  t^traftdre  circonscriptible  par  les 
arites,  les  sommes  des  ardtes  oppo^^es  sont  ögalesentre 
eile  8. 

77.  Oosinas  des  ancrlos  au  sominct  S.  D^siguons  toujours  ces 
augies  BSC^  CSA,  ÄSB  respccUvement  par  1,  fi,  v.  Poisqae 

«"t^&t^eS.^fttfGOsl, 

il  vient 


cosi 


2be 

uoxxs  avons  donc 


2be 


2be 


2ya 


oosv     1  f , 

00 


(II)      COSl  —  1  j^t  ODSf» 

d*oli  on  tire 

(HD  sin'J  .  ^ 

78.  Yolnme  da  t^traMre.  La  fomule  (lY)  dü    50  noug  donue 

 COSV    — COSfi 


36     =  —  a«Ä  V 


—1 

— cosv  — 1  — cosl 
—COSl*  — cosA  —1 


10         0  0 

1      — 1  — cosv  — eos^ 

1  — cosv     — 1  — cosi 

1   — COSfi  — cosX  — 1 


si  iions  ajoQtons  la  premi^re  colonue  ^  chacuue  des  trois  suivaates, 
il  noos  Tiendra 

11  1  1 

1  0         1  —  cosv  1— C08|» 

1  1— cosv       0  1— eosi 

1   1 — cüSft   1  — cosA  0 

mala  nons  aions  par  les  4galit^  prMdentes  (II) 


36  V«-  — aW 
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1  —  COSA  =  ^»     1 — C08^^=^,     1  —  C081^ 


Sabstituous  ccs  Talcurs  dans  notre  demier  dctorminant,  pois  malti- 
plions  respcctivemont  par  a,  c  d'abord  les  trois  denü&res  Ugnes 
pnis  leB  trois  derni^es  colonnes;  iions  trouTOiiB 


\     a      h  e 

a     0  2/?a  2ya 

b  2aß     0  2yß 

e  2ay  2/}y  0 


Si  nous  divisoiis  los  trois  demitres  lignes  par  2  et  quo  nous 
niultiplions  aussi  par  2  la  premicre  colonnc  resultaute,  le  determinaiit 
sera  divise  par  4,  de  sorte  qa'il  nous  yieiidra 


(IV) 


— — 


2  a  60 

rt  0  cj3  ay 
b  ßa  0  yß 
e  ya  fß  0 


2  ? 


b 
ß 


a 
o 

ß 
e 

f 


0 
1 


1 
0 


e 
Y 

1 
1 
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pour  Ic  triplc  carre  du  volume  du  tetra^dre. 


79.  Bayon  da  la  8ph^rc  tangente  anx  slx  arßtes  du  t^traedre. 
Soient  O  le  centrc  de  cette  sphdro  ot  r  son  rayoD.  Appelons  9  Tin- 
clinaison  commune  de  la  dröite  SO  siir  Ics  trois  arStes  du  triödre  S. 
Nous  avons,  en  4gard  k  la  yaleur  (I)  dn  u<>  20, 

...   A  .  I»  .  V 

r  =  dtai|g9  —  2  9 

et  si  nous  mettons  dans  cette  expression  les  Yalenrs  (III)  noaa  trou- 
verons  que 

m  ,     Aüßyd     Aaßyö  2ußy6 

^  '  ahed         er  8F  * 

80.  Auf  les  dM  arCtes  on>M^  Bepr^sentons  par  € 
les  angles  des  arltes  oppos^es  a  et  V,  6  et  6%  e  et  Nous  ayons 
{ik^  88) 

2aa'coBii  —  52+6'«— c«—c'«; 
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rempla^t  les  arStes  par  lern  valeun  en  fonctioii  de  fit  fy 
nooB  olytenons  , 


d'oü  BOOS  tirons 


/TTTTx  A  9^  aß-\-yö  ßv-^-aö  yaA-ßö 
et,  par  soito 

  j}  C 

(Vm)  tangntang  ^tang-s  1. 


§  VI.  Tetraedre  öqaifadal. 

81.  Nous  douiierüiis  ce  nom  au  tetraedre  dont  les  quatre  faces 
sont  des  triangles  egaux;  les  aretes  opposees  y  sont  deux  h  deux 
Egales  et  les  angles  plaus  de  cba(iae  txi^dre  valeiit  ensemble  deux 
angles  droits. 

Nona  repr^aenterona  par  o,  6,  e  lea  troia  c6t^  da  triangle  gto^- 
TStenr  ABC  et  par  ^,  JS,  Clea  anglea  oppoate  ä  oea  cdt^a.  Nona 
d6BVgnen>]ia  d'aüleiira  par  lea  mdmea  lettrea  o,  c  lea  anglea  diödrea 
qni  aont  a^jacenta  anz  ardtea  o,    e  da  tötraMre. 

Si  dans  les  formales  des      2  et  suivaiits,  uous  substituons  les 

petites  lettros  aux  grandes  et  r^ciproquemeut,  nous  obtiendrons  les 

relations  qui  existent  eutre  les  trois  angles  plana  C  da  tri- 
augle  gen^rateur  et  les  trois  diedres  a,  6,  c. 


Lee  prindpalea  de'oe  relatioaa  aont  lea  aaiyantea: 

.  a     1  /coaBcosC        a     \/  coaii 
(I)  Mg  -^riajdnC   "="»3  =K ttaBstoC- 

a  i/cos-ßcosC. 

„  a  h  ^        C  a         h  r 

(EL)   eos  ^  tang  ^  =  cos   taug  ^  ^  cos  i7  lang  ^  =  tang  ^  taug  ^  liii'g  ^ » 

(m)  8m»g+8iii»|+8in»|  =  l, 

(IV)  coaa+coaft+ooaes  1) 


176  Dotiorx  Lt  trUdre  et  le  tHraidr«,  ante  ajap^MO^iofi  du  dttärmmant». 

(V)  ^  «  2  VeosilcoB C=s  2tang  ^  tang  ^  taug  ^• 

82.  Volume  du  tetraOdre.  Mettons  cettc  valeur  de  dans  la 
formale  (II),  F=ia6c^,  du  48,  nous  obtenona  poor  le  volame 
du  t^traedre 

(VI)  F  ==  Jaic  Vcos -4 cos cos 

or  le  triaai^e  g^ntoUear  nous  donne 

2bc  2ca  2  ab 

•par  suite  notu  trooTons,  en  snbBtitiiaiit  et  en  £tof  ant  an  cut^ 

83.  Rayons  des  sph^^res  inserite  et  ex-iuscrite.  Ddsignons  ces 
rayons  par  r  et  r',  et  par  i$  la  sorface  da  triangle  g^n^ratenr.  II 
est  Evident  qoe 

ü  vient  donc 

Soit     la  hautcur  du  tetra^dre.   Puisquo  V  =\ SH,  on  a 

(IX)  J7-.4r  — 2r'. 

Ainsi  la  bautour  da  t6tra6dre  ^quifacial  est  6gale  an 
diam^trc  de  la  sph^re  ex-inscrite  et  4gale  ao  double 
diametro  de  la  spliere  inscrite. 

84.  Rayon  de  la  spht^re  circonscrite.  Les  aretes  uppos^es  du 
tetraedre  equifacial  etant  egales,  la  formale  (YU)  da  74  nous 
donuera 

576r«Ä"  —  (a>+6«+<j«)  (5*4.0«— a«)(fl«+a«—ft«)(a*+6«—c«); 

divisant  cette  cgalitc  membrc  ä  mcmbre  par  la  relatiou  (VII)  du 
82,  noas  obteuons 

(X)  Sä»  — a«+&»+c». 

Donc  le  double  diametre  de  la  spbere  circonscrite  ao 
tetraedre  ^quifacial  est  6gal  ii.  la  racine  carr^  de  la 
somme  des  carr^s  des  siz  ardtes  da  tetraedre. 
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§  III.  Tetrae4re  ä  ar^tcs  «ffM^  redaigiUlrci. 

öo.  Th^ordmc  I.  Daus  tout  tetraödro  a  aretes  opposees 
rectangulaircs,  Ics  sommes  des  carres  des  aretes  oppo- 
sees sout  egales  entre  elles. 

Kons  aYODB  tu,  an  rfi  39,  qiie,  si  denz  systdmeB  d'arßtes  oppo- 
8^  sont  rectangolaire»,  les  denz  oppoflte  restantes  sont  anBsi 
peorpendicidaireB  entre  ^ea.  En  eappoeant  doac 

(1)  ß.^f         d'oü  coB0t  s  608/1 «  coey  »  0, 
les  trois  fonnnles  (I)  da     88  donnent  de  aalte 

86.  ThC'on^me  II.  Daus  tout  titraödrc,  a  aretes  oppo- 
sees rectangulaircs,  les  trois  aretes  d'un  menie  triedre 
sout  proportionuelles  aux  .cosinas  des  faces  opposees  de 
ce  triedre. 

Gar  lliypotlitee  (1)  rMait  lea  igalit^s  (III)  da  40  aox  aoi- 
taatea 

acosfi  =  ^cosA,      &COSV  =  ccosfi,      ccosil  =  acosv, 
qni  donnent 

__a  b  

^  '  ooaX    eoB(ift  ooav* 

87.  Belation  entre  lea  troia  aretea  d'an  meme  triödre 
et  les  angles  diddrea  adjacenta.  Soit^  la  valear  oommone  de 
oea  troia  rapporta  (II),  de  aorte  qae 

(2)  coaUssaM,  GoaV^^»*»  cosV»c»iJ. 
Le  triddre  8  nooa  donne  aaaai 


  sinV     sin^v  ,^ 

i5?a  — Bln*6'"ain*«  — * 

d'oü  nous  tirons 

(3)  ain'A  »  f^'ain^  ainV»«^nn<^,  ain^v  — />ain«c. 
ijoataat  lea  ^giOit^  (2)  et  (8),  nooa  obtenona 

— l+r»a«+r'«aSn»«  -  0, 

—  l  +  r2i^4-r'«sm»ft  —  0, 
Ten  Lm  12 


Digitized  by  Google 


178  DoaUrt  L§  triidn  tt  h  tMdrt,  mm  appHtaHt»  ät§ 

Eliminant  Im  lacoaiiBeB  r*  et  r'*  entra  Oes  trols  ^qpaliinB»  on  Inmve 
la  rdatioii 

1  eiii^ 

(HI)  1   6»    sin^i  =0, 

1  e>  ein^ 


qui,  6tant  d^volopp^e,  se  met  soos  la  forme 

/rvx   1  /sia'^     8ln«c\  ,  1  /sin'c     sin^aX  ,  /sin««  Bin«A 

<^  — ?-;+PV~^i — — ^) 

Oü  a  pareillemeut  les  ^galit^ 


1  o* 

1  B» 

1  <ß  t/in*e 

1  ö'^ 

1  c»* 

sin*«?' 

=  0, 

1  a'*  sin^a' 

1  c'« 

smV 

1  a'« 

ein  vi 

1  ainV 

=  0. 


88.  Dans  las  relatioiis  QO)  et  (XII)  da     46  posona  «  *  -^S 

eUes  donnent 

(V)   B^+C*-2BCcoaa  -  ^»+55»— 2^ÄC08tt'. 

On  ea  eondil  qie 

IMefine  ICL  Dant  tont  t^traddre  ü  ardtes  oppos^es 
rectangnlairesy  le  carr4  da  demi-prodnit  de  denx  aretes 
opposöea 4gale  la eomme des  carr^s  des deax  faccs  ad jac  i  n  - 
tes  k  Tane  de  ces  aretes,  moias  le  doable  produit  de  cea 
deax  faces  par  le  cosiaas  da  di^dre  compris. 

89.  Faisons  sin«  sin/f  ss8iny==l  dans  la  relalioa  pnv) 
da  rndme  nom^  46;  noas  troaTom  qoe 

Ainsi 

Th6or^me  IV.  Dans  tout  tetraddre  ä  aretes  oppos^ea 
rectangulaircs,  la  somme  des  carr^s  des  deini-pr oduits 
des  aretes  opposöes  est  6gaie  k  la  somme  des  carr^s  des 
quatre  faces. 

90.  Tolune  du  t^traddre.   Les  egalites  (II)  domiont 


a 


'9 


cos«A    GOS*|i+cosV^ScoaAcomMOsy  cos'|ipHobV— ^fcosicosficoiv' 
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dToh  II  itoit 

fiMV-HxM^— 3eoeioot|imy  —  — — • 

Sabstitaant  dans  rexpreesion 

j*  —  sinU — (cosV+coB'y— 2oo8ioo8|iG08v), 
as  voit  qae 

On  trouve  ainsi  que 

(TII)         86F*  —  a^ft*«*^  —  ^0*(aS  sinU— o'^cobU) 

f  im.  ffAnMMrlgrikr. 

91.  Soit  a  le  eM  dn  tMnddre  regulier,  noiu  «tohb 

C08^  =  cosB     cos  C  »  i, 

Ii  ms  niMftiioiis  eM  iFsleiin  dbuu  tos  formiileB  qni  pr^cMent,  noos 
oMitDdrmiB  poor  ce  polyddre  r^gnliflr  ki  valaiin  Buivtf^ 

(I)  Angle  diddre:  eoM «- 1,  riBacsfya,  tnga  — 2V2; 

(IQ  SiAAS  4«  tri^dre:  ^  —  iy2L 

(III)  Volume:  F  — ^o*y3- 

(IV)  Haatenr:  if-»^aV& 

(Y)    Bayon  de  la  sphöre  iuscrite:  r  »  ^ay6. 

(VI)  Bayon  de  la  sphdre  tangonte  aux  arStes:  g  i<>V6. 
Q/JJ)  Eajroa  de  la  sphöre  Circo ntcrite:  JZ  — }ay€b 
98.  De  cea  troia  derui^  valeurs  on  d^oit 


(Vffl)  Är  — y-e». 


11^ 
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Kons  Toyons  CQusi  qne:  BauB  le  t6traftd^re  r^gaiier,  le 
rayon  de  la  spbdre  tangeute  aiix  siz  ardtea  eet  moyea 
proportlonnel  entre  le  rayon  de  la  iph^re  iascrite  et  le 
rayon  de  la  Bph&re  ciroonserite. 

93.  II  est  facile  de  trouver,  poor  le  rayon  de  la  spbere  ex- 
inscrite,  ia  valeur 

(IX)  r'  —  J«y6. 

On  trouve  ainsi  que: 
Dans  le  t^traddre  regulier: 

1^  le  rayon  de  la  Sphäre  ez-inscrlte  est  double  do 
rayon  de  la  sph^re  Inacrite; 

2^  Ic  rayon  de  la  sph^re  ciroonserite  est  triple  du 
rayon  do  la  Sphäre  inscrite. 


TroiBiöme  Partie. 

Helkoile  dUmte  et  diMeataire  f^mr  ealciüer  ei 
i^tendMUito  la  aurfiMe  im  triaagle  d  le  T«laM  im 
tetriedrc  en  Yalew  des  cAlis« 

94.  Cette  partio  est  tout-ä-fait  ind^pendante  de  ce  qui  pr^cdde. 
Les  proced^s  que  nous  y  avons  cmploy^s  sont  simples*  et  directs. 
Nous  y  avons  expos^  la  metliode  la  plus  rapide  et  la  plus  ^lementaire 
que  fouruisscnt  les  determinauts  poor  calculer  la  Biirface  da  tri- 
angle  et  le  voiume  du  t^traödre. 

§  !•   Sirface  du  triangie. 

95.  Nonrelles  exprcssion  de  la  surface  da  triaiigle.  Considerous 
le  triangle  (Fig.  9),  dout  nous  representcrons  les  trois  cöt^s 
BC,  CA,  AB  respectivemcut  par  o,  A,  c  et  les  trois  angles  par  A, 
Bf  C.  Soient  O  le  centro  et  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  d  ce 
triangle.  Si  uous  tirons  les  droites  AO,  BO,  CO,  nous  d^composona 
le  triangle  douue  ABC  daus  le  trois  triangles  BCO,  CAü,  ABO. 

Or,  rangle  BOC  6tant  le  donUe  de  l'anfl^  A  la  perpendicnlaire 
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OZ)  abaiflsto  dn  eentre  Om\»  o6t6  JBC  fonnera  a?6C  le  nyon  OD 
an  angle  6gal  4  Tangle  ul;  on  a  doiic 

OD  «  OBcobDOB  —  iScosul, 


de  Sorte  qne  la  sorfiMe  da  triaqgle  BCO  sera  ^aBewA,  On  a  de 
indme  CilO *- ^iiZcosB,  ABO^ieRcMC  Dono  fl  Tient,  ponr 
la  tar&ce  8  da  triangle  donnö  ABC 

(I)  8^iB(a&nA+heMB+eGMC), 

Aiusi  la  surface  d'un  triangle  est  egale  au  demi-rayou 
du  cercle  circonscrit  multiplie  par  la  sommc  des  pro- 
duits  quo  Ton  obtient,  en  multipliant  chaque  cöt6  par  le 
Cosinus  de  Tangle  oppos^ 

» 

96.  CereUalre»  La  sarface  d'an  triangle  est  ^gale  an 
demi-rayon  da  cercle  circonscrit  mnltipli^  par  le  p^ri- 
mdtre  dn  triangle,  dont  les  sommets  sont  les  pieds  des 
trois  haatears  da  triangle  donnö.  (G'.2>««for,L'Instraction 
pnbliqae,  1874,  page  328). 

97.  Mnltiplious  Tegalite  (I),  d'abord  mombrc  a  mcmbre,  puis 
en  croix,  par  Tegalite  conuue 

AE8ssahe\ 

nous  obtenoDS 

(II)  S8*  —  a(e(aGOB^+^coeB-|-oco8  C) 

abc 


98.  Sorfsoe  dn  triangle  en  valear  des  edt6k  La  relation  (II) 
peat  a'toire 

85* 

 OC08-4  — 6co8i^  — ccos  C-»>  0. 

abe 

Or,  si  nous  projetous  sur  chaque  c6t6  du  triangle  la  ligne  briste 
formee  par  les  deux  autres  edtes,  neos  formons  les  trois  nouvelles 
etealites 

a — o.GOS^ — c  coiB — b  cosC='0, 
b^e  cosii— »o.cosB— a  cosC  — 0, 
e—h  COSii— a  cosB— o.cObC  —  0. 
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Entre  ces  qnatro  eqaations  eliminons  les  troU  qaantUte  — COßA^ 
—cobBj  —008(7;  uooB  obtenons  riquation  rtaaltante 


6S^ 

ahe 

a  b  c 

a 

0  e  b 

b 

c  Q  a 

e 

h  a  o 

qoi  donne 


0 

a 

b 

c 

0 

b 

a 

0 

e 

b 

e 

ß 

a 

b 

c 

0 

a 

b 

a 

0 

b 

C 

a 

0 

85» 
abe 


mais  le  d^termiiuuit  du  premier  membre  est  6gal  k  %abe  donc  on  a 

« 

o  a  b  e 
a  o  c  b 
b  e  o  a 
9  b  a  o 


(IV) 


99.  On  sait  quo  le  firemier'meiDbre  16^9'  est  ^gal  k  an  prodoit 
de  qnatre  &cteiirs  da  tecoiid  degri;  p«r  constqaent  on  a 


(V)  - 


o  a  b  c 
a  o  0  b 
b  e  o  a 
ü  b  a  o  _ 

16|)(p— a)(jp— c),   oü  2j>—a+*+c. 


100.  DemllBe  fiurne  4a  dMennlnanl  pMdent.  Holtiplions 
lee  trois  deniitoes  lignes  par  les  qaantitte  respectiTes  be^  ea,  ab^  le 
dittenninant  sera  moltipU^  par  le  prodoit  be.ca,ab  s=  tfli^t^^  de  sorle 
qa'il  vient 


o  a       b  c 

abc  o     bc^  cb^ 

übe          o  ea^ 

abe         fta*  o 


divisons  les  quatro  colounes  par  les  quantites  respectives  ahc^  a,  b 
et  c;  le  detcrminant  8^  trouvera  di?ise  par  lo  prodoit  abc.<Utx=^a*b*e^ 
et  uous  obtenons 
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(VI) 


Olli 
1  0  c» 
1  e»  0 


1  6« 


^2 


0 


101.  Surface  du  triang^le  d^tcrniine  par  lintersection  d*ün  plan 
ATee  les  trois  plans  de  coordonnees,  Supposons  qu'un  plan  V  coupc 
les  trois  axes  de  coordouues  OX^  OY^  aux  Ipoints  By  ädcs 
distances  de  Torigine 

OA=s€^^  OB^h^  OC^e 

et  proposons-Dous  de  calculer  la  Borface  8  du  triaugle  ABC, 


Si  les  cötes  de  ce  txiangle  sont 

BC^of,   CÄsstb\  AB 


DOOS  aTons 


165*  


0 

1 
1 

1 


1 

0 


1  1 


C'»  0 


0 
1 
1 
1 


1 
0 


0 


1 


Le  second  d^terminant  se  d^dait  da  pramier,  en  mnlt^llant  ptr  —1 
d'abord  1a  premiire  Ugne  pvis  les  deroitet  eolonnea  rMltantes.  ' 

Cr  les  trois  Irianglee  OBC,  OCil«  OilB  donnent 

— ft't  »  2eaco8fi— c*— a*, 
— c'*  «B  2aÄcosv — a*— 6* 

€4  A,  fi,  V  soBt  les  incUnaisons  nmtudles  TOZ^  ZOX^  ZOT  des  trois 
axes  de  coerdonnta;  par  snite  on  peat  teire 


I61SS-- 


Ol  1  1 

1  0  2aJco8ir— a*— 2eacosn— c*— «■ 

1  2aÄC08V— 0  26CC081— 6*— C* 
1  2cac08|»— C*— 26CC08A— A«— c«  0 


Multiplions  la  prcmiere  lignc  successivemeut  par  n-^  ä^,  et 
igoQtoDs  les  risoltate  respectivement  aox  trois  autres  iiguesi  il 
neos  vient 
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0 
1 
1 

1 


1  1 


2ca  cosfi— 26c  cosA — 


Httlüplioiis  mainfeeoant  la  jtreiiiito  colonne  sucoeflaveiiieiit  par 
o^,  fi*,  ^  et  ajotttons  lea  r^sultats  respectiTement  ans  trois  dernifam 
colonnfia;  noiia  trouvons  que 


0 

1 
1 

II 


1* 

2a' 

2caC08fi 


1 

2a6c08V 
2ft«j: 


2c«  ! 


Ifnltiplioiia  enfin  par  2  la  premSftre  ligne,  pnis  divisona  par  2 
lea  trois  denütoa  colonnea  rtndtaiitea;  le  dötermlnaiit  aera  divi86 
par  2^:2  s  4.  Nona  oUenona  ainai  l'expression  demandfie 


(VII) 


4^=^  —  — 


0 
1 
1 
1 


1 

Ca  COSfi 


1 

o^cosv 

bC  COSX 


1 

Ca CO%n 

beeoBl 


§  IL  ¥«1bbm  da  UHrMrt. 

102.  Haatear  dv  tftraMre  tm  Tdear  dea  troia  ar^tes  jowXigwX» 
k  eette  baateiir  el  daa  Indlnalaaaa  mutaellea  de  ees  arCtes.  Coniri- 
döroiiB  le  tötra^dre  OABC,  Da  sonunet  O  tirona  dana  le  solide  nae 
droite  qneloonqae  OD  qni  üi^t  avec  lea  erstes  isanea  de  oe  sonunet 
O  lea  angles  respectifiB  f,  Consenrons  les  notatloiis  da  pr6- 
cedent,  posons  OD  —    et  soieiit  «,  y, »  lea  coordonate  da  polst  2). 

Projetons  la  droite  OD  et  le  contour  brise  x-\-y-\-z  successive- 
uieut  Sur  OD  et  sur  Ics  trois  aretes  ou  axes  de  coordonnees  OA^ 
OB,  OC,  Notts  obtenous  les  qaatre  eqaaüons  homogenes  duprexnier 
degr6 

—  rf-j-^cosa+ycos/S+acOSy  =  0, 

— dcosa-i-«+yC08v4~'<^f^  —  0, 
^dcos/S+^^sv+yh'Cosl  —  0, 

— dC08y+a:cos^+ycosA+»  0 

eiitrc  les  quatrc  variables  — ts^  £Uiiiaiit  ces  inconnnea,  on  ob- 
tient  la  rdation  g^ntele 
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(VIU) 


1  OOS«  eo%ß  oosy 

008«  1  OOSV  COSfi 

cosß  cosv  1  cosA, 

008/  C08|»  COSi  1 


=  0. 


Cela  fait,  snpposoDs  quo  la  droite  OD  soit  la  hautcur  du  te- 
traddre  issne  da  sommct  O  et  rencontrant  en  H  la  face  opposto 
ABC.  Si  nous  faisons  OH  =-  h ,  nous  aurons,  par  les  triangles  rec- 
taogles  OAHy  OBK,  OCH^  les  relations 


(1) 


h     acosa  «—  5cos/}  —  ecos/. 


Dans  le  dtötenninant  (Vm)  mnltipIioiiSy  d'abord  les  trois  dernl^reB 
coloimes,  pnis  les  trois  derniöres  lignes  par  les  qiumtit^s  respecäves 
0}  ft,  «.  'La  reUtion  (Tm)  devient,  en  igard  anz  igalit^s  (1), 


1 
h 
h 

h 


«6  cosv 

ca  cos  fi 


h  h 
oicosy  eaeosfi 


-0, 


on,  en  divisant  par  A  la  prend&re  ligne  et  la  premi^  colonne, 


1 

A« 
1 
1 
1 


a6c08V  ca  cos  fA 
ciicosv  6*  foeosi 
eacosfi  decosX  c* 


De  oette  relation  nous  tirons  P^natUm 


ahemv  eacosfi 


K)      1  1 

1  a5cosv 
1   ab  cosv  6^ 

1  caoosfi  decosi 

qui  dozme  la  hauteor  h  du  tetra^dre  OABC,  qui  est  issue  da  sommet  O. 


oftcosv  ^ 

cacosfi  6ccoäil 


heeosl 


1 

ea  cosfi 
öccosA 

0« 


103.  Volniiie  de  ce  t^traedre  en  raleor  des  trois  aretes  contigues 
a,  b,  c  et  de  leors  incllnaisons  mntaeUes  X,  fi,  v.  Le  second  membre 
de  Tequation  pi^c^dento  (IX)  est  6gal  k  la  valeur  (VII)  de  4S*.  Or 
si  uous  representons  par  V  le  volame  de  notre  t^tra^dre,  noas  avous 


V^iSh,    doü  4S*  = 


361-2 
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II  Tient  donc 


(X) 


Ott,  en  diTisant  pur  a,  6,  c  d'abord  les  premi^res  Ugaes,  pois  les 
trois  oolonnes 


(XI)  36K>  =  aW 
en  poflant 

(2) 


1     cosv  cosfi 

COSV  1  COBi 
«08fl    GOSX  1 


1        C08V  COSfl 
C08V       1  GOSi 

«"  1 — COSU — COSV  —  cd8^-J-2C0SiC0SfiC08V. 

104.  Volume  du  t^traedrc  en  yaleur  des  six  aretes.  MultipliODS 
par  —  2  les  trois  lignes  du  determinant  (X),  il  noos  vient 


288  K«-»  — 


—  2a*  —  2ab  cos  v  —  2ca  COS  ^4 
—  2a^C08V  — 26*  — 2ÄcC08i 
— 2caC08fi   — 2boCMl      — 2c* 


A  ce  determinant  noas  pouvons  substitiiar  an  dötemdnuit  ^u- 
valent  du  dnquiöme  ordre  et  öcrire 


1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

288 F«  SB  — 

<^ 

0 

— w 

—  2m008|I 

0 

— 2a5cosv 

—25» 

— 2&(7008A 

c* 

0 

— 2ca  COSfl 

—  26c  COS  A 

—26* 

0 

1 

0 

•  0 

0 

1 

0 

b* 

0 

a» 

—  2a* 

—  2a6co8v 

— 2cacos|Li 

0 

b* 

— 2aöC0SV 

—  26* 

—  26c  COS  Ä 

0 

— 2Mieo8|* 

— 2&eoo8i 

—  26« 

Ajoatons  d'abord  la  seconde  ligne  aax  trois  anivaiitea»  pois  la 
seconde  ooloane  anx  tcoia  demiörea;  noiis  obteaona 
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0 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

a> 

888  F«- 

1 

0 

c*-|-a* — 2ca  cosfi 

1 

o^+** — 2abC0&v 

0 

1 

hß+iß—abecwl 

0 

HaiB  kB  triaagles  OBC^  OCA,  OAB  donneat 

(8) 

Sabstitaant  dana  T^galit^  pr^cödente,  noiis  troavons  rej^ression 

0  1111 

1  0    1^    6*  0* 


(KD) 


1   a«   0    o'«  a'« 

1  0  o'« 

1   c«  6'=»   a'«  0 


§  Iii.  lUjT«!  de  la  spkerc  cirMiicrlto  m  tetriMre* 

106.  BafOB  4«  Ift  qiMre  «tarMserite  an  UtraMre^  «■  ralMnr  de 
Ml  flidtcf  MtlsiSi  0l  d«  Um  tndlBBlMH  mtmllea.  Soli  /  le 
eentre  de  eette  iphto  et  JR  son  rayon.  8i  doiib  Boivpoioiie  qae  la 
Mto  OjD  (n<*  109)  passe  par  le  point  /  et  qne  Ä\  ^,  C  soieDt 
les  ndlieax  des  arStes  OA^  OB^  00^  tos  triaogles  reetaagtea  OU'^ 
OW^  OlC  noiia  'donneront 


(4) 


Dana  le  d^tenninant  (VIII)  mnltiplioiis  par  2R  la  premi^re  ligne 
et  la  pramite  colomies  fl  novs  Tienft,  en  ayant  6gard  anx  ^gelitte  (4) 


4i2>  a  6  0 

a  1  CKMV  eOSf» 

6  cosv  1  eosl 

C  COSfl  cosl  1 


=  0, 


d'oft  nooa  tirons 
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des 


(XÜI) 


0     a  b  e 

a     1  C08V  eosfi 

6  cosv  1  cosA 

6  COS^i  GOSil  1 


106.  Bajon  ie  U  iphta«  drooniertt«  es  TAtowr  ie  ilx  arÜM. 

Multiplions  par  a,  0  les  trois  deniitees  Ugnes  de  oe  d^tenninant; 
puls  par  —2^  — — 2«  les  troia  demiftrea  colomiea;  enfin  diyiaoiis 
par  —2  la  prendte  ligne  rteltante;  U  now  vient 


—2«« 

— 2a6cosv 

— 2eaC08fft 


— 2a6co8v 


— ^2MlOOSfi 

—26c  cos  il 
— 2fi» 


^oatons  d'abord  la  premiere  ligne  aoz  trois  siiinuites,^piii8  la 
premitoe  ooloime  aoz  trois  aiitres  colonnesyfnons  olytenons 


0 


16a  W^W  —  — 


f.  V 


6*   aH^^2a»cosy  0  »«-h^^oosi 

c*    c*+o* — 2cacosf*    Ä*-f-c^ — 2bcC08X  0 


Maiü  uous  avous  trouv6  (n®  103)*  quc  a'/5> V^/^  =  36  r*j  par  coDse- 
quent,  noas  trouvons,  en  ayaut  6gard  aux  6galit^8  (3) 


(XIV) 


676  F«J?«-  — 


0 


0 


&8  C« 


a 


'1 


107.  Aux  72  et  73  on  a  trausform^  ce  d^terminant 
les  deox  suivants 


(XV) 


676 FW  -  — 


Ol  1 

1  0  A'« 
1    cV*  0 

1  aV« 


1 
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(XVI) 


676  F«Ä«  —  — 


0    aa'   hb'  ee^ 


aa 


0 


cc 


bb' 


aa' 


ee 


hb*    aa*  0 


106.      Ton  ni»proche  oe  dernier  d^tenninant  de  celoi  (V)  da 
99,  qni  donne  Ut  snr&ce  dn  truogle  en  valeur  des  trois  cdtis, 
on  yena  de  sidte  qae 

(XVn) 

576  F^Ä^  =  {aa-\~bb'+cc')  {bb'-\-cc  —aa')  {cc+aa'—bb')  {aa'+bb'+cc') 


OD 


en  posant 


72F«/P  —  P«(P»— aa')(P«— »')(P«— <»') 


aa'+bb'+ce'  ^2FK 
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m 

Eqvaftloii  g6n€näe  deB  den  tengentes  wMmkB  ^hm  mtae 

point  ä  ane  eonique  et  ^quation  du  cöne  circonscrit  ü  une 

sarfiAee  da  seeond  degr6« 

Georges  Dostor, 


1.  Pour  (leterminer  ces  ^oations  sons  leur  forme  implicite,  iioaa 
allons  dtaUir  deux  th^or^mes  trös  importaats  snr  les  fonctions  homo- 
g^nes  dn  second  d^gr^,  qni  troiiTeiil  low  an^lication  constente  eD 
Q^omMe  analjtiqaei 

Une  fonctioD  cnti^re  da  second  degr^,  t^ütre  truis  vaiiablus,  est 
ueccssairement  do  la  forme 

Nohb  pouvons  rendre  cetto  fonction  homogene  par  rapport  aux 
variables,  en  y  rempla<;aut  cellc8-ci  par  lenrs  rapports  i\  l'unite'tt,  et 
en  consid^rant  cctte  imit6  comme  une  quatriemo  variable.  La  fonc- 
tion, dans  ce  cas,  peut  etre  designe  par  f{x,ff^gyu)  et  devient 

(1)  /(«» «» »)  —  JMß+Ä'^+A''^+2B9M+2B'm+^w^ 

Nous  donnerons  k  cctte  fonction  le  nom  de  fouctiim  g^rale 
qnadratiqiie  ä  trois  variables  diatinctes. 

2.  Prcssous  les  deriv^es  de  cette  fonction  successivemeut  par 
rapport  aux  quatre  variable  Xj  y,  s  et  u-,  11  nous  vicnt 
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(2) 


Dotfor:  Efuadon  gMIräU  du  ittut  toiiywlw 

//  «  2(5'a:+J5y  +  .l"s+C"u), 


Multiplious  CCS  quatre  d^rivees  respectivement  par  y,  u  ^ 
^joatons,  nous  obtcnons 

+  (2  am+2  C  yu+2 

Le  second  membre  est  visiblement  egal  aa  double  de  la  fonction  (1); 
donc  OB  a 


0) 


Th^or^me  I.  Ainsi  La  double  fonction  qnadratique, 
rendue  homogene  est  ^gale  a  la  somnie  des  d^rivees  par 
rapport  ^  toutes  Ics  variables,  multipliees  respective- 
ment par  ces  variables. 

3.  Dans  ]a  fonction  (1)  remplagons  les  Tarlables  oe,  «  le- 
spectivement  par  08+«^,  y+Zi  oü     f',  a',  «'  de- 

signent  des  qnantil^s  eonstantesy  niun^iiqiies  oa  UttMes.  Dans  la 
fonction  rteltante,  Tensemble  des  tennes  dn  second  degr6  iMir  rsp- 
port  aox  variables  y,  «  et  i»  sera  la  fonction  (1)  eUe-mdme;  Fcn- 
semble  dto  tennes  dn  seoond  dqjr^  par  rapport  anx  accroissementsa', 
Sf\  et  yf  sera  encore  la  fonction  (1)  dans  la  qneUe  les  Yartabks 
c>  IS  s  et  n  ont  dtd  remplaote  lenrs  aecroissenients  et  a'i 

tanifisqne  les  tennes  dn  premier  degr§  par  rapport  &  c,  y,  «,  u  seront 

x(2^ix'  4-  2Ä"y '+  25'«'+  2  Cn')  +  2/(25"x'+  2^'y'+  'lBz-\-  2C'u') 
+«(2ÄV+2V+2ilV+2i7V)+ii<2aj'+2CV+2C'V+2Z)ii'>, 

ou  bien 

Le  d^Teioppement  de  la  nopvelle  fonction  sera  donc 

(U)  fico+A  y +y,         tt+t»0  -= 

TMorine  IL  Donc,  Lorsque,  dans  la  fonction  qnadra- 
tiqne  rendne  homogene,  on  donne  aux  variables  a-,  y,  « 
les  accroissements  respectifs  x*,  y\  z*^  u\  la  fonction  s*ac- 
crott  l^iie  la  valeur  qn'elle  prend  si  Ton  y  remplace  :r, 
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«  respeetiTement  par  s',  y',  et     de  la  valenr 

qoe  prend  rexpression  »i  ^'on  y  fai^ 

la  m6me  snbstitiitioii  dans  les  d^Hv^es  fx',  /«'. 

4.  Dans  le  devcloppement  pr^c^dcnt  (II),  changcons  i» 
respcctivement  cu  a-',  y',  3',  m';  U  est  Evident  qae  la  foncüon  ne 
cbange  pas;  par  consequeut  on  a 

5.  Tout  ce  qui  precHde  s'appliqne  ;\  toutc  foncüon  quadratique 
horaogeue,  ä  un  nombre  (iiielooiiqiie  de  variables.  N'ous  prendrons 
tonjours  les  equations  des  droites,  des  couiques  des  plans  et  des  sur- 
faces  du  second  d^e  soas  leor  forme  homogene. 

6.  CendittoB  ponr  qve  la  droite* 

(3)  ax  +  Oy  +  Cz^O 

Mit  tangoite  1^  la  oonliiae 

(4)  Ax,y,z)  -=  Ax^  +  2Bxy+Cy^  +  2Dxz-{-2Eyz-^Fz^  ==  0. 

Soient  a;',  y',  les  eoordoim^es  homogtoes  du  point  de  icontact  de 
la  droite  (3)  avee  la  courbe  (4).  L'^qnation  gendrale  de  la  tangente 
en  ce  pdat  ^taHt 

et  devant  etre  ideuüqae  avec  (3),  ü  faadra  qua  i'on  ait 

a       b        9  ^ 

ou  bien 

Kons  avons  ainsi,  pour  ddterminer  o,  6,  c  et  JL,  les  qnatre 
equations 

—  OA-f  rtx'  +/>.v'  -\-cz*  ^  0, 
^bX+Bas'+  Cy*+      =  0, 

dont  la  premiere  exprime  que  le  point  de  contact  {x\  y\  z')  est 
situe  sttT  la  droite  (3). 

Ges  qnatre  dqnations,  da  premier  degr^  entre  les  qnatre  incon- 
iraes  —1,0^,  y',      sont  homogönes  par  rapport  k  oea  inoonnnes; 

TM  LTIL  13 
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elles  ne  seront  compatibles  qae  Bi  lenr  ditennmant  est  nal,  c'est-^ 
dire  si  Ton  a 

0  a    b  € 
a  A    B  D 
h   B    C  E 

C   D    E  F 


(lU) 


-0; 


0*681  r^natioii  de  oonditioii  demandfo. 

Lonqiie  la  droifte  (8)  satisfidt  üoette  conditioii,  eile  est  taagente 
i  la  corneae  (4). 


7.  Coordonn^es  du  |H>Int  de  contaet,  Les  vaicurs  de  ces  coor- 
donnees  x*^  y'^  z'  s'obtieimeut  en  resolvant  le  Systeme  des  trois 
equations 

iAx'+By'-^Dz'  =  aA, 
B^-^C^+E^  -AA, 

^peloDB  ä  le  diBcriminant  de  la  coniqne  (4),  de  sorte  qae 


(6) 


ABB 
B  C  E 
D  E  F 


ACF+  2BDE—  AE^  —  CD*  —  FB* ; 


dA 


et  reprdeeDtona,  seien  ruage,  PV  ^  la  ddrivte  de  A  priae  par 
rapport  ä  A-^  noos  aorona 


(7) 


g.C^-i^.  S-^-i)-.  '^^-AC^B^^ 


\dA 
dB 


Cela  posd,  il  est  aisd  de  voir  qn'on  a 


(8) 


2A 


dA 


dD 


dC 


dB 

^dA  ,     „dJ  .  dd 


dE 


dB' 


ensuite  qae 
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Maltiplions  actacllemcut  la  prcmiere  des  equations  (5)  par 
2^»  la  secondepar  ^  et  la  tFoiatöme  par       pnis  ^joutons;  le 

iniiltiplicateor  de  x'  sera  egal  ä  2^  tandisque  ceax  de  y'  et  se 
reduiroat  a  zero. 

En  optont  d'im  mani^  aaalogne  ponr  ^Uminer  d'abord  et 
ff',  ensiiite     et  y',  on  tronve  qae 

Si  Ton  divise  les  doux  premieres  de  ccs  equations  par  la  troisienie 
et  que  l'üu  observe  quc  z'  =  1,  on  aura  les  valeurs  des  coordonnees 
x'  et     da  poiut  de  contact 

8.  Autre  fonue  de  rexpresslon  de  condttloii  (III).  Maltiplions 

les  den  membres  de  r6qnation  (3)  par    et  eabetitnoiu  dans  le  r6- 

äultat  les  valeurs  (lY);  uous  obteuons  la  relatiou 

qni  exprimo  sous  iinc  autre  forme  la  condition  de  contact  de  la 
droite  (3)  avec  la  coniqae  (4). 

9.  EqaatlOB  4es  tangeates  meate  par  aa  polat  doaa^  %  la 
eoarlie  da  seeoad  degrd  (4).  Soieat  «i,  yj,  «j  les  coordonndeB  ho- 
mogdaes  da  poSnt  doan^  P,  et     y,  «  celles  d'aa  poiat  qaelcoaqao 

I3» 


■ 
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M  de  Tmie  des  deox  taDgentes  men^es  de  oe  point  ä  1«  eoniqae  (4) 
L'^quation  de  cette  taqgenta  sera 


(10) 


X—x^  ^  Y—  yi  _  Z— 


X,  Y,  Z  6tpiit  lee  ooordoimtee  conrnntes  de  la  dnto. 

DesignoDS  par  x\  y\  z  los  coordonn^  du  poiut  de  contactide 
la  taugente  (10);  oa  a  ^videmment 

"^"T+T'  «^-T+T'  •^""i+Ä* 

oü  A  est  uno  ind6tenniD6e  dont  la  ?aleiir  dopend  de  la  positioD  da 
point  ^  snr  la  taugente. 

Puifjque  Ic  point  I  appartiont  i\  la  courbc  (4),  uous  avons 
/(a;',^',»')  =  0,  üu,  en  ayant  egard  aux  valcurs  (11), 

Or  la  formale  (II)  nons  donne 

par  suite  nous  avons,  pour  d^tenniner  la  valcur  de  1,  T^quatlou  da 
secoud  degr6 

AV(«i,yi,»i)+A(»/./+y/»/H-»A/)+/(«i  y,«)  -  0. 

Mais  la  tlioitc  (10)  litant  tangente,  A  nc  saurait  admettre  qu'one 
seulc  et  munie  valeur,  11  s'onsuit  quo  les  deox  racines  de  l'^quation 
pr^ccdeutü,  ce  qui  uous  fouruit  la  relation 

(VI)        («/./+y/»,'+«A,0*-4/(«,y,«)/(«„y„«,)  -  0 

(jui  existe  eutre  les  coordonnöes  a-,  y,  d'un  poiut  quelcouque  de 
r«ne  ou  Tautre  des  deux  tangeutcs  issaes  da  poiut  P\  eUo  est  doiic 
r^quatiou  do  ces  deux  taugeutcs. 

10.  Equatiou  des  tangentes  men^^cs  &  une  conrbe  du  second 
degr6  (4)  par  les  inteneetioiu  de  eette  Ugne  aree  ane  droite  dornte 

(12)  pa;  +  gy+r*-.0. 

Si  nons  appelons  a^«  sri,  ^^'^  coordonnte  inconnues  dn  point  de 
concours  P  de  cos  tangentes,  le  poiot  P  sera  le  p61e  de  la  droite 
(12),  qui  elle-meme  est  dite  la  corde  de  contaot  des  deox  tangentes 
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Or  requation  de  la  oorde  de  oontact  des  deiiz  taagentes  issiies  du 
point      y„      c'est-Ardire  l'^qnation 

dornt  Stre  idenüque  avec  (12),  on  a  n^oessairemeiit 

(13)  /,/  =         V  -  3gl,  A'  -  arA, 

oft  A  est  uuc  mdctcrmin^c. 

Multiplions  ces  trois  6qiiatioii8  (13)  par  loa  €00idoiiii6eB  respec- 
ÜTOs  arj,         et  ajoatoDs;  noiu  obteiioiis  T^gafitö 

qni,  jointe  aux  ^aatioiiB  (13),  foonüt  le  Systeme  dos  quatre  equaüons 

— /(<fn  yi>  %) + h^i  4-  ^'z^/j + ^»"«1  =  0 , 

—  l«      +Äfi  +  Qr/+Äi  -0, 

—  Ir      +X>a:i  +  %i+^i  =0; 

entre  los  trote  incoimaes  «i,  yi,  «i.  Ces  qnatre  öquations  sont 
oessairement  compatiUes;  par  smt  toar  d^terminant  est  aid,  ce  qoi 
foornit  l'^galit« 


/(«i»yii»l)  Ar 
Ap         A    B  D 


Ar 


Z>  E 


B 

F 


0. 


Oa  en  tire 


(14) 


oll 


Aa^n  Ui^  n)  =  — 


7^ 


q  r 
B  D 


C 
E 


E 
F 


ADD 
B  C  E 
DBF 


Los  rclatious  (13)  duuucat  aussi 
(16)  -  2A(iMr+i»+r*). 
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n  nons  reste  t,  substitucr  les  valeurs  (14)  et  (15)  daiia  l'^quation 
(VI)  poQr  avoir  r^oation  demandöe  des  deoz  tangentOB.  Ceile-d 
est  donc 


o  |l 

P  A 

q  B 

r  D 


B 

C 

E 


r 

D 

E 

F 


A  B 
B  C 
D  E 


D 
£ 
F 


10.  Craditlon  poar  «iie  plan 

(16)  ax-\-hy'\-Cz-\-du  —  0 

solt  taagoit  k  la  nrfMe  da  iMond  degrt 

(17)  /(«,  y,  a,  tt)  =  Ax'^-\-A'y*-\-A'*;^-\-2Byz+'2B'zx+2B^'xy 

+  2CaM+2C'yu-{-2C"m^+Du*  »  0. 

8i  m\  y\  z\  u'  sont  les  coordonnöeB  da  point  de  contact,  cette  Dila- 
tion (16)  devra  dtre  idenüqae  ayee 

+»/*'' -Wi.''  =0; 

par  cous6queQt|  X  d^signant  unc  indetcrmin^e,  on  devra  avoir 
/r'-2Aa,  -  V  «  Sie,  -  21d, 

ou  bleu 

—  ol+^  x'  +  2/V  +  iy'2'  +  C7tt'  =  0, 

— «a+c  «'+e'y'+cv+D  «'  —  0. 


(18) 


Oes  qaatre  ^qoations,  jointes  k 

(19)  oe'-fV+^^+^^'^-p* 

forment  un  Systeme  de  ciuq  equatious  homogenes  du  prcmier  degr6 
entro  Ics  incounues  — x\  y\  s%  pour  qu'ellos  soiont  compa- 
tibles,  il  fant  et  ü  suffit  quo  lour  dcterininant  soit  uul,  ce  qiü  foumit 
la  coudition  demaud^e 


(vni) 


0  a  h  €  d 

a  A  BT  C 

b  B"  A*  B  C 

c  B  A"  C" 

d  C  C  C"  D 


=  0. 
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11.  OttrAeiuiM  i«  pilit  de  emtMt  Lea  valenn  de  cee  ooor- 
domite  s'olitieiiiienft  en  räflolwt,  par  rapport  4  vf^  y\  z\  u\  le 
qrBtöme  des  qvatre  dqnations  (18).  Cette  r^solntion  donne 

^  «  (i'i''—  m){Da—  Cd) + (ÄÄ*— ii"^)  {Db  -  Cd) 

+  {B'B—A'B')  {De  —  C"d) , 

^  -  {jirA-'B^{Db'-ad)+{a'Er^Am(De'-ird) 

+ (ÄÄ'  —  Ä'B')  {Da  —  (Ji) , 

+  (il"^  — Ä«)  C/.)  —  {ff'B—A'B')  {C"a  4-  Cc) 

+  (iLl'— ir'«)(il"d— C"c)— (ÄÄ'— A"ir')(C7Ä+Ca) 

oü  J  reprösente  le  diacriximuuit  de  T^natioii  da  aecond  degr6, 
ayaot  poiir  Taleor 


i4  B"B' 

c 

B'A'  B 

»  B  AT 

c 

C  C*  C" 

D 

D{AA'A"+2BB'B"-'AB*'-A*B*^'^A''B"*) 

+C^B^A*A"y^aKB'^Al'A) 

+C'9(Br^AA*)+2aC(AB^B'B^ 

+2C'C{A'B'—B"B)+2CO{A"B"-~BB'). 


Si  Ton  divise  les  trois  premilreB  de  oes  ^qnations  par  la  qaatriöme 
et  qne  Ton  pose  «'  —  1,  on  aiira  les  valenn  des  coordonn^  »*,  y', 
du  point  de  eontact 

Ces  coordonn^es  penvent  anssi  B'exprimer  en  fonction  des  dM- 
vdes  du  discriminant  A^  prises  par  rapport  aoz  coeCficienta  de  r^oa- 
tiOD  (17).  On  troQve  qne 

dA  ^    ,  d/i  ^    .  dA       .  dA 


(IX) 


dA  ,dA  ^..dA  dJ 

2Az*     dA  X  d^  ^    X  X  dA  ^ 

d^f  .  dA       .  dA       ,  dA  ^ 

~  +dlc'*  +d^'^  +55 ^- 
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12.  Aotre  forme  de  Pexprenloa  de  eonditieii  (YIU).  Molti- 

l)lious  par  les  deux  lacinbres  de  requatiou  (19)  et  sabstituons 
dam  le  r^iütat  les  valenra  (IX);  neos  olytenons  la  relation 

-dÄ""-^  dl*  ^       ^"  +  .«Ä   + 55"'   + dir 

+  dC«^' +  rfC*      +  rfC^  ^''+ ''^  =  ^' 

qui  cxprimo  sous  anc  autre  fbnne  la  condition  de  contact  do  la  droite 
(16)  avec  la  sarÜBU»  (17). 

13.  Conditlon  pour  qve  la  drelte 

(20)         <»+iy+c»-hdu  =  0,  a*x+b*y+e'»+d*u^O 

f5oIt  laiifjeiite  ä  la  surface  dn  seoond  dcgr^  (17).  Les  })laus  couduits 
par  la  droite  donn^e,  c'cst-ä-dire  par  Tiutersection  des  deux  plaiü 

(20)  ,  süut  rcpreseut^s  par  r6quatiou  geü6rale 

(21)  («+JiaO»+(*+A*Oy+(c+itc')«+(<i+ 1^)  =  0. 

Or  Tune  de  ces  plans  est  6videmmeiit  taugont  k  la  surface  (17)  an 
point  de  contact  x',  y',  »'  de  la  droite  (20).  Si  l'eqaation  (21) 
repr^sente  ce  plan  tangent,  on  devra  aToir  les  ^galitös  de  condition 


Les  coordunnces  du  point  de  contact  et  les  deux  indeterminees  A  etir 
devront  douc  satisfairc  aux  equations 

a  a/i+b  ^+eM^+d     —  0, 

ak-\-ank+A  «'+B"y'+B'z*+C  u'  —  0, 
/jk-\-//kk'+B"x  -\-A'y'  +  B  a'+Cu'  —  O, 
ck-\-c'kl'-}-B'x'-\-By*  +  A"z'+C/'u*  =  0, 
dk+d'iJe+Coi'+a  »'+C"Kf+Du*  —  0, 

dont  iee  deux  prcinieros  expriment  qae  le  point  de  contact  appartient 
aox  deux  plans  (20).  Ces  six  ^qnaüons  sont  homogenes  et  du  prcmier 
dcgre  par  rapport  aux  inconnues;  pour  qu'elles  soient  compatibles, 
il  taut  i  t  il  soffit  quo  leur  detenninaut  seit  nnl  On  tronve  ainsi  Is 
relation  de  conditlon  chercb^e 
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jO  0 

0  0 


(XI) 


a  b  e 

a*  b*  c* 

a    a'     A  B'  B' 

b   b'    B"  A'  B 

e  e*  B'  B  A" 

d  df  c  o  c* 


ä  1 

d'  i 

C  I 
c 

v 

D 


-  0. 


14.  Bi|iiaflim  gMrale  te  nuÜMW  dn  woond  degr6  qiA  tonehent 
Im  tmb  axes  de  eotrdMii^ei.  Lea  ^natioiu  de  Taxe  des  «  6taiit 
y  «  Ol,  «  —  0,  BOUS  obtenoDS  la  condition  ponr  qae  Taxe  des  x  seit 
tangent  k  la  sarface  (17),  en  fidsant  dans  la  relation  (XI) 

a  -=  0,  6  =  1,  c  =  0,  —  0; 
a'  — 0,   6'=0,  c'  —  l,   <i'  =  0. 

Mais  cette  condition  sc  dötermine  plus  rapidement  eii  faisant 
if  =  z  =  0  dans  ri'quation  (17)  do  la  surface,  et  eu  exprimant  quo 
les  dcox  raciues  de  requatiou  r^sultaute  ca  x 

sont  ögales.  Dono  Taxe  des  »est  taugen  t  4  la  sarface  (17), 
si  C^—AD^O. 

De  mkn»  les  dem  aiitres  axes  de  coordoxmöes  sont  taogents  k 
la  suftoe  d«  second  dcgr^  ponr  C^—A'D  —  0,  CT^-^ATD  —  0. 

Snpposons  qne  la  snrface  soit  d  la  l'ois  tangeute  anx  trois  axcs 
de  coordoniiees.  Multiplions  requatiou  (17)  de  la  surface  par  D  et 
dans  le  resultat  rempla^ons  AI),  A*Ü<^  Ä'D  respectivement  par  C^, 
C^,  C"K  L'^qnation  de  la  sorCace  sera 

C«af» + + + 2BDyz +2B'Dzx+ 2Bf'Dxy 
+2CDx+2CfDy+2C"£h+I>^  —  0, 


on 


+2i,BD'-aC")yz  +  2(Ji'D  —  C"C)zx-^2(,B!'D—Ca)xy 


=  0. 


Ainsi,  en  repixsuulaut  par  — P,  — Q,  — R  les  coefücicnts  de 
yz,  zx,  xy^  OU  YOit  que 


(XII) 


{Qc+Cy  +  C"z+D)^  =-  Pi/z  +  Qzx  +  nxy 


est  requatiou  g6ii6rale  des  sarfaces  da  second  degri  qni 
tonehent  k  la  fois  les  trois  axes  de  coordonn^es. 
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Si  Ton  dteigne  par  a,  6,  c  lea  distances  k  Porigine  des  trois 
points  de  contact,  oette  6qiiatioii  prend  la  forme 

oü  i'^  q^y     sollt  les  quotiento  de  P,  Q,  R  par  D*. 

15.  Le  Ctoe  «lieoBMilt  ue  suHue  dm  seeoad  defrd  (17). 
Soient  x^^  pi,  %  les  coordonnSes  du  sommet  8  du  cdne,  et  jr, 
%  u  Celles  d*im  point  quelconque  üf  d'ime  g^nöratrice  5(?  da  cöne. 
L'^nation  de  cette  gäntoitrioe  sera 

(22)  ^tl^^IiHMl^^-'l^  ^-^^i. 

«  —  »1     y — yj     Ä — «1     «  —  ui 

Desiguons  par  t\  y\  z\  u  les  coordonuöes  du  point  de  coutact 
/  de  la  gen4ratrice  (20)  avec  la  sarface  (17);  on  a  6?idemment 

l+A  •  ^        l+A  •      "   1+A  •  •        1+A  • 

Lo  point  /  appartenant  ä  la  surface  (17),  on  a  /(«',  y',  a',  u')  =  0^ 
ou,  eu  substituaut  les  valcurs  (23), 

/«-fix,     y+^yi  -+^-1 
^Vl+A  •    1+1  '     1+1*     1+1  ) 

—  (i+;^jä/(g+^i  y+Ayi,  t+Ui,  «+itii)=o. 

Mais  la  formnle  (II)  noiis  donne 

/(se+lxi,  y+lvi,  a+l«i,  «+i«i) 

«)+A(»A'+«/ir/+«A'+»A')+AV(«i,  yi» 

Le  seoond  membre,  6gal6  ä  fonniit  wie  dquatioii,  doDt  les 
raeinea  ne  seront  Egales  qne  si 

(XIV)  ixU:  ^vh: + «A;  +  uA;)^  - 4^«^,  y,    u) A«»,  y^,  »1,  «i)  - 0. 

Cette  6quation  est  doac  cclle  du  cunc  qui,  6mcrgeant  da  point 
(^1)  Vii  ^1)  <*i)  cnveloppo  la  sorfac^  du  secood  degr6  (17). 

16.  Ecjualiou  du  couo  qui  touelic  la  surfaee  du  second  degxe 
(17)  sulvant  la  courbc  dMutersection  de  cette  surfaee  avec  lo  plau 

(24)  iw+3y+«+#»— 0. 
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En  opirant,  comme  an  10,  on  troave  qae  ce  cdne  est  reprd- 
8ent6  psr  l'dqiuitioii 


(XV) 


0/7  g     r  8 

p  A  B"  B'  C 

q  B"  A'    B  a 

T  Bf  B    A"  C" 

9  c  a  c"  D 


—  (jwH-flH-ra-f-«»)* 


\A  B^'  Bf  C 
BTA'  B  C 
&  B  A'C* 

c  a  c"  ü  \ 


I 


Digitized  by  Google 


204        Dostor:  Nuwtlk  Expression  <U  la  sur/ace  du  triangUt  ele. 


VIIL 

NonTelle  expression  de  la  snrface  da  Mangle^ 

avec  application  au 
calcal  an  d^termiiiaiit  de  cette  surfiEuse  en  valeor 
dea  troia  ooM  dn  triangle. 

Par 

Georges  Doetor, 


1.  Soient  a,  6,  e  les  trois  c6tiB  BC^  CA^  AB  da  triangle  ABC^ 
O  le  centre  et  B  le  rayon  da  cerde  drconscrit  Tiroos  les  rayoaii 
OA,  OBj  OC  \  neos  d^composerons  lo  triangle  donni  ABC  dam  les 
trois  triangles  IsooftleB  BCO,  CAO^  ABO,  dont  les  angles  an  sonunet 
O  sont  les  doables  des  angles  oppos^  A,  B,  C  da  triangle. 

Or,  8i  du  contro  O  nous  abaissons  sur  le  cote  BC  la  perpendi- 
cnlaire  OD,  eile  passera  par  le  miliea  D  de  ce  cöt6  BC  et  divisera 
rangle  an  sommet  BOC  en  deox  parties  6gales. 

La  surface  du  triangle  BCO  est  4gale  k  la  moiti6  da  prodoit 
BCX  OD-,  mais  le  triangle  rectangle  £i>Odonn0  0J>—  OBcosBOD 
«-  JZcos^l;  d^ailleurs  BC^a\  par  saite  on  troave  qae  le  triangle 

BCC^iaBe09A\ 

uu  verrait  de  memu  quo 

CAO  ^  ibRcOBBt   ABO  —  ieRcMC. 
Naas  obtenons  ainsi,  poor  la  sariaco  S  du  triangle, 
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8  —  ^aReonA-^-ibEooBB+icEcMCf 


OQ 


(1) 


8  s=  ^R(aCOBA-{-bGOBB+eCOBC) 


Kons  voyoQS  ainsi  qae 

TkAn^m»  I«  L'aire  d'mi  triangle  est  ögale  aa  demi- 
rayon  du  cercle  circonscrit,  mnltipli^  par  la  sommo  des 
prodnits  qne  l'on  obtient  en  mnltipliant  chaqae  c6t^ 
par  le  cosinas  de  l'angle  oppoa^. 

2.  Corollairc  I.  Los  droites  qui  joigufiit  k's  pieds  des  bauteurs 
de  Qütre  triangle  sout  respectlvemeut  egales  k  acosA^  bcoBBy  ccosC; 
OD  peat  donc  dire  qae 

L'aire  8  d'an  triangle  est  6gale  aa  demi-rayon  da 
cercle  circonscrit,  maltipli6  par  le  p^rimitre  da  tri- 
angle qai  a  ses  sommets  aax  pieds  des  haatears  do  tri- 
angle donni. 

3.  Corollairc  II.  La  surfacc  «  du  triangle  forme  par  les  pieds 
des  hauteurs  ctaut  egalo  au  p6rimetxc  de  cc  triangle  maltipli^  par 
le  demi-rayon  du  cercle  inscrit,  on  voit  qae 

La  sarface  Sd'nn  triangle  est  i  la  sarface<Sda  triangle 
form^  par  les  pieds  des  haatears,  comme  le  rayon  da 
cercle  circonscrit  an  premier  triangle  est  aa  rayoa  da 
cercle  inscrit  dans  le'  second. 

4.  Appelons  R'  Ic  rayon  da  cercle  circonscrit  au  triangle  qui  a 
sea  sommets  aoz  pieds  des  haateors  da  triangle  donn^  AMC,  Noas 
avons 

(1)  4Ji' 8      aCOBA.bcosB.ccoüC  abccoBAco&ßco&C. 

Hais  les  aagles  da  triangle  «  ^tant  respectivement  2A,  n—2Bf 
n — '2C;  il  noas  Tient 


on  Uen 


(1)  «  2iS.cosJlco8i^coäC. 

IMvisant  (1)  par  (2)  noas  obtenons 


on       =  Donc 
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Th^ordne  II.  Le  rayon  du  cerde  qiti  passe  par  les 
pieds  des  trois  haotenrs  d'nn  triangle  est  la  moiti6  du 
rayon  dn  cercle  circonscrit  an  triangle. 

5.  Corollaire.   Ou  eu  conclut  de  suite  qae 

Dans  nn  triangle,  le  rayon  dn  cercle  qni  passe  par  les 
pointsde  conconrs  desbissectrices  des  angles  ezt^rienrs, 
est  le  donble  dn  rayon  dn  cercle  circonscrit  an  triangle 

6.  Multiplions  rtNiuation  (I;  par  l'egalite  4RS  =  ahc^  d'abord 
inembre  a  membrc,  puis  en  croix;  notts  obteuous  les  deuz  espressions 

(II)  &^labe(a  cobA +hGOiB  -fe  COS  C), 

ahe 


m 


2(<IC08^+^C08^ +0CO8 1?)* 


7.  L'6quation  (II)  est  tiös  iniportante;  ellc  uous  permet  de 
trouvcr  immediatement  Tcxpi  Lssioa  qxl  d^teriniaant  de  la  sorfaoe  do 
triangle  en  valeur  des  trois  cöt^s. 


En  effet,  si  nons  consid^rons  cette  ^qnation  comroe  sli 
avec  les  tro^  ^nations  qne  Ton  obtient,  en  projetant  snr  diaqne 
c6t^  dn  triangle  la  ligne  bris^  formte  par  les  denx  antres  c6t6B, 
nons  anrons  nn  systöme  de  qnatre  öqnations 

abe  * 
a  — acos-il — ecosB~&cosC««Q, 
6  —  «cos  il — o.cosi9 — acos  C  =s  0, 

e  —  bcosA  —  a  cos   — o.cos  C  =■  0 

eiitre  les  trois  inconnnes  —-4,  —     —  C7. 

L'eiimiiiatioii  de  ces  inconuues  neos  donne  de  suitc  la  resultaate 

— -  a  b  c 
abe 

a  o  e  5  0, 

j  c  o  a 

\    c     b    a  o 

o  c  b 
e  o  a 
b  a  o 


d*oü  nons  tirons 


8^ 

abc 


o  a  b 

a  o  e 

b  c  o 

e  b  a 


e 
b 

a 

o 
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Or  Ic  dt^tcnninant  du  premier  membre  est  egal  4  2abe\  noas  obte- 
noas  doac 


(IV) 


o  a  h  e 

a  o  e  b 

b  e  o  a 

c  b  a  o 


par  le  carrt  de  la  quadruple  snr&ce  dn  triimgle  dont  les  tMs  Bont 

a,  e, 

8.  Kous  pouYODs  donncr  nne  antrc  forme  an  d^termioant  (lY). 
Ponr  cela  multiplioiifl  les  trois  denii^rcs  colonnes  par  les  quantit^s 
respectiTes  ^e,  ca  et  ab:  le  d^tenniuant  sera  moltipli^  par  le  prodnit 
be,M,ab  —  a*b*c*  et  il  noQS  viendra 


O  <tbc  abc  ahc 
a  o  ac^  ai)^ 
b   be^     o  ,ba^ 


divisons  actuellement  les  quatre  lignes  respectivcmeut  par  a6c,  «,  b 
et  <r;  le  d^terminaut  sera  divise  par  lo  produit  abc.a.b.c  ^  a^b^c^ 
et  aous  obtiendrous  eucore 


(V) 


165*  —  — 


0 
1 
1 

1 


1 
o 

6« 


1  1 
b* 


0 


ponr  l'exikreaaion  du  carr6  de  la  quadruple  snrface  du  triaugle. 

Note.  Considörons,  indepeudamment  de  ce  qui  precede ,  uu  tri- 
angle  ABC,  dont  nous  designerons  les  trois  cotes  pai*  a,  1»,  c  et  par 
Ä,  Bf  C  les  angles  opposes.  Soient  a',  h\  c'  les  cötes  et  A\  B\ 
C*  les  angles  du  triangle  A'B'C'  forraö  par  les  pieds  des  trois  hau- 
teurs;  et  reprösentons  par  a,,  Cj  les  cotcs  et  par  A^,  Ji^,  C\  les 
augles  du  triangle  forme  par  les  ceutres  des  trois  cercies  ex-inscrits. 
II  sera  fädle  de  Yoir  qu'on  a 

A'^n—2A,  2B,    C  — «-26'; 


puis 


»1- 


b 


sm  2 


an -2 


810  2 
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Or  d  not»  ddsignons  par  17,  R'^  Ics  rayons  des  cercles  dr* 
conscrits  k  ces  trois  triangles,  nous  aorons 

a 

R  = 


a*         ano&A  acos^  a 

2  sinAf     2  8in2yl  ^  4  siu  A  cos  -^1     4  sin  ^  * 

Oj  a  1  «1  a 

^     ^"^^    28m— 2 —    sm-g  2co8-^ 

ilouc  ou  Yüit  de  suite  que 

Si  eil  autre  .S,  S',  /S,  i'Xj)rimeiit  los  surfaces  de  nos  trois  tri- 
angles  ABC^  A!  B*  C,  Ai^  B^^      on  trouvera  aisement  que 

8'.^  2iS0OBilC08AGO8  C, 


vi 


2Bin  2  8in  2  sm  ^ 
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DL 

Bb  BtereometrisdiM  Probien. 

Von 


f.  1.  Vor  Kurzem  wurde  iu  dieser  Zeitschrift  von  Bender*) 
die  Aufgabe  behandelt,  die  grösste  Anzahl  congruenter  Kugeln  anzu- 
geben, welche  sich  auf  ein  uud  dieselbe  Kugel  vom  gleichen  Badins 
auflegen  lassen.  Die  Aufgabe  ist  an  und  für  sich  von  geometrischem 
Interesse,  sie  hat  jedoch  auch  eine  molecularphysicalische  Bedeutung, 
insofteme  sie  die  Anzahl  derjenigen  Atome  normirt,  welche  mit  einem 
gegebenen  Atome  allerhöchstens  in  directen  Contact  zu  treten  ver- 
mögen. Anders  formulirt  können  wir  auch  sagen:  Man  ersieht  dar- 
aus, wie  viele  Atome  sich  zu  gleicher  Zeit  in  der  "Wirkungssphäre 
eines  Atomes  von  doppeltem  Radius,  also  achtfachem  körperlichen 
Inhalte  befinden  können.  Hiebei  ist  allerdings  jedes  einzelne  Atom 
als  kugelförmig  vorausgesetzt;  allein  wie  wenig  innere  Gründe  dieser 
Hypothese  zur  Seite  stehen  mögen,  so  werden  wir  uns  derselben 
gleichwohl  im  Interesse  der  Rechnung  wie  einer  Obersichtlichen  Dar- 
stellung der  ErscheinoDgen  nicht  eutschlagen  können. 

Die  Anfldtmig  von  Bender  war,  wie  in  efaier  Notiz  >)  der  Re- 
daeticm  herrergehöben  wurde,  intofeme  keine  gettQgende,  ftlstie  «rftf 
nachwies,  dass  bei  einer  beetimmten  Anordnung,  filr  12  Engeln  Platz 
vorhanden  sei,  ei  aber  nnentechieden  Hess,  ob  nicht  durch  geeignete 
Yencfaiebang  dieser  Engeln  der  snm  Auflegen  einer  dreizehnten  Engel 
erfordeilidie  Baun  heigesteUt  werden  konnte.  Diesen  Eempunkt  der 
Fnge  hat  Hoppe  in  jener  Anmeikang  erledigt  nad  geaeigti  dass  %$ 
in  der  Tat  die  itf^^ai«^iii  sei.  Da  jedoch  an  Aesar  FeststeOnng 

TiO  im.  14 
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die  Taiiation  Ton'  6  Kvgdii  venraadt  wurde,  ro  durfte  ea  aidi  noU 
empföhlen»  die  ntmliehe  Vntenmdiong  sutot  mit  Hülfe  ein&dieM 
Betnchtnngen  duehnifklliren.  Um  noch  einmal  in  Kflixe  das  2Sei 
der  elgentUcheD  Angabe  sa  fiiiren:  Es  boU  gezeigt  werden,  daas  ea 
nnmOgUch  iat,  18  gleiche  Kogeln  mit  einer  ebenaolGhea  xnr  BertÜnmi^ 
tn  bringen. 

1)  Bender,  Bestimmung  der  g^Osstcn  Anzahl  von  Kageln ,  welche  »ich 
auf  eine  gloiche  Kogel  auflegen  lasMOt  Archiv  d.  Mfttb.  a.  Fbyt.  56.  Band. 
8. 302. 

2)  Budde,  üebcr  die  Abweichungen  der  Gase,  insbesondere  des  Wasser- 
stoffs, Tom  Mar  iotte'acben  Geseta,  Zeitochr.  f.  Math.  n.  Fbys.  19.  Jahrgang. 
&  298. 

9)  Hoppe,  Anmerkang  zu  Bender's  Aufsatz  Archiv  d.  Math.  u.  Fbys. 
56.  Band.  S.  307. 

§.  2.  Denken  wir  uns,  es  seien  wirklich  auf  die  Kugel  vom  Ra- 
dius 7?  l'S  ihr  gleiche  Kugeln  aufgelegt,  und  legen  wir  an  jede  der- 
selben aus  dem  Mittelpunkte  der  gegebenen  Kugel  (wir  wollen  die- 
selbe mit  I  bezeichnen)  einen  Berührungskegel ;  alsdann  ist  ersichtlich, 
dass  keine  zwei  dieser  Kegel  einander  schneiden  dürfen,  indem  sonst 
auch  mit  den  von  ihnen  umhüllten  Kugeln  das  Gleiche  der  Fall  wäre. 
Jeder  solche  Berührungskegel  ist  eine  Rotationsfläche  und  schneidet 
deshalb  aus  der  concentrischen  Kugel  I  einen  kleinen  Kreis  vom  Ra- 
dius Q  aus.  Der  obigen  Bedingung  können  wir  dann  auch  die  sub- 
stituireu,  dass  diese  Kugelkreise  sich  nicht  schneiden  dürfen.  Im 
Ganzen  entstehen  unsrer  Annahme  gemäss  13  solche  Kreise,  deren 
Flächen  züsammengcnommen  kleiner  sein  müssen  als  die  Oberfläche 
von  Kugel  I.  Dass  sich  diese  wirklich  so  verhält,  kann  ohne  Schwie- 
rigkeit nachgewiesen  werden. 

Beaeldmen  wir  die  Oefbnng  jedee  einzelneii  Kegela  mit  a,  ao  be- 
alalit  oiPenbar  die  Belation 

also 

«  =  60». 

Den  sphärischen  Radios  q  ergiebt  demzufolge  die  Proportion 

9:2r9S  =80:360, 

woraus 

folgt  Der  in  tpbftriadiem  Maaae  gemeaaene  Inhalt  einea  kleinen 
Kngeikreiaea  vom  Badina  ^  beatimmt  aieb  gleich 
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Setzt  man  somit  der  Einfachheit  halber  r  »  1,  so  ist  der  Inhalt 

J=  2n  (l— cos^^  —  2»(1  — C0830<>)  =  »(2— y3). 
Wird  dann 

.  Vd  - 1,73306 
anjseDonunen,  so  erh&lt  man 

13  J  —  13 . 3,1416 .  (2 — 1,73)  »  10^9433. 

Hingegen  ist  die  Gesammtoberfläche  der  Kogel  I  ^eich 

4r>9K  —  4. 3,1416  —  12,5664. 

Die  Differenz  hat  also  den  Wert 

12,5664—10,9488  - 1,628. 

Es  fragt  sich  also  nunmehr,  ob  die  sonst  noch  in  Frage  kommenden 
Obertlücheustücko  nicht  einen  grussten  Fl&cheninhalt  liefern,  als  die 
8o  eben  berechnete  Zahl  ausdrückt 

§.  3.  Um  hierüber  ins  Klare  zn  kommen,  denken  wir  uns  die 
13  Kugeln  in  eine  mflgUchst  nahe  Lage  gebracht.  Der  bessern  Ueber- 
sicht  halber  beginnen  wir  mit  4  Kugcfln,  die  wir  so  anordnen,  das« 
des  zwischen  den  vier  zugehörigen  Kreisen  mit  dem  Radios  q  oin- 
geschlossne  Stück  der  Oberfläche  von  KugeL  I  ein  Kleinstes  wird. 
Damit  überhaupt  diese  Figur  eine  geschlossne  sei,  müssen  die  4  Ku- 
geln so  liegen,  dass  je  zwei  davon  eine  dritte  berühren.  Die  wcitreii 
Betrachtungen  können  wir  entschieden  anch  aa  vier  in  Einer  Ebene 
befindlichen  Kreisen  vornehmen,  indem  die  uns  hier  interessirenden 
YerbAltniaBe  auf  der  Sphftre  die  n&mlichen  sind. 

Es  seien  (Fig.  1)  die  4  gleichen  Kreise  um  A,  Ii,  C,  D  so  con- 
struirt,  dass  beztiglich  in  den  vier  Punkten  E,  F,  G,  H  Berührung 
eintritt;  es  entsteht  dann  ein  Rhombus  ABCD  mit  der  Seite  er  und 
dem  spitzen  Winkel  ABC  =  q).  Um  zu  ermitteln,  bei  welchem  Winkel 
tp  das  (in  der  Figur  schraffirte)  krummlinige  Viereck  EFGH  ein 
(natürlich  nur  relatives)  Kleinstes  wird,  sehen  wir  zunächst  zu,  unter 
welchen  Umständen  sie  ein  Grösstes  ist,  und  verschieben  hierauf  die 
Kreise  so  lange,  als  es  angeht,  die  so  erreichte  Schlusssteliung  wird 
dann  das  gesuchte  Minimum  reprftsentiren. 

Der  Inhalt  dei  Bhombna  itt 

2r.2r8ino, 

14» 
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Die  Tier  Seetoren  AEff,  BEP,  CFO^  DOB  ergeben  snaanmeii  den 
Krdiiiüudt 

80  dass  demnach  der  Inhalt  jener  Figur 

j     4r"sill«— r*« 
■ein  wird.  Der  Ansdruck  erhält  seinen  grOssten  Wert  dann,  wenn 

iit 

ynrd  nnnnehr  QBlidnit  bei  i^eidAleibendar  SeitaBliqge  fer» 
Behoben,  bis  ebie  weitere  Yenddebimg  nieht  mehr  möglich  iet,  ao 
gelangt  man  m  einer  Anordnung  der  Kreise,  bei  weldier  swel  der 
▼orhm  getrennt  liegenden  einander  tangiren,  and  ans  der  viereckigen 
Figor  EFOH  sind  swel  eongmente  dreieckige  mit  dnem  gemeiii- 
schafUichen  Eckpunkte  geworden.  Für  den  Winkel  tp  ist  dann  die 
Belatkn  diese: 

Anf  die  Kngelfläche  flbertragen  lantet  dieses  fiesnitel  10: 

Vier  eine  gegebene  Kngelfläche  von  gleichem  Radiila 
berührende  Kugeln  nehmen  von  jener  dann  den  gering» 
sten  Oberflächenteil  in  Anspruch,  wenn  die  durch  die 
vier  Berührungspunkte  der  von  den  Tangentialkegeln 
aus  der  ersten  Kugel  ausgeschnittenen  Kreise  gebildete 
sph4risake  Viereck  in  awei  eongmente  Dreiecke  aerlftllt. 

%  4.  Die  nBehsts  fhige,  Welche  Wir  um  foHegen  ffittMeii,  ist 
die  nach  dem  FUcheninheJt  eines  solchen  Dreieckes.  ^JB,C(Flg.S) 
mCgen  die  sphärischen  Centn  dreier  solcher  Kreise  sein,  so  dass 

ist  Wir  snehea  den  FttchenUalt  I  des  (sohcafiirten)  sphäniehen 
Drsieekes  DSF  aa  bestinnien. 

Versteht  man  unter  l'  den  Flächeninhalt  eines  der  drei  Sectorea 

ADE,  BFD,  C£F, 

unter  {'  hingegen  den  Flächeninhalt  des  gesasunlai  Dreieekea  AB€}, 
so  ist  offenbar 
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Sowohl  ftr     tls  Mieh  ftlr  T,  ist  die  Kunntnia^  des  Winkeb 
erfordflfHeh.  Eine  bekannte  Formd  liefert* 

cos  2p 


 ceB2g(l— coa2^)  CO 


CQ82(f 


tfch  eq^ebt.  Sefert  nun  flir  ^  den  frflher  gefandenen  Wert  ein ,  se 
ffieitt  Menne  iraiter 

n 

eot'^ 

^  ^  areeoB  5»  areeoel. 

l+cos  j 

Dean  gilt  die  Proportion 

tfcoos|:2ii  « 

und  ndt  Sabetltnti<m  dee  Mannten  Wertee  m ans  2, 

-   2— ys  , 

r  «  — j — arccoBf. 

Sind  0,  y  die  drei  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks,  so  ist  dessen 
fVeheninhalt  durch  den  Ausdruck 

gegeben;  in  unsrem  Falle  sind  diese  drei  Winkel  unter  sich  gleich, 
und  mAU  hat 

t  ^  8areeoB^<-*si. 
D»  V  und  t*  Jetzt  gefonden  sind,  ao  bekonuat  ouui  sum  Schloaa^ 

r  =  I  y  3  areooe-^  — ^ 


Wie  oft  dürfen  wir  diese  QrOüO  l  an  sieb  aelbat  addiren«  nia  die 
^ylffln  erbaltene  Zabl 

1,62» 

OT  ewBkbeii,  «eip.  an  flbcviabreileiif 

§.  5.  Die  ganze  Rechnung  soll,  da  sie  nicht  zur  Feststellung 

von  Grössenbcziebuugen,  sondern  nur  zur  Erkenntniss  gewisser  Groii- 
bedingungen  dienen  soll,  unter  Annahme  der  günstigsten  Umstände 
geführt  werden.   Zur  Berechnung  des  obigen  Ausdrucks  hat  man: 

aicoosi-* 0,88183.«;  4y8- 3,^8808 
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Das  Produkt  ist  oUsht  gauz  l,Ol8.7r,  also 

Z  =  0,01871  =  0,05655. 

Diese  Zahl  ist  iu  1,623  etwas  mehr  als  28  mal  enthalten.  Nun  kauu 
jede  aufgelegte  Kugel  nie  mit  6  andern  iu  Berührung  kommen,  also 
uie  G  Bogendreiecke  wie  DEF  begrenzen.  Lassen  wir  aber  auch 
diese  zu  hoch  gegriffene  Zahl  gelten,  so  werden  zwischen  den  auf- 
gelegten Kugeln  immer  erst  *  13  ==■  26  solche  Zwischenräume  ent- 
stehen, also,  da  noch  28  Platz  haben,  die  Unmöglichkeit  der  Be- 
rührung von  13  Kugeln  nicht  dargetan  sein.  Zum  Beweise  ist  es 
demnach  erforderlich  den  liurch  die  Anordnung  notwendigen  Ueber- 
Bcbuss  der  Zwischenräume  über  ihr  Minimum  in  Rechnung  zu  ziehen, 
ein  Standpunkt,  von  dem  jeder  neue  Versuch  einer  Yereinfachoiig  des 

citirten  Beweises  auszugehen  hat  £s  hat  sich  ergeben: 

• 

Selbst  trotz  des  alisiehtlieli  sä  hoch  angenommeneii 
Wertes  einer  gewissen  Zahl,  nehmen  je  3  yonl3  gleichen 
eine  Engel  des  nftmlichen  Radins  hertthrenden  Kugeln 
keinen  so  grossen  Teil  Jener  Engel  für  sieh  in  AnspracJi 
dass  sieh  die  Unmöglichkeit  ergäbe,  13  Kugeln  in  der 
verlangten  Weise  aninordnen. 

§.  6.  Die  ])isher  augestellten  Betraebtungen  hatten  nur  den  Zweck, 
die  Unmöglichkeit  von  13  congruenten  Berübrungskngeln  ein  und  der- 
selben Kugel  darzutun.  Es  könnte  jedoch  möglich  sein,  a  priori  die 
grösste  Anzahl  solcher  Berührungskugeln  zu  bestimmen.  Die  Angal»e 
einer  solchen  Methode  ist  der  Zweck  der  uächsteu  Zeilen,  es  \  erhilft 
uns  dazu  folgende  Ueberlegung. 

Wir  nehmen  an,  es  gäbe  «  solcher  Engeln;  n  ist  natflrlich  eine 
gtoze  positive  ZaU.  Wir  nehm  es  es  als  nUtglich  an,  diese  n  Engeln 
in  eine  solche  gegensdtige  Lage  zn  bringen,  dass  die  ihre  Centra  mit 
dem  Mittelpnnkte  Ton  Engel  I  verbindenden  Bedien  sämmtlich  gtoicfae 
Winkel  mit  einander  einschliessen.  Irgend  drei  der  BerflhmngspnnktB 
werden  dann  ein  sphärisch  gleichsmtiges  Dreieck  bilden,  nnd  es  er» 
hebt  sieh  die  AnjQsabe,  die  Engelfläche  in  »  solche  Dreiecke  dnzn- 
teilen  eine  An^jabe,  wie  solche  bereits  den  arabischen  Mathe- 
matikem  bis  sn  einem  gewissen  Grade  sehr  geläufig  gewesen  tn  sein 
scheinen.  Jene  Aufgabe  liefert  nns  in  ihrer  Lösnng  die  Seitenlänge 
jenes  Dreiecks,  und  es  bleibt  uns  dann  nur  noch  zn  untersuchen,  für 
welches  n  diese  Länge  noch  statthaft  ist  FOr  alle  ganzsaUigen 
positiven  Werte  »  ist  alsdann  die  bewusste  Anordnung  nicht  mehr 
möglich.  Don  nns  unbekannten  Winkel  des  Dreiecks  setzen  wir  gleich 
sr.  Dann  ist  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks,  den  Radius  zur  Einheit 
genommen. 
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3«  — 91, 

und  nr  Beitiiaiiiiiiig  yod  m  besteht  die  (Heidiiuig 

nißx  —  n)  «=  4», 

woraus  der  Wert 

71  +  4 

■ich  herleitet 

Die  Sdte  y  berechnet  sich  «os  der  bereits  benfltitea  Qleichtug 

eosy  00B'y+8in*ycoS«. 
Diese  Gleichung  giebt,  wie  oben,  zunächst 

^  cosy 

also 

COSK 

und,  mit  Einsetzung  der  gefundenen  Werte, 

n+4 


oosy  s 


cos«^ 


4  * 

1  —  COS«-k 

3n 


Andeferseits  ist  jedoch  y  insoweit  bestimmt,  als  es  eine  Grenze 
giebt,  welche  diese  Grösse  nicht  überschreiten  darf,  ohne  die  Aufgabe 
iUosorisch  sa  machen;  es  darf  nämlich  y  nicht  kleiner  sein,  als  die 
Distanz  zweier  BerOhrungspunkte  der  Kugeln.  Diese  ist  60^,  und 
wir  haben  df^T*"***  ^  Gleichung 

n+4 

cos  TT  —R  

C0860ö-i=  


1  —  cos  Jt 

mühMmL  Diess  giebt 

3C08»-gJ^  —1, 

n  -gj^  -»arccos^- 

Kon  ist 

22-H      IZn  ^  , 

3722  T"33 

2H^      9«  ^ 

3723  "  23" 

d.  h.  bei  22  Df^edcen  giebt  es  noch  eine  LOsong,  bei  33  hingegen 
nicht  mehr.  Erstere  Zahl  widenq^cht  nicht  dem  Falle  von  13  En- 
geln. Das  hier  angewandte  Yerfidiren  kann  also  nicht  a  priori  ent- 
sdielden. 
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1. 

Kurze  Notiz  zu  dem  Amflmtee  des  Herrn  H.  Rath  „Die  rationaleii 
Dreieeke««  (Archiv  T.  LVI.  S.  188  flE:). 

In  der  eben  dtiertm  intmnsnten  Abhandfang  hat  Heir  Bnth 
ttberqehen,  dass  eine  grosse  Zahl  seiner  Sfttze,  anch  deijenigen,  wddie 
er  für  neu  hllt,  sdion  in  der  Ifitte  des  X.  Jahilinnderts  murer 
Zeitrechnung  von  den  Arabern  ausgesprochen  und  bewiesen  sisdL 
F.  'Woepcke  hat  1861  eine  Vebersetzung  eines  anonjinsii  Vng' 
mentes  herausgegeben^),  das  sidi  mit  derBQdnng  der rechtwiiddigea 
Dreiecke  in  ganaen  Zahlen  beschSftigt  Aus  diesem  &st  ToHstaadigen 
Fragmente  —  es  fehlen  nur  einige  Anfimgsseilen,  and  deshalb  auch 
der  Name  des  Yerfiusers  ^  entnehme  ieh  unter  andeni  folgende 
Sfttse,  welche  sich  stmmtUfh  auf  Primdreiecke  bedehen,  denn  nur 
solche  (triangles  soaches)  betrachtet  der  Verfasser. 

Kein  pythagoreisches  Dreieck  ist  gleichschenklig. 

Jede  Hypotenusensahl  ist  ungerade;  sie  Iflsst  sich  in  Ae  Summe 
zwtier  Qnatete  seriegan. 


1)  Becberchea  sur  plasieurt  onrrages  de  Leonard  d«  Fit« 
d^eoiiTerts  et  publUs  par  M.  le  Frince  B.  Boaeompagni  et  tnr 
lee  rapports  q«i  exieunt  «rutre  eei  omtragee  et  let  traTanx  ma- 
th<in«tiqnei  des  Arabee.  1'  partie:  Bxtraits  et  traduetioaa 
d'oavragei  arabei  In^dlti.  m.  Tradaetlon  d*««  fragneiit  ana* 
aja«  Bttr  la  formation  dea  (riaaglaa  raetaaglea  aa  ■•Bihraa 
entiars,  et  d'an  trahd  ear  la  mSae  eajat  par  Aboft  Dja'far  Ito- 
hanmed  Ben  Alho^aln.   Borne  tS61. 
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Jede  Qfpotemtaensahl  bal  die  Form  12m+l  oder  12m+6.') 

Dieee  letite  Eigcnsehaft  gDt  nicht  umgekehrt,  es  iet  alio  sieht 
jede  Zahl  von  der  Form  12^+1  oder  12m+5  eine  Hjrpoteniisen- 
laU,  mdem  av  diejeuigeu,  wel<^  rieb  in  die  Summe  zweier  Qnad- 
nto  serlegen  Innen. 

Iit  die  Zerlegung  der  HypoteDuscnzahl  m*-j-n=*,  so  ist  die  For- 
mel fflr  die  drei  Seiten  des  betreffenden  Dreiecks 

a  =  m^ — n^,    &  =  2f»n,    o  =  m''-^n*. 

Das  sind  die  von  Herrn  Rath  sogenannten  indischen  Formeln,  die 
aber  schon  Diopiiant  in  seinem  VI.  jBnohe  jeonstsnt  heonlnt 

Man  hat  stets  »4»«  abo  tot  diM  iauner  eine  nngs- 

nde  Zahlf  m  nnd  »  sind  relativ  {irim. 

Eine  Kathete  ist  stets  eine  gerade  Zahl«  die  Hypotennse  nnd  die 
andere  Kathete  beide  vngerade. 

Der  anonyme  Autor  benutzt  dauu  seiuc  liesultato  zur  Lösung 
der  gleichzeitigen  Gleichungeu 

das  heisst  er  versucht  die  Lösung  der  Aufgabe  von  den  congruenten 
Zahlen,  ir  ist  dabei  eine  gegebene  Zahl.  In  einer  am  Ende  ange- 
hängten Zusammenstellung  der  Resultate  geordnet  nach  den  Hypo- 
tenusenzahlen finden  sich  sämmtliche  Resultate  des  Horm  Rath  bis 
zur  Hypotenuse  205  eingeschlossen,  nnd  ausserdem  noch  die  Lösung, 
welche  für  <2«»13,  n^l  in  der  Batb'achen  TabeUe  anftreten 
würde»  nämlich 

a  =  28,   i  =  195,   e  =  197. 
Von  den  congmenten  Zahlen  hat  der  Anony mos  die  30  folgenden 


5 

34 

210 

429 

2730 

6 

65 

221 

546 

3570 

70 

231 

1155 

4290 

15 

UO 

286 

1254 

6610 

ai 

154 

330 

1785 

7954 

30 

190 

390 

1995 

10374 

Das  Finden  der  congmenten  Zahlen  ist  nach  dem  eweiten  Tractat 
des  Alho^aln  der  eigentliche  Zweeii  der  Theorie 4ierP]rthsgflnis<dM^ 

Dreiecke. 

Thom,  Jnli  1874.  M.  Cnrtse. 


1)  Herr  Rath  bat  die  form  4n-f-  l  angegeben.  Da  aber  keine  Hypo- 
fnwwiMhli  wie  «m  rieh  leichl  ftbeiseiisti  durch  S  teilbar  «eiB  kann,  lo  ftllt 
die  Vtotm  ISiii-|-9,  welehe  in  4«*f  1  tteekt,  weg;  Uer  iil  alio  der  Araber 
^enaaer  alt  Herr  Bath. 
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2. 

Ueber  das  IHafOBalenflliileek  elneB  KnUfttsfeekM. 

A^A^A^A^Ar^  in  Fig.  1.  seien  5  aufeinanderfolgende  Punkte  einer 
Kreisperipherie.  Ks  bezeichne  dann  «,  die  Seite  ^,+2vli+s,  wo  der 
Index  k-{-b  mit  dem  Index  k  zusammenfällt.  Die  5  Diagonalen 
dieses  Kreislünfeckes  bilden  selbst  wieder  ein  Fünfeck  B^B^B^B^B^ 
wo  B,  der  ^Schnittpunkt  zweier  Diagonalen  ist,  die  von  den  End- 
punkten der  Seite  a,  gezogen  werden  können. 

Es  besteht  ntm  eine  Relation  syrischen  den  Winkeln  dieser  bei- 
den  Fflnfecke,  welehe  auf  folgende  Weise  geftinden  werden  kann. 

Jeder  Winkel  Ai  des  Kreisfünfeckes  wird  durch  zwei  Diagonalen 
in  drei  Winkel  geteilt;  wird  der  mittlere  derselben  mit  a,  bezeichnet, 
so  erhält  man: 

Ai  =»  ffi  +  efi+i 

Bi  =•  2R — cf.+i  — o,+4  —  a<+««+2+a<+t 
Ai+Bi  —  2B+€it  —  Ai+l+Ai^i 

somit 

Bi  —  Ai^i  -f-^-i-i — 

weiche  5  Gleichungen  die  gesuchte  Besiehaug  darstellen. 

Wien,  den  18.  Jan.  1874.  Emil  Hain. 


3. 

üeker  Kreise  Im  IMeek. 

Werden  in  einem  Dreieck  ABC  von  den  Ecken  durch  einen 
merkwürdigen  Punkt  O  gerade  Linien  gezogen,  welche  die  Seiten  in 
A^ByC'i  treffeil,  so  entstehen  drei  Paare  von  Dreiecken,  deren  In- 
und  Umkreisradien  in  gegenseitigen  Beziehungen  stehen.  Bezeichnen 
wir  die  ümkreisradien  der  Dreiecke  ABA^^^  ACA^  mit  r«*,  und 
die  Inkreisradien  mit  ^oft,  Qaei  so  haben  wir  zunächst  für  O  als  dfia 
Schwerpunkt: 

1       1  _e-^h 

Qab       Qac  F 
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WO  ohcrgF  Seiten,  ümp  und  Inkreinradiiui  und  FUcheninhalt  des 
Urdrdeokes,  der  Mcrdindiiis  des  von  den  Schwerpnnkttrftnsrer- 
salen  als  Seiten  gebildeton  Breieckes  sind. 

FOr  den  Höhenponkt  erh&ii  nun: 

Qab    C 

Qeb  a 
Ugab  =  Tlgba 

c 

Für  das  Umkreisoentnim: 

1  1  6  1 

-1     1  = 


arta  6  Tob  AÄi 

Endlich  gelton  ftkr  das  Inkreiscentram  folgende  Relationen: 

£  —  =  Z— 

gab  Qba 

^  (s   i )  "  ^  (iS i)  1^ 

Ansser  diesen  einfacheren  Formeln  fttr  die  vier  wichtigston  merk- 
würdigen Punkte  können  auch  allgemeine  Besiehongen  ao^iestellt 
werden  wie  z.  B. 

J7r«»  —  Jln« 

Wien,  Ende  Febroar  1874.  Emil  Hain. 
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Granaen  (iLr  die  BmIs  der  natHrlielie»  lie^adllui^B. 

1.  Aus  der  bekannten  Fomel: 

ergiebt  sich«  wenn  a  >>  6,  die  Ungleichimg: 


findet  SclilOmilch  in  seinem  Compendium  der  Malhemilik 

für  a  =  1  +  -  und  i  — 14- -4-5  • 


(•+;r<('+rir 

nnd  somit: 


a+f)^<(l+4)«<(l+i)*<a+t>*  etc. 

2.   Es  ist: 

Nun  ist  für  »  >  Oi  (1+«)"  >-  l+nx  mithin  auch 


1 .  1 


>*+:+•(•»- iV  . 

•Im  «m  80  Mfar 

und  somit 

('+drj->(.+r- 
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3.  Fflr  die  vontehende  tJii|^eiehiiiig  kaim  maa  auch  Bdireiben : 


■od  «ich 


oder 


(-r>(-.-T.) 

«lao  iat: 

(l-0-i>(l-.|H>(l-tH>(l-i)-*  etc. 

4  Da  mm  •  —  lim^l  -|-  =  lim  ^1  —  fBr  «t  <—  od  ,  so 
ergiebt  Bich  aus  Nr.  1.  and  Nr.  3. 

oder  auch 

wodurch  «  so  genau  beredmet  werden  kann  als  naa  nur  wilL 
5.  Ana  4.  folgt  noch,  wenn  «  und  y  >  0, 

Hieraus  durch  Multiplicatiou : 

and  wenn  nun  2«  statt  n  setat: 

Ftir  « 00  werden  x  mui  y  gleich  Neil,  alBo: 

Für  fi  =  1000  giebt  diese  Formel  b  auf  sieben  Stellcu  richtig,  während 
^1+      eine  aolche  Genani^eit  erst  bei  «    10^  giebt 

Kiel,  den  la  Oktober  1874.  LigowBfci 
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5. 


SoBUMtloii  direete  et  dl^mentalre  des  earH§f  te  eata  ei  des 
qsatrIdBM  polmuiMs      «  pradm  Bsrnbrn  «Btton. 

1.  äomme  des  carr^  Koos  avons 

(n  +  l)(2n  +  l) 

(«— 1)(2»— 1)  =  2n2— 3n+l; 

d'oü  noiiB  tirons,  en  retranchant  memoire  &  membre, 

(n-f  1)(2«+1)— (»— i)(2n— 1)  =  6n. 

Multipliaut  par  ^*  uoas  obtenons  i'identit^ 

n(n+l)(2u+l)      (n--l)ii(2»-l)  , 
W  6  6 

Dans  cetto  formnle,  remplaQons  n  socccssivemeDt  ])ar  tous  leg 
nombres  entien,  depois  1  jiisqa*&  «,  uoas  troavons  la  soite  des  ^galit^t 

1«. 
2«. 

4». 


1.2.3 

~' 

2.3.5 

1.2.3 

6 

6  • 

3.4.7 

2.3.5 

6 

6  • 

4.5.9 

3.4.7 

6 

IT' 

/     •         (n~l)ii(&t— 1)  (at-2)(ii-l)(2»-3) 
(«^D«  g  , 

,      «(n+l)(2n+l)      (n~-l)n(2n— 1) 
 ^  g  

8i  noQB  i^oatons  membre  k  membrc  et  qac,  dans  le  second 
mcmbre  de  T^galit^  r^sultaate,  noas  sappriraons  les  termes  eganx  r  t 
de  signes  contrairea  qni  sont  en  ^videuce  et  qui  s'entred^tmisent, 
nouB  anioas  la  somme  des  carr^s  des  n  premiers  nombres  entiera 

(II)    l«+2«+3«+4»+...  +  (»-l>«+«'  -  !lii±iK*!±i). 

2.   VoroUiüre.  fuisque 

1+3+3  +  4+.. . +(«-!)+»- Ji^-^. 
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liova  obtenoitt,  en  diviaant  menihre  h  membre, 

lim  1^  +  2^+3^+.. .+n«  n4-(n+l) 

l-j-2+3+...+n  8 

cfeit-Ardin  quo 

La  somiiie  des  carr^B  des  n  premiers  nombres  entiers, 
divis^e  par  la  somme  de  ces  memes  nombres,  est  egale 
aa  tiers  de  la  somme  da  dernier  nombre  n  et  du  nombre 
suivant  n-^-l, 

8.  Spane  iM  embes.  H  est  &dle  de  Toir  qne 

miütipliant  par        on  obtient  Tideutit^ 


n«(n+l)»  <n-l)=^n« 
(IV}  I  j       —  • 

%  novi  remplacons,  dans  oefcte  formale ,  %  tnccesslTemeiit  par  tous 
les  nombres  entiers  depnls  1  Jnsqn'ä  »,  novs  anrons  la  tnUe  des 
^natioiui 


1» 

8« 
4» 


4  ' 

2».8« 

4  "~ 

4  • 

3«.4» 

4 

~4"' 

4«.6« 

3*.4« 

4 

4  ' 

(n  — 1)8  «.   _  j  , 

,      n2(n+l)2  (n~l)M 
»•-—4  4  • 

qa'il  neos  snffira  d'igonter  membre  k  membre,  ponr  troaver  de  saite, 
aprds  snppression  des  parties  oommnies» 

Aifiai  la  somme  des  cabes  dei  »  premlers  nombres 
entiers  est  ^gale  an  carr6  de  la  somme  de  ces  »  premiers 
nombres. 
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4.  CoroUaire.  Elevons  au  carr6  lee  deux  membrea  de  F^gaUt^ 
(II),  et  diviflouB  r6gaUt6  r6siiltaiite  membre  ä  membre  par  (YX  nons 
obtenoas 


ou,  eu  langage  ordinaire; 

Le  c«rr6  de  la  Bomme  des  carr^a  dea  «  premiera 
nombrea  entiera,  diviaö  par  la  aomme  dea  cabea  de  cea 
mdmea  nombrea,  eat  6gal  an  earr6  dn  tiera  de  la  aomme 
dn  dernier  nombre  ft'et  dtt  nombre  anivnnt 


(VI) 


Oeorgea  Doator. 
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Litterarischer  Bericht 

CCXXVI. 

Gesclüclite  der  Mathematik  uud  Physik. 

Die  Rechenkunst  im  sechzehnten  Jahrhundert.  Von  A.  Kuckuck. 
Sepaiatahdruck  aus  der  Festsclirift  zur  dritten  Siicularfeier  des  Ber- 
huischeu  Gymnasiums  zum  grauen  Kloster,  iierlin  1874.  Weid- 
mann.  28  S. 

Das  MchzehBte  Jahrhundort  macht,  wid  die  Schrift  ooiutatirt, 
eme  Epoche  in  der  Bechenkanst  gleichzeitig  in  mehriiacher  Beziehung. 
Hier  vollzog  rieh  der  Uehcrgang  vom  römischen  Verfiüiren,  dem 
Bechnen  mit  römischer  Zahlondarstellang,  „Mf  der  Linie"*,  mit  An* 
Wendung  des  Abacus,  zam  Ocdmalrechnen  „mit  der  Feder^S  Weldies 
den  Gelehrten  schon  l&ngst  bekannt  war,  ohne  dass  bis  dahin  auch 
bri  ihnen  der  augenftUIige  Vorzug  die  alte  Gewohnheit  zu  Terdrängen 
vermocht  hätte,  in  schnellen  Schritten;  denn  es  erschienen  von  da  an 
zahheiche  Bechenbttcher  in  deutscher  Sprache,  und  das  Decimal* 
rechnen  ward  Lehrgegenstaud  in  den  Elementarschulen.  Die  Be- 
schreibung des  alten  Verfahrens,  die  Vorf^ahrmlg  der  betreffenden 
Zustände  im  16.  Jahrhundert  und  der  Verdienste  einzelner  Autoren 
und  ein  schliesslicher  Hinweis  auf  einen  neuen  bessernden  Uebergang 
im  19.  Jahrhundert,  wo  der  Bechenunterricht  mehr  und  mehr  auf 
Einriebt  statt  wie  frahor  auf  Gcdächtniss  und  gedankenlos  eingeübte 
Begeln  basirt  wird,  machon  den  Inhalt  der  Schrift  ans. 

Ein  anderer  Hinweis  auf  das  19.  Jahrhundert  hätte  wol  näher 
gelegen.  Es  war  die  wissenschaftsfeindliche  Maclit  des  Gewohnheits- 
hanges  charakterisirt  an  einem  hervorragenden  Beispiele,  welches 
ausserdem  zeigt,,  dass  wenn  auch  erst  nach  Jahrtausenden  ihr  Wider- 
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stand  gegeu  den  l''ortscliritt  t'iidlich  durchbrocheu  wird.  Sind  wir 
nun  in  diosom  Kernpunkte  während  der  3  Jahrhunderte  weiter- 
gekommen V  Darf  man  heutzutage  seine  Beibehaltung  anerkannt  un- 
praktischer Einführungen  uicht  mehr  mit  der  alten  Gewohnheit  recht- 
fertigen? Das  Gegenteil  ist  hinreichend  bekannt:  wir  brauchen  nur 
au  die  Nonagesimal-  und  Sexagesimalteiiung  der  Winkel  zu  erinnern, 
welche  längst  al><i(-schaflft  wäre,  wenn  die  Qewohnheitamacbt  nicht  als 
Motiv  zur  Festhaltung,  sondern,  wie  es  in  der  Wissenschaft  ailein 
vernünftig  ist  ,  als  Motiv  zui^  Bekämpfung  gälte.  Erst  wenn  diese 
Lehre  der  Geschichte  in  weiterm  Kreise  in  die  Ueberzeugungen  ein- 
gedrungen ist,  kann  von  Fortschritt  in  der  Hauptsache  die  Rede  sein. 

H. 

Zur  Erinnerung  an  Jakob  Steiner.  Ein  Vortrag,  gehalten  in 
der  mathematischen  Section  der  Schweiz,  natnrforsohendcn  Versamm- 
lung an  ihrer  Jahresversammlung  in  Schatl'hausen,  den  22.  Angnst 
1873.  von  Dr.  C.  F.  Geiser,  Professor  am  schweizerischen  Poly- 
technikum.   Zürich.    Cäsar  Schmidt  (Schabelitz).   37  S. 

Die  Schrift  enthält  die  Lebensgeschichte  Stein  er 's  von  Jogend 
an,  Schilderung  der  Persönlichkeit,  ZOge  seines  Auftretens,  seinen 
Umgang  mit  Grelle  und  Abel,  dann  mit  Jacobi,  sein  Verhältniss 
zu  Humboldt,  Entstehung  und  knrze  Charaktcrisimng  seiner  Ar* 
beitea,  in  einer  durch  heitern  Witz  belebten,  anregenden  Sprache. 

H. 

Intonio  ad  ah-ime  letttTO  del  Lagrangc  nota  di  A.  Genocchi. 
1H74.  G.  B.  Paruvia  e  C.  Kstr  dagli  Atti  della  R.  Accad.  d.  Sc  di 
Torino,  vol.  IX.  (2L  Giuguo).    l'J  S. 

Mitteilung  von  4  neuen  Briefen  Lagrangc*s  au  Fagnano  17.'>5., 
Zauotti  1762.,  Ghcrli  1776.  und  Lorgna  1781.  in  italienischer  Sprache, 
nebst  Nachrichten  ttber  diese  und  andere  Briefe  desselben  Anton. 

H. 

Bolletiuo  di  bibliogratia  e  di  storia  dcllc  scienze  matcmatiche  e 
tisiche.  Pubblicato  da  B.  Boncompagni.  Tomo  VII.  Roma  1874. 
Tipografia  delle  scienze  matematiche  e  fisiche. 

Das  Maiheft  enthftlt  Geschichte  der  Entwickclnng  der  Theorie 
der  Kettonbrache  bisEnler,  yon  Siegmnnd  Gunther.  Uebersettt 
in*8  Italienische  von  Alfonso  Sparagna;  femer  einoi  Brief  von 
F.  Woepcke  an  B.  Boncompagni  ttber  eine  Methode  zur  approiä- 
mativen  Bestimmung  der  Irrationalen  2.  Grades.  H. 
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Metbode  und  Frincipien*). 

Dil'  ersten  Sätze  vom  Dreiecke  und  die  Parallelen.  Nach  Bo- 
lyai's  Grundsätzen  bearbeitet  von  Dr.  Carl  Spitz,  Professor  am 
Pulyteclmikum  in  Carlsrube.  Eine  Beigabe  /u  des  Verfassers  Lehr- 
buch der  ebenen  Geometrie.  Mit  43  in  den  Text-  gedruckten  Holz- 
scbiüttcu.   Leipzig  und  iieidtlberg.    Iblö.   C.  F.  Winter.   44  S. 

Es  hAtte  der  Uebenengniig  des  Yerftkssers,  wie  derselbe  sagt, 
entsprochen,  die  in  der  Torliegenden  Separatschrift  entwickelte  Me^ 
thode  als  die  einsig  streng  wissenschaftliche  schon  in  der  nensten 
Anflage  seines  Lehrbuchs  der  ebenen  Geometrie  rar  DnrchiUhmng 
zn  bnogen;  nnr  ans  Rflcksichten  hat  er  sich  rar  Abtrennung  ent- 
schlossen, so  jedoch,  dass  die^  Einordnung  nnmittelbar  erfolgen  kann. 
Es  leuchtet  wohl  beim  ersten  Blicke  ein,  dass  die  getroffene  Auskunft 
eine  gHIcklicho,  die  eigentliche  Absicht  eine  verfehlte  war.  Die  ein- 
seitige Bnrchfthhruug  einer  allein  bostimmondpn  Idee  war  gerade  ge- 
eignet eine  Separatschrift  ra  einem  lehrreichen  und  interessanten 
Gänsen  ra  machen;  das  Eigebniss  ist  aber  weit  entfernt  mit  dem 
Lehrqrstem  der  Mathematik  in  Harmonie  ra  stehen  und  dem  Unter- 
richtszwecke ra  genOgen.  In  dieser  Besiehung  wollen  wir  das  Unter- 
ndmen  nicht  aus  dem  blossen  Anschein  verurteilen,  sondern  die  Inv 
tllmer  aufweisen,  welche  ihm  zugrunde  liegon.  In  der  Tat  hat  Bolyai, 
diese  Tatsache  ist  der  Ausgangspnnkt  der  Schrift,  bewiesen,  dass  der 
Satz  von  der  Dreieckswiukelsumme  anf  Erfahrung  beruht;  was  er 
aber  nicht  bewiesen  hat,  was  als  unwahr  überhaupt  nicht  bewiesen 
werden  kann,  und  doch  von  Vielen  geilankcnlos  geglaubt  wird,  ist, 
dass  irgend  ein  mathematischer  Satz,  oder  die  Evidenz  irgend  eines 
Schlusse  s  nicht  auf  Erfahrung  beruhte.  Riemaun  hat  die  Frage  weit 
umfassender  aufgestellt  und  nntersucht ;  die  Ergebnisse  sind  jedoch 
sÄmmtlieh  po-sitiv,  nnd  mit  Milehe  brauchen  wir  nicht  einzugehen,  sie 
bieten  sich  leicht  genug  dar.  Die  Schrift  beginnt,  um  nur  eins  an- 
zuführen, mit  der  Congruenz  und  tletiuirt  diese  durch  Deckung  auf 


*)  DifM  Abteilang  der  Littcratur  stand  biaher  am  Bndc.  sogar  hinter  den 

vermischten  Srhrifton,  sie  ist  Itiormuh  vom  Bt  L'rüntler  des  Archiv-*  (unter  den 
Titel:  Schrifurn  ftbcr  Unterrichlsincthodc)  Mosser  Anhang  hrtnuhtct  wor- 
den. Da  jeiiuch  inzwischen,  nnmcntlit  h  <iiiicli  bodoutriidcrc  Arbeiten,  dns  In> 
tcresse  an  den  pri.:cipicllcn  Fragen  sciir  zuj;en<iniuien  hat,  so  lässt  sich  der 
tlahin  gehörigen  Litteratur  die  coordinirte  Stellung;  nicht  lÄnjifr  versagen.  Sie 
soll  Von  jetzt  an  als  zweite  di  r  '\  umfassenden  Abteilungen,  weh  hc  den  10  Ab- 
teilungen über  die  einzelnen  Wisscnsehrtfuszweige  vorausgehen,  unmittelbar  auf 
die  Geschichte  folgen,  wodurch  in  die  nrsprfingliche  Ordnung,  soweit  sie  eben 
Tollsogon  war,  wol  ia  keiner  Weil«  ein  Eingriff  geccbiebt.   (D.  Bed*)* 
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einander  übertragener  Figuren.  Was  hcisst  aber  IJebertragung,  wenn 
wir  nicht  dic^ Figuren  in  festem  Material  haben,  deren  ünveränder- 
lichkeit  die  Firfahrung  uns  anzunehmen  erlaubt?  Wie  können 
wir  Massstab  oder  Zirkel  gebrauchen,  ohne  diese  Voraussetzung  der 
Unveränderlichkeit  zn  machen,  die  doch  erst  vermöge  der  Erfahrung 
einen  Sinn  hat?  Wollte  man  den  empirischen  Elementen  in  der 
Mathematik  nachgehen,  so  würde  sich  zeigen,  dass  alh enqdrischen 
Unprnngs  ist,  niid  hiermit  wird  die  Unterscheidung  des  Wiukelsatzes 
nichtig.  I)<T  Verfasser  ist  in  einem  Punkte  durch  Bolyai  aufgeklärt 
worden,  hat  aber  im  übrigen  die  ungeprüfte  vulgäre  Mcinong  fest- 
gehalten, siebt  nun  im  Abstand,  des  Dnnkel  und  Hell  seiner  Anr 
sehauuug  einen  sachlichen  Gegensatz,  und  hält  sich  sofort  für  ver- 
pflichti't,  diesem  Erzeugniss  seiner  Illusion  Geltung  im  UntiTricht  zu 
verschaffen.  Zunächst  ist  nun  wol  ersichtlich,  dass  die  Statuirung 
eines  einzelnen  Erfahruiigssatzes  innerhalb  deis  mathematischen  Lehr- 
systems der  Natur  der  Sache  gar  nicht  entspricht,  mithin  auch  die 
exacte  Gestaltung  nicht  fördert  Sie  ist  niir  eine  zufilllige,  auf  ün- 
kenntniss  beruhende,  heterogene  Behandlnngsweise  eines  an  sich 
homogenen  Lehrstoffs. 

Ferner  waltet  ein  Irrtum  in  Betreff  dcrjonigeu  Erfahrung,  auf 
welche  sich  d«'r  DreicckswiiikelMimmcnsatz  stiit/cn  soll.  Erst  wird 
nämlich  dieser  auf  die  engste  Voraussetzung  zurückgeführt,  dass  die 
Summe  der  WinkiM  eines  einzigen  Dn'iccks  nicht  <^  2  Rechte  sei, 
und  die  Erfahrung  soll  nun  darin  bestehen,  dass  \vir  die  Winkel 
eines  Dreiecks  ausmessen.  Es  ist  bekannt,  dass  jede  Messung  einen 
möglicln-n  Feliler  übrig  lasst,  folglich  kann  diejenige  Erfahrung, 
welche  der  Verfasser  meint,  nie  stattfinden.  Auch  sind  alle  die 
frühern  Mathematiker,  welche  von  jener  Reduetion  nichts  wussteii, 
\on  der  Allgemeingültigkeit  des  Satzes  auf  Grund  irgend  welcher 
Erfahrung  überzeugt  gewesen.  Hieniach  muss  doch  die  Rolle,  welche 
der  Erfahrung  zukommt,  eine  wesentlich  andere  sein,  als  der  Ver- 
fasser sich  vorstellt.  Wollen  wii-  also  nicht  blind  zuwerke  gehen,  so 
ist  vor  allem  die  Frage  befriedigend  zu  beantworten:  Wie  gehen  voll- 
kommen ideidle  und  allgemeine  Erkenntnisse  aus  Erfahrungen  hervor, 
die  in  jeder  Hinsicht  unvollkommen  sind,  da  sie  nur  an  individuellen 
(Jbjeiten,  nie  an  einer  Allheit  gemacht  werden,  mit  Fehlern  behaftet 
sind  und  nur  mangelhafte  Objeete,  d.  h.  keine  gerade  Linie,  keint^n 
Kreis  u.  s.  w.  vorfinden V  Diese  Frage  lässt  sich  exact  beantworten. 
Von  ihrer  Lösung  hängen  erst  die  (Tcsicbtspunkte  ab,  die  bei  even- 
tueller Geltendmachung  in  der  Lehrmethode  massgebend  sein  würden. 
Da  diese  Erfordernisse  bei  der  Absicht  des  Verfassers  nicht  in  Be- 
tracht gezogen  sind,  so  ist  es  wcd  begründet,  wenn  sie  nicht  der  Bei- 
stimmuug  begegnet;  nur  ist  zu  wünschen,  dass  dem  unbedachten  Vor- 
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gehen  nicht  blqssc  Langsamkeit  der  Entschliossung,  sondern  eine 
yent&ndliche  Würdigung  des  Sachverhalts  entgegensteht. 

Der  wesentliche  Inhalt  der  vorliegenden  Schritt  besteht  in  der 
Streugen  soccessiven  Deduction  derjenigen  Reihe  von  Sätzen  übrr 
das  Dreieck  und  die  Parallelen,  welche  von  der  Grundei^enschaff  der 
Ebene  uuabhiinj^ig  gelten.  In  Betreff  der  Parallelen  inussteu  hier 
Kiutahrungen  gemacht  werden,  die  in  der  wirklichen  Planimetrie,  wo 
dnrch  einen  Punkt  nur  eine  Parallele  mit  einer  Geraden  geht,  be- 
deutungslos sind.  Der  vermeintliche  Erfiihrnngs>atz ,  dei-  sich  aber 
nur  durch  den  Namen  von  einem  Axiom,  d.  h.  dem  notwendigen 
Minimum  der  Voraussetzung  unterscheidet,  kommt  erst  am  Ende 
hinzu;  die  ungenügende  Auffassung  des  IJegritts  der  Erfahrung  war 
daher  für  die  ganze  ßearbeitung  gleichgtiltig ;  diese  hatte  ihren  stren- 
gen und  deutlichen  Gesichtspunkt  für  sich.  Ein  weiteres  Gute  hatte 
auch  wui  die  Bestimmung  der  Bearbeitung  für  den  Schulunterricht: 
wir  haben  dadurch  eine  methodisdi  geordnete  und  für  Anfänger  ver- 
ständliche Darstellung  der  Bolyai'scheu  Geometrie  erhalten.  H. 


LebrbUclier,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Die  Elemente  der  Matlieinatik.  Ein  Leitfaden  fta  den  mathe- 
matischen Unterricht  an  hohem  Lehranstalten.  Von  Wilhelm  Oal  - 
Icnkamp,  Direktor  der  FHedrichs-Werderschen  Gewerbeschule  in 
Berlin.  L  Theil.  Arithmetik  und  Algehra.  1.  AbtheUnng  —  Plani- 
metrie, kit  einer  FignrentafeL  Vierte  Auflage  1874.  ILTheU.  Der 
Arithmetik  nnd  Algebra  2.  Abtheilung,  die  Stereometrie  und  die  Tri- 
gonometrie. Mit  drei  Fignrentafehi.  Dritte  verbesserte  Auflage. 
1872.  Iserlohn.  Julius  Bädeker.  381  S. 

Die  Abfassung  des  Leitfadens  entspricht  mehr  dem  Zwecke  der 
Vergegenwärtigung  als  der  exacten  Begründung  der  Lehrobjecte.  In 
erstcrer  Beziehung  ist  der  Verfasser,  soweit  sich  die  Gelegenheit 
darbot,  selbständig  productiv  vorgegangen,  in  letzterer  bleibt  die  Lei- 
stung merklich  gegen  die  billigsten  Anforderungen  zurück.  Die 
1.  Abteilung  der  Arithmetik  und  Algebra,  umfassend  die  Grundrech- 
nun<;sarten  in  «^anzj'U  Zahlen,  dann  in  Brüchen,  dann  in  algebraischen 
Zahlen,  die  Lehre  von  den  Potenzen  nnd  die  Gleichungen  1.  Grades 
mit  einer  Unbekannten,  zeigt  wenig  eigentümliches  Es  mag  erwähnt 
v^Trden,  dass  hier  eine,  vor  Zeiten  sehr  gerügte  und  seit  Decennien 
kaum  wieder  gehörte  Erklärung  der  Multiplication  —  Multipliciren 
bcisst  eine  Zahl  so  aus  einer  gegebenen  Zahl  (durch  Addition)  ent- 
stehen lassen,  wie  eine  andere  gegebene  Zahl  (dnrch  Addition)  aas 
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1  entstanden  i'st*'  —  aufs  neue  auftritt.    Die  Parenthese  lässt  es 
zweifelhaft  erscheinen,  ob  die  Beifügung  notwendige  Ergänzung  sein 
soll;  jedenfalls  ist  sie  keine  vollständige  F>gäii/.ung;  es  niusste  daiiu 
heisBon  .,A(iditi(ni  ^Meiehor  Summanden",  d.  h.  um  die  Erklärnug 
richtig  zu  verstehen,  bedarf  es  der  andern  Krkliirung :  „Multiplication 
ist  Addition  gleicher  Suniin.in«len".    Will  man  also  die  vorliegende 
Erklärung  nicht  durch  Suhstitution  einiT  andern  umstossen.  so  gehört 
die  Parenthese  nicht  hin.    Ohne  h'tztere  nun  ist  die  Aufst<'llung  in 
der  Tat  richtig  und  instructiv.  nur  nicht  als  Delinitiou,  sondern  als 
leitender  Gesichtspunkt,  im  all^»  nu  ium  zur  Auffassung  des  Conuexes 
des  fortgebildeten  Begrltls  mit  dem  ursiiriui^'lichen,  im  l)e^ondern  zur 
Auffassung  der  Multipli«'ation  als  Uebergang  zu  einer  neu^  n  Einheit 
Von  beiden  Anwendungen  tlnd<'t  sich  freilich  im  Leitfa<len  nichts; 
vielmehr  gilt  hi<T  <ler  Satz  als  Dehnition  und  dient  zu  Sciieinheweisen. 
Auf  weitere  logisch»»  Dcsiderata  einzug<'hen  hat  kein  Interesse,  da 
im  ganzen  auf  Entwickelung  des  Iogis«-hen  Vermögens  zu  wenig  Wert 
gelegt  ist.    Im  übrigen  ist  eine  grosse  Sorgfalt  im  Ausdruck  und  der 
Formulirung  der  Siitze  anzuerkennen:  die  Abfassung  ist  ilurchweg 
natürlich,  einfach,  praktisch  angemessen  und  voUstäudig  bestimmend. 

In  der  Planimetrie,  handelnd  von  der  graden  Linie  und  der  Lage 
grader  Linien  gegen  einander,  vom  Dreieck,  vom  Viereck  nnd  Viel- 
eck,  der  GrOsBenvergleichnng  der  gradlinigen  geschlossenen  Figuren, 
der  Formvcrglcichung  gradliniger  Figuren  und  vom  Krdse,  gelangt 
die  Methode  des  Vcr&SBers  erst  zn  ihrer  Entfaltung:  das  Ganze  er^ 
wftchst  aus  einem  deutlichen,  gleichmassig  durchgefahrteu  Frincip, 
stellt  sich  als  originelle  Leistung  dar  und  macht  einen  einnehmenden 
Eindruck.  Der  Anschauung,  welche  erat  in  diesem  Gebiete  den  ge- 
nftgenden  Spielraum  findet,  ist  das  l>ei  weitem  vorwiegende  Recht 
eingeräumt,  die  logische  Verbindung  als  ganst  nebensächlich  l>ehandelt 
Diam^ral  entgegen  dem  euklidischen  Priiicip,  alles  auf  ein  Minimum 
von  Voraussetzungen  In  strengem  Nexus  zu  stutiseu,  wird  hier  soviel 
als  möglich  jeder  Sais  selbständig  auf  genetische  Weise  abgeleitet. 
Die  Erfolge  dieser  Methode  geben  sich  sehr  augenfällig  kund:  durch 
einfache  Detrachtung  worden  nmnche  Resultate  auf  flberraschend  kur- 
zem Wegit  gewonneu,  zu  denen  sonst  eine  Reihe  von  Schlüssen  unter 
Zuzit^hung  vorherbewiesenor  Sätze  nötig  war.  Ist  gleich  die  Ent- 
deckung der  Sache  an  sich  nicht  neu,  so  kommt  (*s  doch  noch  sehr 
darauf  an,  ob  sie  mit  mehr  oder  minder  Glflck  für  die  Elementar- 
mathematik verarbeitet  wird.  Die  Durchführung  ist  es.  die,  wenn 
man  nur  die  eine,  in  Rode  stehende  Seite  der  Geistesbildung  im  Auge 
hat,  zum  grössten  Teil  recht  wol  gelungen  ist  Sehr  auffallend  näm- 
lich sticht  hiergegen  die  Behandlung  der  harmouischen  Punkte  und 
Strahlen  (8.  108.)  ab,  die  in  Ermangelung  des  Zusammenhangs,  aus 
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sie  geriflsen  zn  sein  scheint,  fflr  den  Unkundigen  gar  nicht  zn  ver* 
stehen  ist,  wo'  also  die  Yerarheitong  ganz  gefehlt  hat  Doch  ist  flher- 
hanpt  eine  Methode  zu  billigen,  die  eine,  zwar  immer  nur  von  Wenigen 
gekannte  und  geschätzte,  doch  unersetzliche  und  seit  Jahrtausenden 
für  den  Fortschritt  der  Wissenschaften  wirksame  GcistesfiUiigkeit  in 
dem  Masse  vernachlftsBigt,  wie  es  hier  geschieht?  Zwar  lernt  der 
Schaler  hier  gelegentlich  Folgerungen  ziehen,  auch  ist  stets  an's  licht 
gestellt,  was  notwendig  und  ausreichend  ist,  damit  eine  Figur  bestimmt 
sei;  was  aber  notwendig  und  ausreichend  sei,  damit  eine  mathemati- 
sche Erkenntniss  evident  und  unausweichlich  sei,  bringt  die  Behand- 
lungswetse  nie  zum  Bewuestsein.  Gleich  im  Anfang  wird  das  be- 
rttchtigte  Dogma  vom  gemeinsamen  Punkt  der  Parallelen,  welches  der 
Schüler  gegen  den  Protest  der  Yemuft  glauben  mnss,  wol  mehr 
aus  Gehorsam  als  aus  Ueberzeugung,  verkündigt;  deren  Eriäuterung 
steht  nicht  dabei,  und  Controle  durch  Anwendung  folgt  nirgends. 
Soweit  im  Uebrigen  Begründung  vorhanden  i8t,'t>fl^  sie  momenta- 
nem Zwecke  zu  dienen,  und  erscheint  nicht  als  notwendig  für  die 
Folge.  Um  der  bezeichneten  Forderung,  Ausbildung  des  exacten 
Denkens,  Genüge  zu  tun,  braucht  man  keinen  der  Vorzüge  der  ver- 
einfachenden Methode  preiszugeben.  Euklid  und  Steiner  sind  nicht 
beschrftnkende  und  einander  ausschUessende  Autoritäten,  sondern  Zeugen 
der  Fähigkeit  des  Geistes,  beide  darin  einig,  Yertrauen  zn  dieser  zu 
erwecken,  zwar  Fähigkeiten  in  verschiedener Bichtnng,  die  sich  aber 
um  so  mehr  einander  fordern,  je  weiter  die  Ausbildung  in  der  einen 
fortschreitet:  je  freier  und  um&ssender  die  Anschauung,'  desto  not- 
wendiger ist  die  Selbstcontrole,  deren  Vernachlässigung  zur  Abhän- 
gigkeit von  Autoritäten,  d.  i.  zum  Veriust  des  grOssten  und  unersetz- 
lichen Vorzugs  mathematischer  Bildung,  führt  Ist  es  nun  gleich 
angemessen,  bei  aller  Beform  der  Methode  die  strenge  Logik  stets 
als  oberstes  Gesetz  festzuhalten,  so  ist  es  auch  nidit  unmöglich,  von 
einem  Versuche  der  vorliegenden  ArtAuszugeheu,  and,  gehörige  Be- 
herrschung des  Iiehrstoffs  vorausgesetzt,  ohne  Einbusse  der  Einfreh- 
heit,  und  ohne  im  wesentlichen  den  Lehrgang  zu  ändern,  die  noch 
fehlenden  Bedingungen  mathematischer  Ausbildung  zu  ergänaen. 

Der  2.  Teil  enthält  zuerst  die  höhem  Lehrol^ecte  ans  der  Arith- 
metik und  Algebra,  die  Logarithmen,  Beihen,  Kettenbrücke,  Per- 
mntationen  und  Combinationen,  simultanen  und  quadratischen  Glei- 
chungen. Die  Darstellung  ist  eine  gut  gewählte,  der  richtigen  Auf- 
fassung stets  entsprechende,  und  das  Notwendige  allseitig  berück- 
sichtigende. Bei  den  Logarithmen  hätte  wol  der  Grund,  warum  die 
Grundzahl  in  der  Schrift  nicht  bezeichnet  zu  werden  braucht,  obwol 
er  in  der  Erklärung  des  Moduls  verhüllt  liegt,  auch  ausgesprochen 
werden  sollen ,  der  nämlich,  dass  der  Logarithmus  von  c  zur  Gmnd- 
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zahl  Oy  —  j^jj»        von  x,  nicht  von  u  aut  noue  Weise  ubbuugt^ 

(oicbt  transscendente  Function  zweier  Variaboln  ist.)  Ferner  hat 
sich  der  Yerfiusor  noch  nicht  bewogen  gefunden,  die  zofiUlig  einmil 
aufgebrachte,  dann  gedankenlos  anf  den  Schulen  fortgepflanzte  Schreib- 
weise negativer  Charakteristik  0,31563  —  2,  welche  bei  Maltiplicatios 
nnd  Division  Aufenthalt  nnd  Verwickelung  mit  sich  bringt,  statt  der, 
aller  Anwendung  anf  die  leichteste  Weise  entsprechenden  Schreibaiig 
8,81568—10,  wie  sie  jc<ler  Rechner  kennt,  absnschaifen.  Es  ist  ge- 
wiss berechtigt,  kfinstlicho  Auskunftsroittcl  zur  Vereinfachung  vos 
den  Bchftlem  selbst  tindcu  zu  lassen;  aber  sie  erst  zur  Aneigniuf 
und  Einflbung  schlechter  Anskunftsmittol  zu  nötigen,  die  sie  sieb 
später  wieder  abgewöhnen  mtissen,  ist  doch  unbedingt  verwejrflidL 

Besonderes  Intcrt  ss«-  hat  die  Aufnahme  der  Deterniinantculohre 
in  den  Curaus  der  Algebra.  Sie  schliesst  sieh  hier  au  die  voraus- 
gehende Leh^^e  von  den  simultanen  linearen  Gleichungen  an.  Es 
möchte  sich  wo!  als  das  natürlichere  und  in  mehrfacher  Hinsicht  in> 
structivere  empfelUen ,  sie  als  Anwendung  auf  die  Combi nationslebre 
folgen  zu  lassen,  und  die  simultanen  Gleichungen  gleich <  anfangs  ont 
Hülfe  der  DetiTminanten  zu  behandeln.  Von  dem  an  <Mncr  audem 
Bearbeitung  der  Theorie  für  die  Schulen  im  222.  litt.  ßer.  S.  10. 
gerügten  grossen  Missgritf,  die  Tiieorie  durch  vorausgehende,  ermft- 
dende  Rechnungen  vorzubereiten,  ist  die  vorlie^'ende  frei  (die  gleich- 
falls unnötigerweise  vorausgehenden  Specialitüt^ni  sind  wol  nur  durcli 
die  Anknüpfung  hcnorgcrnfen).  Sie  führt  sogleich  die  notwendigen 
Anordnungen  in  voller  Allgemeinheit  ein,  nnd  lässt  in  angemessener 
Kürze  die  einfachsten  llani)tKiitze  folgen.  Warum  aber  ßnden  sich 
die  der  Determinantentheorie  eigentttndichen,  überraschend  einfachen, 
und  doch  so  weitgreifendon,  uiul  von  den  Schiassen  der  gewöhnlichen 
Algebra  so  wesentlich  unterschiedenen  Schlüsse,  welche  jene  Haupt- 
sätze begründen,  nicht  ausgesprochen?  nicht  als  der  lehrreichste  Keni 
des  Ganzen  mit  gcspcrrtni  Lettern  gedruckt?  Wenn  an  solcher  Steile 
das  einemal  nur  st«ht:  „Fol^t  aus  4.'^  das  anderemal  eine  Betrachtang 
nur  angedeutet  wird,  die  noch  auszuführen  sein  würde,  so  kann  mau 
wol  zweifeln y  ob  dem  Verfasser  nicht  Überhaupt  jener  einfache  logi- 
sche Connez  entgangen  ist.  Kommen  im  übrigen  die  am  1.  Teile 
des  Leitlsdens  gemachten  Ausstellungen  im  2ten  kaum  in  Betracht, 
so  zeigt  wol  der  genannte  Punkt,  dass  sich  eine  ähnliche  Geringach- 
tung  des  logischen  Vermögens  auch  hier  geltend  macht 

In  der  Stereometrie  möchte  es  wol  nicht  gelungen  sein,  auch 
nur  den  beschränkten  Zweck  der  Vergegenwärtipun^f  des  Lehrobjects 
zu  erfüllen.  Daran  trägt  wol  die  Vernachlässigung  des  logischen  £le- 
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mentos  in  der  Flaiiimetrie  die  Hanptechald,  aber  nicht  die  eimige. 
Um  das  weitere  Gebiet  der  dreifticli  ansgedehnteD  Gebilde  zo«beberr- 
seben  wird  man  gewiat  wol  tun  beide  Krftfte,  Verstand  und  YorBtel- 
lang,  sogleich  in  Anspruch  za  nehmen.  WiU  man  alles  durch  blosse 
Vorstellung  erreichen,  so  soll  die  Möglichkeit  nicht  bestritten  wer- 
den. Dann  aber  war  es  doch  die  nnglfldcliehste  Massnahme,  in  die 
ersten  Erklirungca  Begriffe  einzumischen ,  die  keine  Vorstellung  su- 
lassen,  wie  der  unendlich  cutfemte  Punkt,  Behauptungen  auszuspre- 
chen, die  gerade  der  Vorstellung  nach  nicht  wahr  sind. 

Die  Trigonometrio  ist  ciu  sehr  ausführlicher  Schematismus  und 
zeigt  nichts  methodisch  erwähnenswertes.  H. 

Lehrbuch  diT  allgemeinen  Arithmetik  zum  Gebrauche  au  höhe- 
ren Lohran^tiilteii  uud  heim  Selbststudium.  Von  l)r.  Carl  Spitz, 
Professor  am  I'olytechnikum  in  Carlsruhe.  Erster  Theil :  Die  aligo- 
mt'ine  Arithmetik  bis  <  inschliesslirh  zur  Anwendung  der  Reihen  auf 
die  Ziuseszins-  und  K<'ntenrechnung  nebst  2230  Beispieh  u  und  l'i'bungs- 
anfgaben  entlialtend.  I)ritt(i,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage. 
Leipzig  uud  Heideiberg  1874.    C.  F.  Wiuter.   501  S. 

Der  Ver&sser  legt  Gewicht  auf  seine  Behandlung  der  entgegen- 
gesetsten  QrOssen,  welche  es  ihm  mOgUch  gemacht  habe,  die  Sätze 
ftber  die  Verbindung  von  Addition  und  Subtraetion  allgemein  und  « 
ohne  Umstftndlichkeit  zu  beweisen.  Sie  beruht  anf  .der  Darstellung 
der  Zahl  als  Absdsse  und  der  AufCusong  beider  Operationen  als 
Fortschritt  in  entgegengesetzter  Bichtuag.  Diese  Methodo  ist  an  sich 
nkht  neu;  dgontamlich  ist  daran  der  eingefilhrte  Gegensatz.  Anstatt 
die  Construction  als  Darstellung  vorhandener  Zahlbegrife  zu  gebran- 
<^n,  bemttht  sich  der  Verfasser  im  Gegenteil,  die  anf  neue  Basis 
gestellten  Begriffe  abgesondert  zu  erhalten,  und  unterscheidet  deshalb 
aafimgs  ausdrücklich  Operations-  und  Bichtnng8zei«dien,  die  dann 
später  identificirt  werden.  Das  Bedenkliche  dieser  Distinetion  in 
didaktischer  Beziehung  ftült  in  die  Augen:  das  von  Natur  Einfiivdie 
wird  erst  in  ein  Doppeltes  zerspalten,  und  dandt  in  den  Anfiuig  der 
Disdplin  eine  Gomplication  eingeführt,  die  der  klaren  Auflassung^  der 
Aneignung  und  der  Vertrautheit  mit  dem  Erlernten  sehr  hinderlich 
im  Wege  steht  Dass  dies  ein  Uehelstaad  ist,  giebt  sich  offen  zu  ^ 
kennen;  geht  man  aber  auf  den  Grund,  so  zeigt  sich,  dass  er  bloss 
ans  IrrtOmem  als  Folge  hervorgeht,  und  die  Massnahme  abeihaupt 
verCahlt  ist  Zunächst  ist  der  Verlssser  wol  nur  durch  Mängel  einiger ' 
Lehrbfldier,  die  er  zufiUlig  allein  kennt,  zu  der  irrigen  Memung  ver- 
leitet wordmiy  die  Begriffe  entgegengesetzter  Grössen  und  die  Sätze 
Uber  diese  und  die  algebraischen  Summen  liessen  sich  nicht  ohne  Um* 
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stäudliehkoit  und  allgemein  aus  der  Addition  und  Subtraction  ab- 
leiten. Diese  ergeben  sicli  sehr  einfach  aus  der  Vertauschbarkeit  dir 
Reihenfolge  beliebiger  Additionen  und  Subtraetion»'n  mit  Beachtung 
des  Umstandes,  dass  d;is  Resultat  eines  Stüekes  der  Reihe  für  wei- 
tere Rechnungen,  in  denen  dasselbe  vorkommt,  verwendbar  ist.  da.« 
subtraitive  mithin  ebensowol  wie  das  udditiM'  liedeutuug  hat.  Hier 
blcibeu  die  Operationszeiehen  und  Vorzeichen  von  voru  herein  und 
beständig  identisch.  Ist  dies  der  Fall,  so  ist  es  ein  didaktischer 
Fehler,  von  distiuguirter  Bedeutung  auszugehen.  Hierzu  kommt  uocb, 
dass  auf  eonstruetivem  Wege  der  HegrilT  dt  r  entgegengesetzten  Grössen 
unvollständig  dargelegt  wird;  denn  hier  treteu  „positiv"  und  .,nepa- 
tiv"  als  bloss  relative  Bi'griffe  auf,  was  sie  doch  nicht  sind,  wie  schon 
die  Multiplication  zeigt.  Ein  zweiter  Irrtum  liegt  in  der  Beschra;i- 
kuiig  der  Abscisseumethode  auf  die  an  der  Grösse  bafteudc  Rich- 
tung. Hierdurch  wild  einige  Confusion  in  die  BegriflFe  gebracht:  es 
entsteht  der  falsche  Gegensatz  zwischen  Coustruction  und  Operation, 
als  ob  erstere  nicht  ebensogat  auf  den  gesammten  Zabl>  und  Ope- 
rationsbegrifi*  Anwendaog  znliesae.  In  Wirklichkeit  steht  die  An- 
scbanmig  der  Rediaiiiig  gegenflber;  die  Objecte  aber  nod  beidea  ge- 
meinaam. 

Abgesehen  von  diesem  Punkte,  den  der  Verfasser  in  der  Vorrede 
betont,  charakterisirt  sich  das  Buch  durch  eine  Häutung  von  Tuge- 
nauigkeiten  und  Unvollständigki'iten  im  Ausdruck,  wie  is  wul  kaum 
ein  zweites  Beispit-l  giebt.  Um  nur  eins  anzuführen,  so  tänjzf  die 
Einleitung  an:  „Kann  von  zwei  Uingen  das  eine  ganz  oder  theilwcise 
statt  des  andern  gesetzt  wenlen ,  so  nennt  man  dieselben  gleichartig 
(homogen),  andernfalls  ungleichartig  (lietcnigeu)".  Warum  sollte  man 
nicht  Luft  an  die  Stelle  von  Wasser  setzen  können?  Die  Wirkuug 
der  Substitution  bl«'il»t  hi  r,  wie  überall,  verschwiegen.  Doch  die 
Mängel  bleihon  nicht  bloss  formelle,  8on«lern  werden  weiterhin  sach- 
liche von  grossem  Umfang,  nur  verbirgt  sich  der  Anfang  des  Fehlers 
unter  dem  ungenauen  Ausdruck.  Unter  Zahl  wird  nach  anfänglicher 
Erklärung  und  nach  Anwendung  in  Deduetionen  und  Beweisen  erst 
immer  ganze  Zahl  \  «  rstandei:,  was  nirgends  g<'sagt  ist.  Erst  bei  den 
Brüchen  heisst  es  ganze  Zahl;  ob  ein  Bruch  eine  Zahl  sei,  bleibt 
von  da  an  zweifelhaft.  .l^Mlcnlalls  werden  alle  vorhergehenden  üb«'r 
Zahlen  aufgcst(dlten  Satze  ohne  w<'iteres  als  gültig  für  rationale  und 
irrationale  Brüche  betra«'ht«'t.  wenn  sie  es  in  der  Tat  sind,  was  aber 
nirgends  bewiesen  ist.  Die  «»norme  Lücke  ist  daher  vorhanden,  liege 
sie  uun  in  den  Sätzen  oder  in  deren  Begründung.  Die  Multijdication 
ist  in  allen  Deduetionen  auf  Ajidition  gleicher  Grössen  basirt  (dem- 
geinäss  auch  di«  Bi  weise  nicht  auf  gebrochene  Multiplicatoren  au- 
golegt,  was  jcdocli  im  Dunkeln  bleibt) ,  die  Scbreibang  der  Prodacte 
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als  Summen  wird  sogar  viel  länger  fortgesetzt  als  nötig  war;  glcich- 
wol  steht  im  Anfang  des  Capit^'Is  die  Erklärnng  der  Multiplication 
als  AbJoitODg  des  Products  aus  dem  Multiplicandus,  wie  der  Multipli- 
cator  aas  1  entsteht,  und,  obgleich  eine  solche  offenbiir  zu  keinem 
ScUosse  tauglich  ist,  bemüht  sich  doch  der  Veriaaser  die  lävacfaung  ' 
SB  erhalten,  als  ob  alle  S&tze  aoa  ihr  hervoigiiigea. 

Im  ganzen  macht  das  Buch  den  Eindruck  einer  grossen  logischen 
Unsicherheit.  L'm  die  SchüliT  nicht  an  eine  solche  zu  gewöhni'u, 
wäre  nur  zu  wtluscbeu,  diiss  es  beim  Unterricht  nicht  in  Anwendung 
käme.  H. 


Anhang  an  dorn  ersten  Thefle  dee  Lehrbncha  der  aUgemeinon 
Arithmetik.  Ton  Dr.  Carl  8pita,  Professor  am  Polytechnikum  zu 
Ciilsrahe.  Die  Bvsoltate  nnd  Andentangen  aar  AnfiAsmig  der  in  dem 
Lehrimche  befindlichen  An^bi'n  enthaltend.  Dritte,  verbesserte  nnd 
vennehrte  Aoflage.  Leipiig  and  Heidelberg  1874.  C.  F.  Winter. 
93  8. 

Die  Andeutungen  bestehen  t»'ils  in  vermittelnden  Resultaten,  jiach 
tiriK  n  iu  der  Aufgabe  nicht  guiragi  iüt,  teils  in  der  Anleitung  zum 
Aosatz  der  Gleichungen. 


Geometrie. 

Ueber  die  Differcntialcnrvcn  der  Kegelschnitte  von  Dr.  Ad.  Hoch - 
heim,  Oberlehrer  an  der  Höheren  Gewerbeschnle  zu  Magdeborg. 
Mit  14  in  den  Text  eingcdmvkten  llolESchnitten.  Halle  1874.  Lonis 
Nebert.  106  S. 

Betrachtet  man  eine  ebene  Carve,  bezogen  auf  ein  rechtwinkliges 
Coordinatensystem ,  als  Darstellang  einer  Function  einer  Variabeln, 
so  wvd  die  gleiche  Darstellung'  von  deren  Derivirten  für  irgend  eine 
LinieiK'inheit  die  DiflFerentialcnrve  der  ersteren  genannt;  umgekehrt 
stellt  dann  die  Ordiuate  der  ün  iirve  die  Quadratur  der  Differential- 
cune  dar.  Nach  kurzer  Aufstellung  der  einfachsten  allgemeinen  Be- 
^ii'hungen  zwischen  den  Bestimmungsstücken  beider  Curven  geht  diu 
>' hrift  zur  Auwendung  auf  die  einzelnen  Kegelschnitte,  in  der  Bei- 
lienfolge:  Parabel,  Ellipse,  Hyperbel  —  Uber,  und  leitet  daraus  eiue 
^Tössere  Reihe  interessant<^r  und  sieh  successive  leicht  ergebender 
Theoreme,  namentlich  die  Tangente  Normalen,  Polaren  aud  Fuss* 
ponktcnrven  betreffend,  ab.  Die  Behandlangsweise  ist  eine  concinne. 
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exicte  und  wolgcordacte.  In  Vergleich  mit  vielen  ähnlichen  Schriften 
itl  rtthmlichst  bervonBoheben,  dara  sich  die  vorliegende  als  sclbsUn- 
dige  Monographie  frei  Ton  Jeder  partiellen  Anlehnung  an  Fremdes 
erhalten  Jiat  nud  demgemftn  die  Bedeutung  aller  eingefhhrton  Be- 
griffe durch  Erklärung  oder  durch  die  notwendigen  Data  ausser  Zweifel 
stellt  Der  Gegenstand  ist  kein  Bestandtdl  der  Cunrenthoorie,  aoa- 
dem  ein  Excnrs  zur  freien. Beteiligung.  Den  Teilnehmern  darf  man 
nicht  die  anspruchsrollo  Bedingung  stellen,  daas  sie  die  Ergebnisse 
früherer  Excurse  im  Gedächtnis  haben.  Das  hier  belolgfee  Verfidnei 
ist  nicht  nur  das  geeignete  Air  einen  wetteren  Leserkreis,  sonden 
giebt  auch  der  Bearbeitung  eine  mehr  einheitliche  Gestalt  H. 

I 
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Skizze  meines  Weges  am  1.  Mai  1870  (letzte  Uülftc,  drei  Stunden  bis  nach  Jerusalem), 

nnterwegs  entworfen  von  H.  Kiepert 
Karte  zur  Illustration  hydrogra^lischen  Zeichnens  von  L.  Friodoriehseil« 
Uebersichtskarte  der  Meeresstrdme  nnd  Trift  von  6.  Nenmayer. 


Vorllej^endes  Werk,  welches  durch  die  Namen  der  Mitarbeiter 
seine  hervorragende  Bedeutung  Kund  giebt  und  seine  Empfehlung  in 
sich  trägt,  hat  seines  Gleichen  in  keiner  Literatur,  denn  obgleich  in 
der  Anlage  dem  EngUsohen,  Manual  of  scientific  enqoiry,  nachgebildet, 
fibertrifiib  es  dasselbe  sowohl  an  ftusserem  Umfange  wie  an  innerm  G^alt, 
ohne  dass  dem  Englischen  Vorbilde,  dessen  Zweck  ein  Terschtedener 
ist,  sein  eigenthflmlioher  Werth  geschmfilert  werden  soll. 

Das  vorliegende  Unternehmen  wendet  sich  nicht  nur  an  den 
kleinen  Kreis  derer,  welche  es  sich  zur  Lebensaufgabe  gemacht  haben, 
fremde  Welttbeile  zu  erforschen  oder  dem  Ocean  die  ungehobenen 
Schätze  zu  entreissen  und  neue  Strassen  auf  demselben  zu  suchen,  son- 
dern es  richtet  sich  an  den  unbegr&nzten  Kreis  aller  jener,  welche  über 
räthselhaile  Naturpbftnomene  klar  zu  werden,  und  neu  entdeckte  Natur- 
produkte zu  verwerthen  sieb  bemflben. 

Also  nicht  nur  jenen  wünscht  es  zu  dienen,  welche  Reiselust  oder 
Beruf  in  noch  wenig  durchforschte  Gegenden  führt,  sondern  auch  der 
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grosseren  Zahl  derer,  welche  im  Studirzimmer  und  im  Laboratorium  oder 
als  Bebauer  des  Bodens  der  Praxis  einerseits  das  Ihrige  zum  Bau  der 
Wissenschaft  beitragen,  andererseits  die  neu  erworbenen  Forschongs- 
resnltate  praktisch  yerwerthen  wollen. 

Femer  soll  das  Werk  angesichts  der  heutigen  Theilung  der  Nalar- 
wissenschaften  in  nnzfthlige  Specialltftten,  Tor  allem  den  Specialisten 
auf  anderen  Gebieten,  einführen  in  die  richtige  Beurtheihmg  der  physi- 
kalischen Erscheinungen  der  Erde  und  ihres  geoguostischen  Baues,  in 
die  Erkenntniss  der  sie  bedeckenden  Pflanzenwelt,  des  Thier-  und 
Menschenlebens  in  seinen  wechselvoUen  Beziehungen  u.  s.  w.,  es  soll 
ihn  damit  vertraut  machen,  wie  er  diese  Erscheinungen  za  er&ssen  und 
zn  beobachten  hat,  wo  sich  Lücken  in  den  Beobachtangsreihen  zeigen 
nnd  wie  dieselben  ansznfbllen  sind.  Der  Reisende,  Gelehrter  sowohl 
als  Laie,  soll  mit  diesem  Bache  in  der  Hand  mithin  beobachten  lernen, 
um  selbst  productiv  zu  wirken,  und  um  mit  Erfolg  auf  jedem  Gebiete, 
je  nachdem  Neigung  oder  Gelegenheit  ihn  zu  dem  einen  oder  anderen 
hinziehen,  an  der  grossen  Aufgabe  der  Erforschung  unsers  Weltalls 
th&tig  mitarbeiten  zu  können. 

Der  heimische  Forscher  aber  soll  in  den  Stand  gesetzt  werden, 
seine  Beobachtungen  und  Forschungen  über  sein  eigentliches  Fach  hin- 
aus auszudehnen  nnd  werth  volles  Material  zn  sammeln  auf  ihm  weniger 
▼ertrauten  Gebieten. 

Somit  sei  denn  das  Unternehmen  nicht  nur  den  Reisenden  und 
Missionären,  den  Consulatsbeamten  und  den  deutschen  Grosshändlern 
und  Coloniston  in  fremden  Welttheilen,  sondern  auch  sämmtlichen  Natur- 
forschern und  Naturfreunden  im  Heimathlande  empfohlen. 
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pbiechen  Bdenehtongaatodien  nnd  215  Holaachnitten.  gr.  8.  XII  n.  528  Seitao.  I8(i  | 
Preis  11  M. 

17.  —  Photo^raphischPS  Taschenwörterbuch.    Alphabetisch  geordnete  Sammlung  prtktijch- 

wichtiger  Nou^cu  iibcr  Atelier  -  EinriclUung ,  Auswahl  und  Prüfung  der  Objcciive  nid 
Chemikalien,  erprobter  Formeln  fttr  die  veradiiedensten  photograph  lachen  Pnchk. 
von  Maaaa-   und  Gcwichtstabellen ,  von  Regeln  zur  Vermeidung  photographi.vbef 
Fehler  u.  8.  w.    Für  Photographen  nnd  Liebhaber  der  Photographie.   8.  IV  i»^  • 
124  Seiten.  1872.  Preis  2  M.  ' 

18.  WeMwill,  Emil.  Der  InquitittonsproiMt  im  tIaUlet  6alilei,  eine  FrQflmg  aefaier  re^^ 

liehen  Grundluge  nach  den  Acten  der  Inquiaition.  8.  71  n.  96  Seilen.  l8nL  | 
Preis  1  M.  CO  I'f. 

19.  Wartz,  Ad.   (aeschichte  der  chemischen  Theorien  seit  Lavoisier  bis  auf  unsere  Z«t. 

Dentach  heransgegeben  von  Alphons  Oppenheim.  8.  Vlll  n.  164 Seilea.  Iv«''^ 
FMti  2  M.  50  Pf. 


A.  W.  ieba4a*a  BnehOnidtM«!  (Z*-  tehad«)  in  Barlla,  Slaikeknibaratr. 47 
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In  unserni  Verlage  hi  erschienen  und  durch  alle  Buchhandlungen 

zu  beziehen: 

dlatxomlic  ^latnxkl)vc 

für  ©ebilbctc  überhaupt  unb  für  Dorgcfdjrittenc  3cf)ülcr  an 
(^tjmnofien ,  ^)JcoIfd)ulci!  unb  ^c^ullc^rcrfcminoricu. 

?rof.,  Dt>crlc^>rer  am  ©pmnofuim  Dr.  ph.,  2c^)rfr  am  Wvmnafium  in 

in  ^ofcn.  .  ^anjifl. 


Sluf  bcr  (5Jnuibiagc  bcr  neuen  ^lnf(^>auung  ift  in  biej'cni  SBcrfc  bic  ^^)bi»ftf 
bttrad^tct  aU  'i|3^ilcfop^ic  ber  'jtatnv  im  ^innc  bed  gemeinen  l^^enfc^enberOantei?; 
fcie  .getreu  S3erfaffcr  ^ateu  f»*  bie  ?lufgabe  geflcllt ,  bie  ''43bpfif  ^^u  Utfxai  ebne 
alle  Gjrperimer.te  nnb  o^nc  ollen  gcleijrten  '^pv^i^'^tr  bloff  al«(  (Sommentar  bcv 
uhp  überall  nmgcbenben  9]aturcrf(beinnngen.  Ta^  33uc^  barf  alfc  in  Si'abvbeit 
anäe!e(ien  ivcrben  n\f^  eine  "i^ljvfil  für  x^cbermann,  ber  baf<  :i*cbürfni§  ^at  fid» 
3U  inittrrid)ten,  ebne  bcn  Jveiten  nnb  ftrcngen  SBeg  bcr  Schule  fcurtblanfen  jn 
mfiffcn. 

„Sa«  iöucb  Jüitl  bcn  in  bcn  Glcnicnten  bcr  Söiffenfdjaft  llntcrrid)tetcn,  ben 
tm&  ^Inf6annni3  be<>  geioi^bnlicben  ^icbnlerperimcntii  ^>or^ebilbeten  eine 
Anregung  werben,  bad  (i^elenUe,  @e)(^ante  nnb  bruc^ftUcfmeue  ^neinanbcr- 
gereibte  innerlich  in  eine  etn^eitlid)c  Snfd)anung  gu  t^erarbeiten,  um  t>on  biefem 
Stanbpuntte  |?(>i)ftfali|c^er  (Srfenntni^  an?  aud^  bie  übrigen  Hi^^^^igf  feine« 
©iffen«  5n  beleben  unb  *,u  befnit^teu."  Der  i3ilduiigs-Vrrrin. 

„(Sin  Serf  i>cn  bem  unr  triinfd^en,  ba«  ret^t  vielec  i^cn  feinem  ^nbalte 
burd»  ben  Vebrcr  andj  ber  «SAnle  ,^n  ®ntc  fommc,"      Der  prnkf.  5d)nlinann. 


3m  gleid)cn  i^erlage  ift  erfdMcncn: 

$clirbii(l|  bcr  ^b^HI;  ncbft  Der  ^l^i^ril  Ded  ^tmmel^  (^immcielimbc),  ber 

i?uft  (iUicteorcIcgie)  nnb  ber  (Srbc  (*|>böfifaltf(^e  @ecgrat>bic).   ©ernäü  bcr 
neueren  anfcbaunng  für  ^pmuafien,  9Jealfc^)ulen  nnb  äl;>nlid)c  l'e^>ranf)alten 
bearbeitet  »?on  Dr.  ^^>aul  5Hci«,  C^brnnafialfebrer  in  2)?ainj.    W\t  2r)0  ^ib 
bilbungen  unb  f^M)  'Jtnfgaben  ncbft  Vöinngen.    2.  innbcffertc  ?lnflage.   gr.  8. 
®eb.  ■  "  2'/,  Jbir.  -  7  iDJ. 
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unb 

^orffffirittr  iitif  Ben  (Scblrten  htt  ^\)\]fik  ntb  Clffiiite,  (er  (Eedpnt- 

herausgegeben  bon 
Dr.  ^.  pirjcl,        uub       Dr.  ®rct)4)cl, 

tSrof.  on  b«c  Uitivcrfitat  9<ipiie.  Vrvf«  An  ber  DcTgata^mte  Treibers. 

JIU  nirlH  I«  Im  Cot  ^ibnuisira  Xlbfltanst«. 


elfter  3a^rfl., 

1%-). 

..  =  4  ilV. 

50 

3»veitcv  * 
Tnftcr  • 

18G<i. 

'    IV,  - 

=  4  * 

ÖO 

• 

1867. 

*    IV,  - 
'    IV,  - 

«  5  * 

• 

Sterter  * 

1S(?S. 

*=5  • 

MnHtx  - 

18G«J. 

-  1% 

r 

^cdjftei:  ' 

1870. 

=  ö  > 

75 

t 

«Siebenter  « 

1871. 

.  1V4  • 

25 

» 

?l(f)tcr 

Ol  c  unter  * 

1872. 

'  1%  . 

«6  . 

25 

0 

1873. 

-  1%  ' 

=  5  . 

25 

* 

^clputcv  ' 

1874. 

'  1%  ^ 

=  r»  * 

ö<) 

(ßlftcr  :5o^r9.,  1875,  im  4»cvbft  1875). 

3n  2>entf<^(anb  fehlte  6i«^er  nec^  ein  8u^,  {n  wef<^ent  btc  o^vc^i  ^a^t 
i>cii  J^rcimbcu  bcv  iWatumjtffenf^aft,  Subuflriellt  iiiib  ®ctt) erbtreiben bc  fic^  fiter 
bai»  tiOil'iouivertbeftc,  »rcii«  viiif  bcm  f^cfbc  bcr  ^latarfcvfrfnin»^  unb  iljrcr  ^^u* 
ttcu&uiiij  für«  l'cbeii  *Jieuci5  ^elciftct  u^crbcu  ifl,  untcrrid^tcn  tonnte,  ricicm 
3U)Cife  \oti  ba«  3a(^r6u<^  ber  Srfinbungcn  ju  genügen  fut^en.  2)tc  t>cn  ;Ja^r 
)U  3o^r  juncljmenbc  55crbrettung  f^rif^t  bofür,  baß  ba«  ©ut^  in  immer  ivciteren 
.streifen  aH  ta9  crfannt  irirb ,  trat^  t9  \ud)  bem  %^cinc  fein  fett:  ein  vAll< 
{ommencr  ^cte,  bcr  aU|ä^rU(l)  Munbe  bringt  \>c\\  ben  g-ortitVritten  bes  iiicni'c^n* 
geifted  auf  bem  föege  ber  Ccrfenntniß  unb  :£)ienpbarma(^ung  ber  'Slatux. 

,^\t  unocmetn  fllfitflicbe  3bee,  bie  auf  bem  STttel  genannten  ffitffenfc^afteii 
jufvinnneu$ufaffen,  am  benfelbcn  nur  bie  (^eri^orragenbjlen  unb  bebcutenbftea 

^Jicuijifeilcn  an(tinl;cben ,  bicfc  aber  fo  cinge(>cnb  bar^nficUcn  unb  auf  fcfcfje 
Seife  an  bae  f^ou  $3efanntc  an^utnü))fen ,  baB  (in  ebcnfo  anf^^rec^enbci«  »ic 
ttare«  9Ub  entfielt:  biefe  3bec  tft  t>on  ben  ^eraut^n^l^crn  feftge^aftcn  »erben« 
3^  berbanft  bae  33u(b  ben  CSbaractcr  einer  für  jcben  Ö^ebilbeten  belebrenbcn 
unb  »Knn^reicben  Vcctilre,  ive(c^ie  nid^t  anf  bev  Cbcrflädic  bleibt  ,  unb  bcdj  aiitb 
n^t  in  bie  ^bgef(^(cffen|^eit  einc<^  ^^ac^iverfd  ftc^  verliert."     ik.  j{arniarf<j^ 


3m  gleichen  Berlage  ifi  erfc^ienen: 
dFrgctiiiffe  ber  ^pKttH^Ummit  ii  9(ii»riibmi8  tif  lic  ^inncI^rlKr. 

^cn  SBiiri  am  >>U;i;liiici,  ajiitglieb  ber  Äcni.if.  ?lflren.  ©efeUfd^aä  in 
l'rnbcn.    Teuifd)    mit   ^Sh'H^^'h  SJ.  ÄI  iiücrfue?.    Tiit  21  äb- 

liltungcn.   3.  umgearbeitete  -.Äuflage.   8.    @e(>.     %  2;(^lr.  =  2  i'i.  25  ^^f. 
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—  Fortschritts-Medaille  der  Wiener  WelUttsslelloog.  — 
Amtliche  Empfehlung  des  Kgl.  bayerischen  Kultusnunisterionis. 

^  0 1:  j    u  i  e 

$i|)ei:tmental|)lji)fik. 

in  ekmcmarer  XaiftcUmiij  ncbft  '^lulciiuiii]  '^um  (f^-pcrimentircn 
unb  ^uv  ^uferti^itnc)  ber  2({)))arate. 

Dr.  Abolf  lUciiiljülÄ, 

^rofcffor  an  bcr  JtsU  V94<"<  (äcwcrb{c^uic  ju  (iV<'X>iit< 

Zweite  durchgesehene  unA  verbesserte  Auflsge. 

^iit  übe«  -kMJ  .vci',fcl)iiittcn  im  Zcxt  lutt  2  jjarbciUttfeln. 

Seurt^ctliitigcn: 

„5ö  ifl  ei»  fcvMoiiftlidK't^  Scvf  bcv^  i>crfaffcri,s  iu  blefem  iSudje  eine 
klimme  tci!  fclteucii  Cvfabnniiicii  ^iim  ('^einciiuiin  oiciiuidu  babcii.  XicfcU^en 
fmb  für  jcten  (^reunb  ber  '^IfWt  i*cu  ßaii^  unjc^ä^barem  ^ert^.  2Ba($  abcc 
ba9  ^anje  noi^  f(^5(}cn«n?CTt^er  madft,  ift  t\t  ^erMnbung  ber  ^ele^rung  fifrer 
Änfertii^ung  ton  3iH>üarotcn  mit  ber  äiücitung  jur  .^erjlettuiii]  »jcn  :^?cifii*€n 
mib  >>cv[citnng  ber  2*lüffc,  bcrcn  B"^n"ntcnfflffung  gum  Oiatiirj3cfc<i  fülnt. 
Xwxd^  tiefe  ^er&inbiiit}^  unb  bur(^  feine  ^ottftänbidfeit  in  allen  ^lueigen  ber 
$^9fif  fte^t  ba9  8u(^  einriß  ba  in  ber  natunviffenf^aftü^fen  ^^tterotur." 

Brilfdlr.  f.  miffaML  unb  nalmm.  Sbittrric^i. 

„35ir  einpfeMcn  bicfcc*  Ui'evf  biinf^cnb  iiiijfcfonbcrc  allen  ?el;reni,  wtldfc 
iu  (Ekmcntarfc^uleit  V'^y{ilalifcf)en  Unterricht  gu  ert^cilen  i)abtn,  ben  <£eini* 
narien,  »tidft  eine  Hebung  beffc(6en  anjhreSen,  fon^te  allen  Sftem,  bie 
iSren  jtua6en  %nta%  einer  nfi<}lt(^en  unb  }ufllet(^  unterbaitenben  ®efci^'^ftigun^ 
ge6en  ircKeit.  CJlkiiinifeer  po^rtg.  ^fulfcr. 

^id)€x  ivirb  biefetf  Suc^  nidit  blc§  für  ^Hnaben  eine  ticfflicbe  ^luUttung  cbicr 
vnb  nntobringenber  9nn>enbun^  ber  (^reiftnnben  fein;  in^befonbere  fann  t9  no<^ 
aOen  ^ejrem  em^fo^Ien  u  erben»  m\M  an  fteinen  @f^u(en  mit  n^eni^i  üititteln  unb 
meift  aud)  mit  ircnig  llebnnjT  im  (5?"l>erimcntircn ,  Unterricht  iu  ber  i>l)vfif  ]ii 
ertbetlen  ^abeu.  £ie  iveiben  t^ierin  bie  befte  'ilnlcitung  finbcn,  bie  ^ücfeu  il^rer 
Stibnns  an«jufütten;  beffere  Grfelgc  il;rc9  Untenit^tef  unb  ba«  @efü^l  crbi^^ter 
eigener  Si?etflun9«f£^ig!cit  »erben  ibnen  eine  i»or^er  nie  gefannte  Qenifdfrcubigfeit 
»erleiden."  ?prH(c<^ii.  (SfniröfPi\if(. 

„T)af$  iöuth  ift  in  ber  Xljat,  une  bie  ^Inlünbignug  faßt,  ein  criginetteci, 
unb  jwat  (ann  Äef.  ^ingufe^jcn,  ein  fe^r  gutes  Original  —  Sief,  ipxitbt  bic 
Ueber^engung  au«,  ba|  ber  ^erfaffer  bur«^  fein  8u(^  ein  n>ir!(ii^c9  iiBebtirfni§ 
befriebiat,  unb  fann  nur  bringcnb  onratl(>en,  ba§  bic  l'ebrer,  namentlid)  bor 
il^clfo*  unb  iUiittelic^ulen,  baö  Söerf  cjebcrig  flubiren.  eebr  gerat^cn  »ürbe  e« 
fein,  ein  fof(^ed  ^u(^  in  ben  ^Sd;nIIebrerfemina^en  ein^ufü^^ren." 
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ecilftetn.  —  MHliitg  iur  qnalüatincii  (temifi^en  »RalQfe.  mn  «etlftrii, 

^4}rofe|fcr  am  StcA\ttU  Xei^twlog.  SnfKtut  tn  @t  ^eterdbura.  3.  terbeffntc 
2liif!.   8.   (»cb.  12  •')U]x.  -  1  an\  2" 

9eilftrin.  —  ^tc  d^rmtfc^c  (^ro^iiibuftrte  auf  ücr  'il^eltoudftcQiing  &Mrn  im 
C>al;ic  1873.  Ü^on  >ö<ilftein,  4Jiofe|for  am  Äaiffrl.  :Xcd^nolc>i.  C^nftitut 
in  @t  ^eter9toT0,  HKitglieb  ber  internaHenalen  9lu«flcllitng««v^uct). 

s.  (^ch.  V,  :rMr.  -  1  'in.  r)^i  i??. 

)öituöaum.  —  l'eitfabcn  Der  dinitifdicn  Vinolijfc.  ^lir  iMnfäuficc  ticorbfittt 
Don  Äavl  Öintlaum,  .|>vefcffov  am  '-IJoluiec^nifum  in  .Havlfru^c.  2.  ttv 
(eff.  «uflaAe.  8.  @eb.  %  2>(t.  «  1  9t  50  !|)f. 

8rtot.  —  il<crfn(bt  über  bte  matl^cmatifitic  Theorie  M  )iUbtt9.  8m  S|. 

5^ riet,  'iUcfcffpr  am  Vöcciim  Saint  Vciiic  unb  Vcbrev  an  bcr  .^rbertu 
92orniali(^uU  in  '4^ai'i0.   Xeutfd;  mit  einem  SiM^O^  ^'<^h  ii^.  .Hlinter ju;«, 
2)iTCCtov  ber  C^erntoarte  tn  ®8ttinacn.   iji.  8.   (»e^.     1  %  X^tr.  «  4  SR. 
8nt(eroio.  —  l'elirliiii^  ber  ornonifilicii  &itmU,  \üx  ^infüt^riing  in  ba^  fbencQr 

(2tnfcinm  tevfclbcn.    i<on  ;H.  i^ntlcvptr,  erb.  *4Ji«>|cffor  tcr  Cihcmic  an  tc: 
.Haiicrlidjcn  Unit>en'ität  in  3t.  ''4Jetcvi»bnrg.    jDcutfc^e,  tcm  iL>cifa|fcr  reeibiru 
unb  mit  3«i^fe<"  iH'rmebrtc  "ifdiegabc.    c^r.  8.    Ö>e^.      3%  Xlfix.  =  11  iJu 
ftWMnü,  —  Elemente  be«  0r<Mf(>tfd|en  (£alc«f#.  3mi  ttebcoiUly  tu  te4Bifi||i 

©Aulen.  I^cn  V.  övcmiMta,  'i.ncf.,  l^ircctcv  ber  "13elt?tctbnifrf;en  S^tilc  in 
?>foni.  Unter  3)fitivir!nnii  bct^  :iH'riaffer«  überfet5t  i^on  (Sur^<c.  IVit  »olv 
fc^uittcn  im  iejt.    'jjrei«  circa  »/e  ^^^J^v.  =  2      50        (Unter  ber  ^rcfjt». 

dütfiiami.  — 6(^t|niiitt|e]itatifi*b^brtlolif4»e  ^roilniK.  ^  (^rgönjiaulf» 

bcft  ^nm  l'citfaben  ber  ^bvf^f  an  9iealidi>nlcn  unb  ä^nliAen  ^oberen  Vcbr 
anftalten.  ^}hif\  einem  ?lu^anj3c,  cntbaltcnb  102  ♦Hufvialcn  nub  bercn  Siefultatc. 
^on  (J^uftat)  S  nie  mann,  Cberlel^rcr  an  ber  diea({cl)ule  1.  Orbnung  üi 
^ranffurt  a.  O.   SWt  1  ^^igurentafel.   gr.  8.   (»e^.    %  Wr.  « 
gaffe.  —  ^robäbentif  ber  t8eawetrte.  (Eine  'Bearbeitung  ber  seometrifilici 

Jvormenicbve  uacb  einer  neuen  tlh'etbcbc,  gcgrünbet  auf  ^'rartifri)«  ^Mufi^bcn 
auö  ber  ©ccbäfie.  il>cn  oaccb  ^al^c-  Vebrcr  ber  3}iatbematif  unb  i<bpjtf 
am  övnin«rium  in  ^trnflabt.  iOiit  So  in  beu  Xcyt  gcbrncflcn  ,'viguren.  flr.  8. 
Ocb.  1  ibir.  =  .{  28. 

Jlftfter.  —  2^ic  ilicrrorrtbunfl  brr  3nbnftric--  unb  )täb«f(<ien  «bfaUfloffc.  !Wit 
bcjtMibcvcv  i-^eviu1)iduiv]nng  ber  Aanlnin,  ^^nniveiung  unb  Te^infecticn,  tunuii- 
veinißuug  Dci?  ^^cbcnc  unb  bc?  ibiaffcrö,  ;»U>fu^r,  Äanalifaticn  unb  ^i^eriefdung. 
Son  Dr.  erb  in  an  b  ^tfc^er,  9?cbact<nr  t»cn  SHngfer*«  pelptt^mf^m 
3ournaI.  SWit  .^cl',fd)nittcu.  ^Jreiö  circa  1  2:blr.  =  n  Tlaxl.  (Unter  ber  "l^rcnC 

(Bretff^el.  —  l^elirbnit)  ^nr  C^infiibruno  in  bie  ornanift^r  l^eomctrte. 
^peinrid)  @rct)£l^el,  ^i^rofefior  an  ber  Jßctgatabemi«  in  »"vreiberg. 
^olifd^nittfidUTen.   ^r.  8.   i^^.  2%  Zl>lx.  »  7  fl. 

8tei«l«tbt.  —  Veürbni^  ber  milniftt^ir^eN  ^Istograbbte,  mit  mdmi  «t 

naturtt'iffenfcbaftlidie  {^ci|rf>uniien.  4^pu  Ci^car  9?eid»arbt,  x'lffiücnt  am 
^?flan'^cn  |)bi)fieli>g.  ouftitnt  in  ^eua,  unb  (iarl  ©tütenbutg.  3)iit  4 
müvo  •  )}l?otograVl>.  ^Ibbilbnuflen.   ar.  8.    (^t\}.  1  X^^lv.  =  3  SR. 

0ti^.  —  ftiiteff>#inigcn  übet  Me  (Sefe^e  ber  i|eiiif4irn  ^robertionen,  ikr 

bic  ?(tomncn.nrfite  unb  ibve  (jeiienfettificn  Ser^ältniffe.    2>cu  3.  2.  v2ta?, 
>l){it;ilteb   ber   beKiii|dkMi   ^Ifabemic   ber  Siffeufc^aftcu.    Ueberfc^jt  tcii  V. 
Vtienjlcin,  'itfftfient  am  pl}\)üt.  Mabinct  in  Reiben.   Mit  23  iit  ben 
fl€bru(ftcn  Ubbttbunflcn  nnb  I  itafef.  gr.  8.  dr^.      2%  tftU,  ■>  8  It 

Verlag  von  Quandt  tS:  Händel  in  Leipzig. 
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Im  Vorlage  vou  Georg  Reimer  iu  Berlin  ist  soeben  mchienen 
■Bd  Uurch  jede  Bucbtumdintig  zu  beziehen: 

Jahrbuch 

über  die 

Fortschritte  der  Mathematik 

im  Verein  mit  andern  Mathematikern 

herausgegebeu  von 

Carl  Ohrinumn^  Felix  Mfiller,  Albert  Wangerin. 

Vierter  Band.  ^  Jahrgang  187  2.  —  (lu  3  Heften). 
 Zmeäe9H^.  Preis;  1  Thlr.  6  Sgr.  

Im  VerliMe  von  Eduard  AiFenarlns  ^  Leipzig  erscheint  auch  für  ' 
das  Jahr  1875: 

literarisches  Centralbhitt  fiii'  DeutscMaud. 

leraaaicgehea  vaa  frafcssar  Ir.  Fried«  laraeke. 
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tralblatt'^  eine  Angabe  des  Inhalts  fast  aller  wisbcnschaftlicheu  uud 
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XI. 

IMstMices  du  point  k  la  droite  et  da  point  an  plan. 

Georges  J}o8ior, 


1.  IMMtttic«  d^nii  Fallit  a  am  dioHe.  Soieat 

l'6qiiatioa  dd  la  droite  et les  coordonnöes  da  poiat  donaA  P. 
De  ce  point  abaisBoas  bot  la  droite  la  perpendicolaire  FQ^p  et 
dMgaons  pta  tt,  ß  Iw  aac^es  qa'elle  feit  avec  les  axes  de  coordoa* 
aies  et  per  0  rangle  de  oes  azea. 

Par  le  poiat  F  menons  4  la  droite  (1)  la  parallele 

(2)  Ax+By  «=-  Jx'+By', 

Les  denx  lignes  (1)  et  (2)  ooapeat  i'aze  dea  0  a  des  di 
de  Torigiae  qni  eoat  reapeettremeat 

et  Taxe  des  y  aux  distauccs 

h  *  -       B  ' 

I^'apres  cela,  11  est  evident  qu'oa  a 

p  r=x  (a'-—o) COS«  —  COBttf 

p  -.(6'-4)COS/3  -  ^2^±^±f  COBjJ, 
T*il  LTIL  15 


Digiiized  by  Google 


226      D^tUr:  Litmmu  dm  pokU  k  la  dr9iu  U  At  ptmt  am  ptmtu 


Bp 


d*o&  noiis  tironB 

SübBütuoDS  ces  ▼aleure  d&ns  la  relaüon  *) 


(3) 

eeUe-d  devknt 
1 

Ap 


1  OOS«  C08/f 
COS«      1  COS0 

cos  6  1 


Ap  Bp 

Aa:'+By'  +  C   A^+By'  +  C 


Am*+B^+C 

^  Bp  

i  Ax'  +  By'  +  C 


1 

eo60 


1 


-  0. 


*)  L'^^tioii  (S)  «zpffiaw  la  relatlon  qvi  axiiU  entr«  lei  incli- 
naitons  rnntaellei  de  trois  droltes  Issoes  d'un  mem«  poiat.  Oa 
pmil  U  d^oire  de  cello  <pl  doBM  l'aogle  de  deaz  droit«!  ea  Talaar 
des  incliaaifont  de  deax  droilet  tor  lei  axet  da  eoor- 
doaatfei* 

Soieat  OD,  01/  las  drax  dfoitct,  V  Umt  angle;  •  et  /?,  et  ^  Im 
eaglee  qa'ellce  font  aTee  ke  deox  nee  de  eoocdoBadce  OX,  07.  Fear  diier- 
■üfler  F,  ear  la  pfemAf«  droite  0Z>  pfeaoai  aae  loognear  OJf  s  I  el  dd- 
eigaoBt  per  «,  y  lei  eoordooadiB  J£P,  OP  da  point  M,  Vn^etam  la  Imnawr 
OJf  et  la  ligne  briste  OFM  aaeeeulveBMOt  rar  U  teeonde  droite  OD*  et  ear 
1«  deax  axee  OJK;  OF;  nona  ataaoDt  lea  ^itdi 


co»F—  xcosa' — ycotß'  =  0, 
eoe  9  —  X  —  y  cos  ö  =  0, 
CMf—'XCMß  — jr  =  0, 

lei  qoellei  II  ealBt  d'dlladaer  lea  Tariabke  — a  et  ~y  poar  troarar  la 
relatioa  deaundde.  Oalla-d  eet  aiad 


cosF  Cosa'  cosß' 
cos«  I  eoe^ 
eoa^   ooa^  1 


ssO 


8i  U  seconde  droite  OD'  se  coofond  avec  U  premi^re,  on  anra 
eaaFaseae^ss  I,  eeaa'seoia,  eoe^' ss  eot/f ,  ce  qui  foarnit  U  rela* 
iioa<3). 


I 
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Mnltiplioiifl  Ift  imniMfe  Ugne  et  la  pfonl&re  eoknuie  par 

 «  Aoas  obtenoDS  l  iquation 


B 


1  eos6 

cosd  1 


-0, 


O     A  B 

B  cosd  1 


Koos  en  tirons  - 


pov  la  distance  demaadto. 


La  distance  de  Torigine  O    la  dioito  (1)  s'obüendia  en  pomt 
»    »  0  dans  QJ)  et  lera 

3.  Angle  de  deax  droites  dean^s  par  lean  ^natteai 

Soient  p  et  les  pcrpondicnlaires  abaiss6e8  de  Torigine  sur  ces 
droites;  nooB  avons  d'abord,  en  conservant  les  notaüons  de  la  note 
pr^dente, 

cot«  — — ^»    eot/)  — — ^* 

ooe«*— — ^»    eos^— — 

81  BOOS  mettons  ees  ndem  dami  la  niatioa  (4)  de  la  aole,  aprte 

avoir  maltipli6  la  premi^e  colonne  par  et  la  prenddre  ligne 

C 

par  »  eile  denendra 


(IV) 


CÖ*cobV 

A 
B 


1 

COftd 


eoa0 
1 


0, 


16* 
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Dotiert 


du  pomi  ^  la  drmU  cf  du  poiM  an  jAuu 


et  doDiiera 


0 

^    1    C08Ö  ^{AA'+BB')—{AB*^BA')(Me. 


B  cosB  1 


PP' 

•Nona  en  tirons 

cos  y  —  CCsinSd 
mais,  en  vertu  de  la  formule  (III),  uous  avons 

CC'sin'ö 


PP'  - 


V  (A'  -{-B*—2ABcos  B)  (^'^+  Ä'«—  2^'Ä'co8  ö) 
par  Boite  nons  obtenons,  en  snbstitoant  dana  (lY), 

(V)  coaF»-   '  ' 


■^{A^+B^ — 2ABcoseHA'^+ß'^ -2A*B*  cosö) 

8.  Gonditlon  de  perpendienlarlt^  de  deu  droHes  (5).  Caie 
8*obtient  en  poaant  cosF  dans  Tune  oa  l'antre  des  ^galitia  (4),  (lY) 
et  (V)  et  sera  exprimte  par  Tnne  qnekonqne  des  relations 

0     coBo'  coa|3' 
cos«     1     cos  9 
cos|3  cob9  1 

—  0  =-  (cos«  Cosa' + coB/3  cosjS')  —  (cosa  cos/^' -j-  C08/J  cosaO  coa6 , 

0  B' 

A      1     coad  ^0:szAA^'\-BB*^{AB'+BA')co^e, 
B    cos  6  1 

4.  Bistanee  d*iu  pelnt  1^  ob  plan«  Soient 

(5)  ilar+By+Ca+D  — 0 

r^quation  du  plan;  x',  y\  z'  les  coordoniices  du  point  donn^  P\  p  la 
perpendiculaire  abaiss^e  de  ce  point  aar  Ic  plau  (§);  et  o,  y  les 
incünaiaona  de  cette  perpendiculaire  aar  les  troia  axea  de  coordomi^ 

Par  le  point  P  menons  le  plan  parallele  au  plan  (5);  son  equa- 
tion  sera 

(6)  Ax-^-By^  Cz  -  Az'+  iV-l-  P'. 

Lea  dem  plana  (5)  et  (6)  conpent  les  azes  de  coordoim^es  anz 
diitaiices  de  Torigine  respectiyement  Egales  k 


D 
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I  =s  2  '  *  B  '   ^   c  • 

IVaprds  cela,  U  est  Evident  qn'on  a 

p  —  (a'— a)cOBa  —  * —  = — GOSa, 

p  —  (6^—6)  cos /3  —  ■ —  r-i  C08/I, 

p  =  (c'  — c)cosy  —  '  g  cosy, 


d'oü  noiiB  tirons 


cos«  s 


M+By'+a'+D* 

Cp 

SubBÜtoonB  ces  valeurs  dans  la  relation*) 


*)  L'^nation  (7)  exprine  1»  reUtion  qni  ezlste  entre  lei  incli* 
naisont  mvtaellei  de  qvatra  droitet  Issnes  d'un  m^mt  polnL 
Ob  pent  U  d^oire  de  celle  qoi  donne  r«ngle  de  denz  droitei  en  Ta- 
lenr  dea  inelinaUona  de  eea  deaz  droitea  aar  lei  axei  de  coor- 
donndes. 

Soieot  OD,  OD'  les  denx  droite«;  F  lenr  angle;  o,  (i,  y  et  a',  ß\  y' 
les  angles  qu'ellos  font  nvec  les  trois  axea  de  coordonnc^eB  OA',  OY,  0Z\ 
fi,  V  les  inclinnisons  mutuolics  YOZ,  ZOX.  XOY  de  ces  axcs.  Sur  ia 
premibrc  droite  OD  j-renons  une  longueur  OM  ~  I  et  dosiKnons  par  x,  y,  z 
les  coordonnc'es  MP,  PQ,  QO  du  point  M,  l'rojetons  la  longueur  OM  et  la 
ligne  bri8<5o  OQPM  successivement  snr  la  sccondc  droite  OD'  et  sur  les  trois 
Axes  OJCy  OY,  0Z\  noas  obtenous  les  egalites 

coaF— jcco*«'— ycot^?'  —  «cosy'  =  0, 
coa«~x  — jrcMv  — aeoa^i  ssO, 
eoB^— «eos>  — jr  — aeoeA  ssO, 
eoay— »coa^  «jreoil  — a  =0 
entre  lea  qneUea  il  raillt  d'Ainfner  let  quantit^  — »jft  — *«  povr  aToir  la 
relatioD  deaand^  CeHe-ci  est  doQC 

cotF  cot«'   CMß*  cety' 
coa«      1      eofy  ooi/i 
eoi/f  coav      1  COSA 
cosy    COS/«     cobA  1 
Si  la  seconde  droite  OD'  sc  confond  avec  In  premi^re  OD,  on  anra 
eoaV=  co80=  1,  cot«i'=ooacit  cos/9'=:cot^,  cosy'sscoiy,  ce  qoi  fooniift 
Uk  relation  (7). 


=  0. 
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(7) 


1  eot«  ü(mß  Mf 

0080        1  C08V  COSfi 

COS /3  COS  V       1  cosil 

oosy  coB|»  ooii  1 


deftent 


-0; 


1^ 

+ 


b 


s 


8 

OB 


+ 

+ 


! 


Od 


^   s  § 


+ 


p 
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HnltiplioiiB  la  ftranitee  ligne  el  Ift  pcendlfS  ooloinie  par 
P 


(VI) 


qvi  donne 


 ? 

C 


A  B  '  C 
1  eoBv  c(Wfi 

1  OOSl 

cosp  cosi  1 


 p 


0    A    B  C 

A    1  eotv  ooif» 

B  cosv  1  cosi 
C  COBJi  cosi  1 


oft  nons  ftTons  poa^ 

1        COBV  COS^ 

OMv     1  eoiX 

COSf*    cmX  1 

De  l'^gAlit^  (9)  nons  tirom 


(vn) 


il'ainU +S{     (cos  |i  cos  y  *  008  A) 

4-  JB*8inV+  2  C-4(co8  vcos  X— cosrt 
C8i]i^v+2ili3(co8icos(*  — coav) 

pour  la  distance  demandte. 

La  difltance  de  rorigino  o  an  plan  (6)  s'obüendra,  ea  posant 

mmi^wmO  dSIIB  (YU)}  CUO  80» 


(vni) 

ea  fiiiM&t,  poor  abr^er. 


(10) 


+  Ä*fliaV+2Ci<(coBvcosil— co8|*)  /  ^• 

5.  Aafle  ie  deox  plaaB  ioialo  far  leur  «qaatteai 
(U)    .  Am+Bp+a+D  -  0,  A'9+B'if+C'»+iy  -  0. 
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Soient  p^p'  les  perpendioolairas  abaisaöes  de  Vorigine  sor  om  j^ans; 
BOUS  aTons  d'abord,  en  consemuit  les  notattons  de  la  QOte  qvi 
prMde, 


COSO    —  — 


Ap 


COiß 


ßp 


cosy 


ß'p*  J 


Cp 
Cp* 


Si  nous  mettons  ces  valeors  daiis  la  relatiou  (8)  de  la  note» 
aprte  avoir  midtiplK  la  premitee  oolonne  par  —  ^  et  la  prendto 

ligne  par  ^»  eile  deviendra 

.  P 


(IX) 


et  doimera 


Z>Z>' cos  K 

A 
B 
C 


(12) 


TP 


A*  »  C 

1  COSV  COSfi 

cosv     1  cosA 

C08|l  COSA  1 


0  A'  C 

A    1  cosv  cosf» 

B  cosv    1  cosA 

C  eosfi  eosi  1 


en  faisant  encore,  par  abrdrfatioii» 

(13)  —  AA'smn  +  (BC*+CB')(cosiicosv—cosX) 

+  ^Ä'smV+(^^^'  +  ^C0(cosvco8A~co8f*) 
+  CC'm*v+{AB' +Bä')  (cosilcosfc— Gosy). 

Mais,  en  vertu  do  la  formale  (Vui),  neos  avons 


par  saite  nous  obtenons,  en  sabstitaant  dans  (12), 

cosF^^p^; 

ou,  eu  rempla^ut  A',  H  ei  H'  par  lears  devcloppements  (10)  et  (13), 
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(X)  COSKss 


i4  ^'  siü«  A  -f  ( Ä  C  +  CÄ')  (cos  /i  COS  V — COS 
+ CC'm*v+(A  B*+  BA*)  (cosX  cob  ft  —cos  v) 


A'^^m^X  -\-2BC  (cos/ACOSv  —  cosil)* 
'{'2 CA  (008 y cos i — cosf») 
4-C*8m'v  '^2 AB  (cosXcosfi — cosv) 

joginU  +2^'^'(co8|ACosv— cosil) 


X 


-f-ß'^sinV  +  2  C'^' (cos  V  cos  il  —  cos(i) 
+  C*^  sin^  +  2  ii'^  (cofl  i  cos  fft  —  cpsv) 


6.  Condltion  de  perpendieularil«*  de  deux  plans.  Elle  s'obtieut 
en  posant  F 0  dans  l'uno  ou  Taatro  des  egalites  (8),  (IX)  et  (10) 
et  sera  ezpiim^e  pur  rane  qnelconqae  des  relations 


(XI) 


0    cos«'  cosjJ'  cos/ 

Cosa        1        COSV  COSfi 


0, 


(XII) 


(XHD 


0, 


COSjS   COSV      1  cosi 
COSX    COSf*   cosX  1 

0     A*     B*  C 

A       1      CMV  C06f& 

B  COSV    1  cosl 

C  cos^   COSA  1 

ilJ'8in>i+(frC'+CiB0(cos|&cosv— cosX) 
+BA'8mV+(Cil'+  AC)  (cosvoosl  — cosfft) 

+  CC'äiii^v+{AB'+  BAO  (cos  i  cos/*  —  cos  v)  —  0, 


dont  la  dernidra  peat  encore  se  mettre  soos  l'uno  ou  Vmtn  d6s.deax 
fomies  ndvantes 

(XIV)  A' lA  sinU  +  B  (cos  A  cos |* — cos v)  +  C(cüs  v  cos  X — cos ft)] 
-{-B'[Bsm'^H-{-C  (cos  cos  9 — cos  l)-\-A  (cos  i  cos  fi — cos  v)] 

-|-C'[CBi]l'y4''^  (COSVCOBX  — COBf»)+i^(CO8f(00B  V— cosi)]^, 

(XV)  A [A* ün^k-\-  B'  (cos  k  COSfi  — cobv)-\- (cos v cos X —cos f*)] 
+  i^[ß'smV  +  C'(cos#*cosv— cosi)+^'(cosAcos|*— cos  v)] 

+  ClC'm^¥+  A'iew  vcos  JL — cos  |i) + fi'  (cos  ficosv— cos  X)]^. 
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xn. 

Die  gemischte  Poloconik  zweier  Geraden  bezügUcli  der 
IMffereiitUleiirve    der  FanbeL 

Von 

Adolf  Hoehheim, 


Cb  sei 

yi'— p«i»i— 0  (1) 

die  Gleichang  einer  gegebenen  Parabel  in  homogenen  Coordinaten. 
Gonstmirt  man  mit  Hälfe  einer  bestimmten  Strecke  h  die  ingehAcige 
Düferantialciinre»  bo  iBt  die  GleicliiiDg  denelbeQ 

Wir  bezeichnen  die  Coordinaten  einM  Punktes  mit  t,  ^  {•  daiia 
entspricht  der  Gleidmog 

ij,i+2ny^^ilc^^0  (3e) 
die  eooladie  Pelan^  und  der  Gleichnng 


1)  Zieht  man  m  ftU«D  Tangenten  einer  «of  ein  reehtwinlcUgee  CoofdiutHi- 
^jitm  beiQgeiMii  Cwre  jr  dofch  einen  Fonkt        0)  Paralletai  uaä 

trigt  Jeden  der  Abeelmilte,  wekke  Ton  dleeev  aof  der  T^Aze  gebildet  wefdeo« 
ait  Berttekiiehtignng  idnei  Voneickeni  anT  der  dem  enteprechendea  Berilk- 

rangtpnnkt  zngehöngen  Ordinate  Tom  Fasspnnkte  am  ab,  so  ist  der  geome- 
trische Ort  der  Endponkte  der  Abschnitte  die  Differentialctinre  der  Corre 
y=/(^z).  Vergleiche  die  Schrift  des  Verfassers:  Ueber  die  DiffBreatialeurTea 
der  KegeUcbnitte.   VerL  Loiüi  Nebert.   fiaUe  1874. 
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die  gerade  Polare  des  betr.  Ptmktes  bezüglich  der  Differentialcurve 
der  ParabeL 

Es  mOgen  zwei  gerade  linien  A  imd  A'  ihrer  Lage  nach  be- 
stimmt sein.  Wenn  man  so  jedem  Punkte  der  Ctoraden  A  die 
eonisdie  Polare  in  Besag  anf  die  BiffBrentialcnrve  der  Parabel  nimmt 
and  besflgUch  jedes  dieser  Kegelschnitte  den  Pol  der  sweiten  Geraden 
A*  anfinidit,  so  ist  der  geometrische  Ort  dieser  Pole  ein  Kegebchnitt, 
welcher  die  gemischte  Poloconik  der  beiden  Oeraden  A  und  Af  ge- 
nannt wird. 

Sind  die  Gleichungen  der  Geraden 

{A)a^X'^a^-\-a^^{i  (4a) 

and 

so  ist  die  Gleichung  der  gemischten  Poloconik 

0    Ol  0^ 

V  0    ^  0 

a^*   2y   2x  0 

V  0   0  — 

oder 

Geht  man.  mittelst  der  Sabstitntionen 
sa  rechtwinkligen  cartesischen  CkMirdinaten  llber«  so  «rhait  man 
Ans  diesen  Gleiehnngen  folgt: 

1)  Die  gemischte  Poloconik  der  beiden  Geraden  A 
und  A*  ist  eine  Parabel,  deren  Axe  der  s-Axe  parallel 
lauft,  deren  Parameter 

*  Ä  B 

ist,  und  deren  Scheitel  die  Coordinaten 
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besitzt 


80303' 


2)  Der  geometrische  Ort  bleibt  unverändert,  wenn  man  die  bei- 
den Geraden  A  und  A*  mit  einander  vertauscht 

Die  gefundene  Parabel  ist  demnach  der  geometriscbe 
Ort  der  Pole  irgend  einer  Ton  den  Oeraden  A  nnd  Af  in 
Bezug  auf  die  Hyperbeln,  welche  die  conischen  Polaren 
der  Punkte  der  anderen  Oeraden  bezttglich  der  Diffe- 
rentialcnrye  sind*). 

'  3)  Setzt  man 
so  geht  die  Oldchnng  (Öc)  über  in  . 

Vi  2V~^' 

d.  h.  läset  man  die  Gerado  A'  mit  der  Goraden  A  zusam- 
menfallen, 80  geht  die  gemischte  Poloconik  tlbor  in  die 
gewöhnliche  Poloconik^)  der  Geraden  A  in  Bezug  auf 
die  Differeutialcurve. 

4)  FOr  «1  —  0,         0  geht  die  Oleichung  (6c)  Aber  in 

Jfi-O  (7) 

Daraus  folgt: 

Laufen  die  beiden  Geraden  A  und  A'  der  x-Axo  pa- 
rallel, so  degenerirt  die  gemischte  Poloconik  derselben 
in  die  «-Axe. 

5)  Ist  nur  Ol  »  0,  so  ergiebt  sich 

oder 


2)  Durbgc,  Cttrv.  dritt.  Ordn.  pag.  188. 

3)  Constrairt  man  ca  allen  Punkten  einer  Geraden  {A)  die  geraden  Po- 
larcn  in  Bezag  auf  eine  Curve  dritter  Ordnung,  so  werden  alle  diese  Geraden 
von  einem  Kegelschnitt,  welcher  die  Poloconik  der  Geraden  A  heitst,  einge* 
hfilU.   VergL  Dar^ge,  Curv.  dritt.  Ordn.  pag.  178. 
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d.  h.  läuft  nur  eine  der  beiden  Geraden  der  x-Axe  paral- 
lel, 80  degenerirt  die  gemischte  Poloconik  derselben  in 
swei  parallele  Gerade,  Ton  denen  die  eine  mit  der  as-Aze 
znsammenfftllt. 

* 

6)  Fflr  Ob  oder      gleich  Noll  erhält  man  ans  (5c} 

Geht  demnach  eine  der  beiden  Geraden  oder  anch 
beide  dnrch  den  Anfangspunkt  des  Goordinatensystems, 
so  degenerirt  die  gemischte  Poloconik  derselben  in  eine 
Gerade,  welche  ebenfalls  dnrch  den  Coordinatenanfangs- 
pnnkt  geht 

7)  Setzt  man  in  (5c) 


so  erhält  man 


d.  h.  schliessen  die  beiden  Geraden  A  and  A'  supplemen- 
täre Winkel  mit  der  «-Axe  ein,  so  breitet  sich  die  Para- 
bel symmetrisch  zur  x-Axe  aus  und  ihr  Scheitel  fällt 
mit  dem  Coordinatenanfangspunkt  zusammen. 

Ferner  ergeben  sich  folgende  Resultate: 

8)  Verschiebt  man  eine  der  beiden  .Geraden,  so  dass 
sie  ihrer  ursprünglichen  Richtung  stets  parallel  bleibt, 
80  ändert  sieh  die  Lage  und  der  Parameter  der  gemisch- 
ten Poloconik,  doch  bleibt  ihre  Axe  der  ««Axe  paralleL 
Bäckt  die  eine  Gerade  in  die  Unendlichkeit,  so  degene- 
rirt die  gemischte  Poloconik  in  die  s-Axe. 

9)  Wird  eine  der  beiden  Geraden  A  und  vi'  oder  beide 
um  die  Punkte  gedreht,  in  welchen  sie  die  r-Axe  schnei- 
den, so  bleibt  der  Paramter  und  die  Axeurichtung  der 
gemischten  Poloconik  ungcändert,  dagegen  ändern  sich 
die  Coordiuaten  des  Scheitelpunktes. 

10)  Dreht  man  endlich  eine  der  beiden  Geraden  ii  und 
um  den  Punkt,  in  welchem  sie  die  y-Axe  schneidet, 

80  läuft  die  Axe  der  gemischten  Poloconik  der  x-Axe 
8tets  parallel,  dagegen  ändern  sich  der  Parameter  und 
die  Coordinaten  des  Scheitelpunktes. 
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11)  Gonstrnirt  man  zn  jedem  Punkte  der  gemischten  Poloconik 
als  Pol  die  conische  Polare  beztlglich  der  Differentialcurve  dor  Pft- 
ntbdf  80  entspricht  das  System  von  Hyperbeln  der  Gkichoag 

dmn  beide  veiinderliGfae  Panneter  {i,  %  der  Gldehnng 

genflgen  mflssen. 

Eliminirt  man  aas  diesen  beiden  Gleichungen  mit  Hälfe  von 


-  0 


die  variabeln  Parameter,  so  erhält  man  als  Gleichung  der  £nveloppe 
des  Systems  von  Hyperbeln: 

(o^oj' +  «««i')yi+2aiOi'*i  =  ±  2yaja/fl3a3'  (11) 

Das  System  der  conischen  Polaren  (bezflglich  der  Diffe- 
rentialcarye  der  Parabd),  deren  Pole  auf  der  gemischten 
Poloconik  liegen,  wird  demnach  eingehallt  von  iwel 
parallelen  Geraden,  welche  gleiche  Abstftnde  iron  dea 
Coordinatenanfangspnnkt  haben. 

12)  Die  Gleichung  dor  conischen  Polaren  {H)  dee  Pwiktes 
(ti«  9it  td  beasfli^ich  der  DÜEarentiaknrve  der  Parabel  ist 

Die  beiden  Geraden  A  nnd  A\  deren  (Heicbnngen 

sind,  mögen  in  Bezug  auf  diese  conische  Polare  conjugirte  Gerade 
sein,  d.  h.  jede  möge  durch  den  Pol  der  andern  bezüglich  der  coni- 
schen  Polaren  hindurchgehen. 

Die  gerade  Polare  eines  Panktee  «i,  »i»  %  in  fiesng  auf  die 
eonliche  Polare  (JSO  besitst  die  CUeicfanng 

man  diese  in  Einklang  mit  der  Gleichnng 
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entwickelt  die  Coordinaten  des  betreffenden  Poles  and  setzt  diese 
an  Stelle  von  x,     s  in  dio  Gleichung 

ein,  so  muss  nach  der  Voraussetzung  diese  Gleichung  eine  identische 
werden.  £s  ergiebt  sich  auf  diese  Weise  zwischen  ^,  i^i  d  folgende 
Relation 

4affln%*-H^^'+^')i^pnA+^<^ti  -  0  (12) 

Daraas  lolgt: 

Die  gemiBchte  Poloeo&ik  der  beiden  Geraden  A  nnd 
A'  iit  der  geometrieche  Ort  der  Pole  derjenigen  eoni- 
ichen  Peinren  (in  Bezug  anf  die  Bifferentialciinre  der  Parabet), 
tn  denen  A  nnd  A'  conjngirte  Oerade  sind. 

In  ähnlicher  Weise  lAsst  sich  leicht  das  Besnitat  ableiten: 

Ist  P  die  gemieehte  Poloconik  der  beiden  Oeraden 
A  nnd  A^  nnd  eonstrnirt  man  an  Jedem  Pnnkte  derselben 
die  PaUre  bezftglick  der  Differentialcnrye  der  Parabel, 
BO  sind  die  beiden  Oeraden  A  nnd  A'  in  Bezng  anf  jede 
dieser  conischen  Polaren  conjngirte  Oerade,  d,  h.  Jede 
geht  dnrcb  den  Pol  der  andern. 

Hagdeborg,  im  AngnBt  1874 


Anmerkung.  Unter  Poloconik  wird  verstanden  die  Einhüllende  der  Po- 
Uren  eine«  m  gerader  Linie  bewegten  Fonktea  in  Bcxug  auf  die  vorliegende 
Cbm.  (D.  Bed.). 
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xm. 

Anflosung  eines  besonderen  Systemes  linearer  Gleicbnngii. 

Von 

Siegtnunä  Günther. 


§.  1.  Das  System  linearer  Gleichongoii,  mit  welchem  wir  aas 
Bestimmt  maa  hieraas  eiuo  willkürliche  Uabekaimte,  etwa      so  fl^ 


«11 

«12  «13 

••• 

«lr-1 

«22  «SS 

oar-1 

«8»  «SS 

«8r>l 

aSr-f-l  - 

«tt  «4S 

a2f-l2  a2(-is 

-1  ^-29-1  a2«-lr4-l 

OSgS  OagS 

42H-U  aSf+U  OSy+U 

-1           aS|f  lr~l  ... 

a2f-8a  oss-» 

«Ef-lr- 

-1  h»- 

««M^l 

a2«H-i  - 

OSm— U 

-1  aSM-lrf  1 

a8N2  oans 

Oinr-l 

«3iir+l 

«11 

«II  «It 

Olr-l 

air 

«81 

Hon  Oam 

«Sr 

«31 

«32  «38 

•  •  • 

«3r 

«41 

«tf  «48 

tHr-l 

«2«— Ir- 

-1  a2h- 

-Ir  Ö2w-lrf  1 

U2n1 

a2N2  a2N3 

«inf-l 
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im  Folgenden  bescbftftigeii  werden,  ist  durch  die  EigentOmlichkeit 
augezeichnet,  dass  in  der  Iten,.  3ten  ...  (2r— l)tien  Gleleluing  je 
Kwei  gleichweit  Ton .  Anüuig  nnd  Ende  abstehende  Gofifificiepten  c&a- 
ander  gleich  sind,  wogegen  zwischen  zwei  ebensoldien  CoMdenten  , 
der  2ton,  4ten  ...  2rten  Gldchnng  entgegengesetzte  Gleichheit  besteht 
Das  Slyateni'wird  dann  also,  wenn  wir  die  Anzahl  der  Gleichungen 
als  eine  gerade  Zahl  (=  2n)  yoranssetzen,  nachstehendes  sein: 


...  +a2»-12«2H-l+a2»-ll«2ii  A^N-l, 

...  — a^s^—i    *— aSnifl^SN  AiSn* 
hfilt  man  in  bekannter  Weise 


«Ii     «i«  «11 

osm  osm 

— «Wr+l  — flSr  — <l9r-l 

...  OSn  Otim 

ojrf  1      oSr  «8r-l 

••• 

<^        «M  «81 

...  CM«  —«4m 

•  •  • 

— 04* +1  — 04r  — 041—1 

— 04t    — — O4J 

—  OSf  .»Im  OSf — Im 

Oflfolr  f  1  OSf-lr  OSr-lr-t 

oa^ia  osf-ii 

...  02^»!     — as^M 

 029r  M — »2(/r — fl'2>]r-l 

•  • 

a2q^  Irf  1  azq^lr  02«  f  lr-1 

•  •  • 

0294. 13  02^^12  «29^11 

— OBt— 9r+l — fl«i— Sr — Ö2f- 

■Sr- 

...  OSi— In  02*— In 

••• 

OBt-lSOtt-lSOIt-U 

...  a2§H      — 02tM 

— 02»f  1^  1  — 02«r  — a2*r-l 

— 02»3  —  02«2  — aSll 

...  Ottt-l«     OlM-lr-l-l  <I2N-Ir  OSw-lr-l ...  OHi-lS  OSm-  12  OBn-U 

...  02mm      — «2h«  ...  — 02Mr+l  — «2Nr  — 09mt^\*-  — '<19n<  •— <»9n2  — 02iil 


•••  «Im 

01« 

...  Oll  \  1 

«Ir  Olr-l 

... 

«18 

«11 

— 02h 

...  — 02r+l 

— a2r  — flfi;«-! 

...  — 

—«« 

— «M 

•«.  OSm 

OSn 

...  OSr-l-l 

OSr  <Hr— l 

... 

Ott 

<Hm 

— 04» 

...  — «4r4-l 

— «4r  —Olr-l 

—  — *a 

— «41 

V 

ü 


—  Oan— Im  <iaN->lN  ...  02M-lr-f  1  02N-lr  02n— lr-1 .»  OSn-IS  a2H-12  a2M-U 

oam»    — oftw  ...  — fla»r+i  — osim-  — oairiii ...  — ow  --am  — «""^ 
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Zerlegt  man  die  Betemüoaute  V  nach  den  Elementen  der  rten  Co- 
lonne  in  erste  Unterdeterminanteu,  so  stellt  sich  xr  dar  als  eine  alge- 
braische Summe  mit  dem  allgemeinen  Gliede 

du 

Da  ersichtlich  eiu  Unterschied  obwaltet,  je  nachdem  p  «ne  ge- 


ü'  - 


«11     «It  «1« 

Olr-l 

Olr+1 

•  •• 

aiN 

OlM 

flas 

OSr— 1 

08r-|-l 

«•• 

a8M 

— OB» 

«si      «8«  «sa 

OSr+l 

03n 

09m 

"41  «4S 

•  •• 

a4r-l 

a4rfl 

04» 

— «4« 

099-11  osf-is  ast-is 

Oif-lr-l  o^-\r-\-l 

02f-l» 

OSf-lw 

OSf^ll  08(412  OSf+lS 

OSf^lr- 

-1  OSf-l-lr^l-l 

OSf-t-l» 

"2h-11  «2m-12  a-'n-13 

niH-lr- 

-1  fl2«-lr-fl 

••• 

oa«-!« 

Oftil       a2M2  U2n3 

•  t« 

oSitr— 1 

OflNr-fl 

— a2im 

In  dieser  Determinante  — l)teu  Grades  subtrahiren  wir  nun  von 
jeder  (»i  +  <)teu  Culunne  die  {n  —  t-\-\)ia^  iiacbdom  wir  zuvor  die- 
jenige Colonno,  (icreii  zweiter  Index  r  ist,  zur  ersten  gemacht  haben  j 
durch  diese  Operation  ist  vor  die  Det^^rminaute  der  1*  actor 


Olr       Ojj^  Ois 

Olr-1 

Olr-fl 

oar       O«  Ojt 

••• 

09r-l 

02r-|-l 

aar  o^a 

•  •  • 

fl3r-l 

04r  o^g 

«48 

OAr-l 

Oif^lr  OB9.ll  09r-19  OSr-18 

089~lr-l  OSf-lrf  1  ^ 

a2«+lr  a2«-fll  a2j-|-i2 

a2q\lr- 

■  1  fl2j+lr4-l 

09M~lr  02»-ll  09M-U  OSn-ls 

Oln-lr- 

-1  OSn-IH-1  ^. 

• 

Oflur     osrI  OBmS 

osnS 

Oflnr-l 

In  der  so  umgeformten  Detenninaate  sind  diejenigen  Elemente,  welche 
(n— 3)  Yerticahreihen  mit  (2n— 1— (n— 2))  —  (»+1)  Horizontal- 
reihen  gemein  haben,  durch  Nullen  ersetzt;  es  kann  also  sofort  das 
bekannte  Corollar^)  des  Laplacßschen  Determinantensatzes  in  Kraft 


Digitized  by  G( 


ItMorer  GlekkmigeH, 


rade  odor  ungerade  Zahl  vonteUt»  so  achreibeo  wir  die  Reibe  besser 
in  folgender  Form: 

§.  2.  Die  beiden  hier  auftretenden  Determinanten  aoHen  nnn« 
melir  nntersncht  werden.  Es  sei  ahm  zonftchst 


...  €Qrfl 

air 

Olr— 1  •» 

«18 

«1« 

«11 

.»  — OSr^-l 

— «Sr 

— 02r— 1  .  ... 

OSr-l-l 

OSm 

OSr-l 

...  — a4r-|-l 

— «ir-1 

— 

—«41 

— 

089— Ir+I 

02}— lr-1  ... 

02^-13 

«27-12 

a2y-ll 

Ö28f  Ir 

aSy-Mr—l  ... 

Ote'lrf  1 

OB»-.» 

4a»-u 

herausgetreten.  Man  erh&lt  so 


•*•  Ol« 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

...  — 2aarf  1 

— 2afl^i 

...  —2afig 

— SOm 

MM 

•••fli» 

0 

0 

0 

...  0 

0 

0 

04(1 

— 2ai« 

...  — 2o4r+l 

...  "^fto^ 

— Sfl« 

-2a4i 

•-OSfl-i-Iii 

0 

-  .0 

0 

^  0 

0 

0 

•»«sri>i» 

0 

0 

0 

...  0 

0 

0 

...  OSn^  In 

0 

0 

0 

...  0 

0 

0 

..  OSmh  - 

-2a2im 

— 2a2Mr— 1 

...  — 2a2Ma 

»2asM 

treten,  und  es  ergiebt  sieb,  wenn  man  noch  den  jeder  («4-l)t©n  bis 
(2n  —  1)  teu  Coloune  gemeinscbaftlichen  Factor 


berücksichtigt, 
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Diü  erste  diosor  boidcu  DcUnuiiianten  ist  vom  wten,  die  zweite  vom 
(n  —  l)tcu  Grade. 

1)  Bftltzor,  Theorie  und  Anwcoduti};  der  Determinanten,  Leipzig 
S.  34. 
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Hier  ist  die  erste  Determinante  vom  (n— l)t€n,  die  zw^ 
Orade. 
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|.  S.  Nanmehr  möge  auch  der  aodero  Fall  iu's  Auge  gefasst 
werden,  wo  p  =  2» — 1  ist  Addiren  wir  hier  zu  jeder  Coloime,  deren 
zweiter  Index  kleiner  als  »,  besfl^eh  diesem  gleich  ist,  die  ihr  gleiche, 
resp.  entgegengesetzt  gleiche,  so  wird 
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§.  4.  Weiuk'ii  wir  nu^  scliliosslich  zu  der  im  I^cuncr  dos  obigeu 
Braches  bctiudlichuu  Detcrmiuaute, 
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Hier  sind  beide  Factoren  yom  nten  Grade. 
Wird  jetzt  der  Quotient 

U 

gebildet,  so  mache  man  zuerst  die  erste  Colonnc  von  l/'*zur  rten; 
der  oben  für  ü'  erhaltene  Wert  ist  dann  noch  mit 
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ZU  nmltipliciron.  Wie  man  sieht,  hobt  sich  alsdann  der  erste  Deter- 
|ninat.  nfactor  von  U'  gegen  den  ersten  DoCerminatenfactor  von  U. 
'^\ir  Bildung  von 

möge  obouso  VC  rtahron  wenU  n ;  es  hebt  .sich  ferner  in  analoger  Weise 
der  zweite  1^'actor  lort.   So  gewinnt  man  das  Schlassresnltat  .  ■ 
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Auf  eine  gaiu  entsprechende  Formel  ufftrden  wir  gekommen  2eiB, 
wemi  wir  von  der  ADttahme  einer  nngeraden  Anzahl  von  Oleichiingeu  ili 
ausgegangen  wären. 
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§.  5.  Die  zuletzt  entwickelte  Relation  kann  zur  Herloituug  eini- 
üicht  uninteressanter  Sätze  über  solche  Determinanten  verwendet 

den.  deren  Elemente  gewisse  goniometrische  Functiouea  sind. 

rächten  wir  näBiUcii  folgendes  Glcichougs-Syatom 
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.  2(2f»^l)a 
•Jaii-i8ui"^^|  ^ 
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ist.  Aus  diesen  beiden  Gleichungen  gehen  aber  aus  trigonomctriscbeQ 
Granden  sofort  wieder  die  beiden  folgenden  hervor: 
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Es  erfüllt  also  das  zuletzt  aufgestellte  System  alle  die  Bedingungen, 
welche  wir  dem  eingangs  betrachteten  aUgemeineren  auferlegt  hatten. 

Es  hat  nnn  Unferdinger  *)  dnrch  Anwendung  einiger  sinn- 
reicher Knnstgrüfe  gezeigt,  dass  dies  letztre  System  eine  sehr  einüsche 
Aoflösnng  zulasse;  nach  ihm  ist 

Benutzt  mau  andrerseits  die  Entwicklungen  von  S*  4.,  so  liefni 
die  Gleichsetzung  zweier  Coeffidenten  von  ibsf  und  ibst-i  nachstehende 
Beziehungen: 
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Diese  beiden  Bdattoneil  durch  blosse  Detenuinantentnuisfermt- 
tionen  herzustellen,  durfte  mit  bedeutenden  SchwierigkelteB  mhnn- 
den  sein. 

In  Worten  lässt  sich  das  £i:|[ebm8s  der  letzten  BetracbtoiigeB 
folgeudermasacn  als  Lehrsatz  resnmtren: 

Pie  beiden  Ausdrucke 
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können  als  Quotienten  zweier  ans  fthnlich  gebildeten 
trigonometrischen  Fnnctionen  xnaammengesetzten  De- 
terminanten vom  bezfiglich  (« — l)ten  nnd  nten  Grade 
dargestellt  werden,  nnd  zwar  besitzt  dieser  Quotient 
die  Eigenschaft  der  anmittelbaren  Transformirbarke  it 
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in  einen  ngliedrigen  Eettenbracli  r  sind  belie- 

bige gauze  positiTe  Zahlen  <^«. 

S)  Unferdinger,  Ueber  di«  AvIKtaang  dei  linearen  Sjstennt  von  Glei* 
ehnngen  s 

£  iCfSin — -j—j  =  knin  =  1,  2, ...  n), 

ArehW  d;  Matli.  «.  Phys.  56.  Band  S.  10&. 

3)  Qflntlier,  Beitrftge  «ir  Theorie  der  Kettenbrftdie,  Ibid.  6S.  Bnod. 
8.  890. 


Anmerknog.  Die  S  Indices»  welche  die  Sn.Sn  Blenente  o  nnterecbeiden, 
liesaen  sich  ana  Mangel  an  Eaan  nicht  sichtlich  trennen.  Michtsdeatowenlger 
wird  das  Leaon  keine  Sehwierigkdt  haben,  wenn  man  bloaa  beachtet,  daaa  dier 
erste  Iudex  dnrch  die  ganse  Horiaontalreihe,  der  aweite  durch  die  ganae  Ver- 
ticairrihe  gleichlanlend  hindurchgeht.   (D.  Red.). 
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XIV. 

Znm  Problem  des  dreifacli  orttiegoiialeii  Flftebeii^ysteiiis.  * 

Flilltt  Aitilnl.  FMiMiraiiff  TM  N.  IIL 

Von 

R.  Hoppe» 


12.  Fall,  wo  IX  linear  in    and  fi^y  aber  f^x  nicht  linear  in  ^  ist. 

Im  vorigen  Artikel  hatten  wir  angenommcu,  dass  n  nicht  linear 
init  und  sei.  Setzen  wir  jetzt  zur  Behandlang  des  restirenden 
Falles  0 

^0  Fanctioncn  von  w  sind)  dann  nehmen  die  Gl.  (124)  fol- 

gende einfachere  Gestalt  an: 

Ferner  lassen  sicli  nun  dio  Integrationen  (123)  (s.  d.  folgenden  Ab- 
kärzungen)  in  Aasführang  bringen»  and  man  findet: 

(yi+yirt»mA+y,g^cos^+ro 
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Führt  mau  diese  Werte  in  die  GL  (123)  ein  und  setzt  zur  Abkflmuig 

Lq  =  tii' sink -\-  ß'  sin  a  cos  k 

^  =-  (y«  +  >t)A)— ('So'-|-'^'u^'cosa)co8A-(V— ^/^'cü8a)8inA 
Ys  -  y'+yi'+2'o«'+^/3'8iii« 

SO  kommt:  (l^j 

Dies  verglichen  mit  (183)  giebt  4  Gleichungen,  zwischen  denen  wv 

9m  ...  . 

erst  ^  (jlmumreu  wollen.  Mau  erhiUt  so:  (lä6) 
du  dz 

(,H-,i»)i-i»^  gj-  -  ^-yi>+(A-yA+y.)<*-K^f-yi%+yiOft 

_         BfA  dit 

-9^-  Bk  ai'-^+yi^+y8+(^i+yiAV+(^»+y,Ae->',')*h 

— Z  -  C-y,Z)-yji'+(Ci-y,Z>,-y,0<»+(Ci-'y,Z>,)|4 
und  nach  DUfereutiation : 

g-(-ti+ftX>.+r.')|^+(-<%+r.A)(.+|J:)  ä 

3Z 

und  nach  Elimination  von  L  und  ^ : 

^-yD+(^i-yi>i+y,)^+(J,-y/>,+y/),», 

+ (C-  y,D  -  y/)  (^i,  _     +  (C,  -  y,Z),  -  y,')   (1  -  Mi) 
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-(Q-n.V)^+(D'(.+g)} 
A-rOi+n+(4,-vDt+n')  ((»+  ^) 

-(t4-ysA)(i*+|5)*-o 

Nach  der  letzten  Gldchung  ist  entweder 

f»  +  ^  —  IT  (Fonction  von  w  alkm)  (187) 

oder 

Mnltiplidrt  nutn  61.  (187)  mit  Bft  und  integrirt  bei  constantem  w, 
80  kommt: 

gegen  die  Bedingung  von  §.  12.  Es  bleibt  also  nur  der  letztere  Fall 
xa  betrachten,  in  welchem  die  3  übrigen  Gleichungen  sich  redndren  auf 

+  j^-yi>g+e~y^-(Ci-y,Z>i-y,0**J  f«i  =  0 

^+yi^+yo-y«'+^^i~y2  A-(<^'-y2^i0f*-(c,^'/,/^,---y,0i^  -  o 
^i-y^i+yo— yi  +  yiA+(^-y^+yi')f»-(Ci-~yi^i-yi')i»i 

+(^-yi>,  +  C-y,Z?)^  =  0 

Die  zweite  läset  Bich  nur  erfüllen  durch 

Ä+yi^+y3  =  0;    C-y,I>-yi'  =  Oi    6i-y,Z>i-y,' =  0 
Infolge  dessen  redndren  sich  die  Obiigen  auf 

^-yI?+Uj-yi>,+y'+ytO**+(^-yi>t+yiO#«i  =  0 
TeU  Lm  17 
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und  geben: 
Jetct  ist 


^f--yiA+yi'^  (188) 


Die  dritte  der  61.  (186)  lautet  jetet: 

iL  =  0  (188) 

und  Idennit  Bind  die  flbiigai  «ftinrff^Hft^  erAUt,  und  dadurch  die  4 
OL  (186)  Identisdi  geword^  so  daas  sie  simmtlieh  vertreten  nerden 
durch 

g^  +  |^/l'cOS«+Xo  -  D+D^^+DtH  (190) 
Aus  der  zweiten  Urgleichnng  (121) 

geht  durch  Einsetzung  eines  Spedalwerts  Ar  e  hervor:  <191) 

Oles  eiogafidirt  gieht< 

Setzung  eines  neuen  Specialwerts  fttr  v: 

*  -       ff + ^«  (*-  ^13 + (^«^ 

und  die  CMchoog  wird: 


dto 
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Ist  hier  der  Coefficient  des  vorletzten  Terms  nicht  constant  uoU,  so 
ergiebt  ein  neuer  Specialwert: 

i-*g-e+Gr.A  +  <?,^+0,g       ^  (196) 
Diffemtiirt  man  die  61.  (l'i'i)  (196),  so  kommt: 

und  nach  Eliioinatiou  voo 

(es+»Ok-J'i--n»)+(«i+:G'.A)  +  ^)  -  0 

Dies  wieder  düferentürt  giebt: 

ck  ^ 

ond  nach  Addition  von  (195): 

Deoijiach  führt  die  Annahme  auf  den  bereits  behandelten  Fall  eines 
in  h  quadratischen  k  zurück;  der  vorletzte  Coefficient  in  (194;  musB 
noll  sein.   Wäre  nun  der  letzte  nicht  nuU,  90  h^tte  mans 

a     J+JxK^^t  f  (196) 

und  nach  Integration: 

A  -  Jl+*r»+Ji  ^'  +  (197) 

Ffihrt  man  dies  in  (193)  ein,  so  ergiebt  aich      —  0,  und  i  ist 
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wiederam  quadratisch.  Es  bleiU  daher  nur  Übrig,  dass  alle  5  Coef- 
fidenten  in  (194)  nidl  sind.  So  erhalt  man  5  Gleichungen: 

-^6+^1-^8 -ö^lS»    -^6+^*^8  =  ö,|5 

(wo  die  Werte  der  G  aus  (194)  zu  entnehmen  sind).  Die  Werte  (123) 
der  A  gestalten  sich  uadi  EiulUhrung  der  Werte  (182)  und  (183), 
wenn  man 

setzt,  folgeudermasseu: 

l^+y/^i-*'+(yf*t-yi<*»)-^o}^ 

-     |C-yI>,+(y+yt<*5)-^ol  % 

-'•  =  -IQi-yA+(yi+yfi4)-^ol^       >  (i^) 

Dies  in  die  Torigen  ö  Gleichungen  (198)  eingeführt  giebt: 

(y«*i— y.  |tt3+i^)-^o  =       ö— ^— y/>i+Fl>,+»' 
(yilb+y+i^iMo  =  «^i  =  G^i-C+(y+Fa)J>, 
(yif*2+n— J^fMo--^i-— ö^t— Q  +  (y,-F,)2>,  ^  ^200) 
(f»t  +  ^8)-^o  =  «^5  ==  G^s  —  J^i+^s^t 

Iii  uttu  Aq  uicbt  coustant  uuU,  so  geben  die  2  letzten  Gleichungen: 

und  nach  Integration: 

 — -T —  ifuncuoa  von  w 

*'8**-r«'4 
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also  fix  linear  in  fi,  gegen  die  Yoraossetzong  des  Paragraphen.  Folg- 
Uch  ist 

-^0  =="  ö  oder 

— '«>»/^-^«Sl  (201) 

Jetzt  werden  die  61.  (200)  erfüllt  durch  J »  =  ...  —  0,  d.  L  nach 
Einsetzung  der  Werte  fOr  die  G  durch 

-Ci+yii>2--P2  {E^+Di)     )  (202) 

Die  zweite  Urgleichung  ist  jetzt  erfüllt;  es  hat  sich  keüie  neue  Be- 
stimmung für  f(  ergeben;  die  einzige  Bestimmung  bleibt  Gl.  (190). 

Fahrt  man  die  Werte  (18S)  (182^  in  die  erste  Urgleichung  (120) 
efaiy  so  mttssen  die  Coefficientffli  Yon  f*  nnd  f4,  so  wie  der  freie  Tenn 
einielii  ▼erschwinden,  und  man  erhslt  die  3  Gleichmigen: 


ab- 


setzt man  für  //,  fi^,  fl^,       die  Werte  (122),  darin  für  den 

Wert  (191)»  in  diesem  wieder  für  i^,  ...  die  Werte  (202),  ffthrt 
endlich  die  Werte  (188)  dn,  so  gehen  hei  Anwendung  ton  (189)  die 
8  Oleichimgea  (203)  Uber  in 

Der  Factor  nicht  constant  null  sein,  weil  sonst  X;  qua- 

dratisch hl  h  wäre;  folglieh  ist 
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£+/>-AA+Ay-0  (305) 

Jetzt  bleiben  zur  Beatunmimg  von  ife  die  2  Gl.  (191)  (193).  Letitero 
giebl  intesrirt: 

h^H^,     *i=~y*^  (306) 

Erstcre  geht  nach  SinfÜhnmg  dieses  Wcjrtes  und  der  Werte  (202) 
(188)  über  in 

wo 

-  yii>-yA+ys+(r^t-yt^-y/)Ä+()^Ot~yiZ>,+ri')^ 

gesetzt  ist  Dies  differentiirt  nach  h  giobt  vermöge  (206): 

Ist  nun  der  Coefticicnt  von  i-j  nicht  constaut  null,  so  ist  rational 
ijx  h.    Das  Intt^gral  (206)  kann  2  rationale  Formen  haben:  ist 
kein  Quadrat,  so  ist  k  der  Zähler  von  k^ ,  und  dieser  ist  zweiten 
Grades,  mithin  der  Fall  zu  verwerfen;  ist  hingegen 

fii-i(Ä-JO»  (208) 

so  findet  man: 
wo 

gesetzt  ist,  und  niclit  constant  null  sein  darf,  damit  k  nklit 
quadratisch  in  h  wird.  In  gleicher  Form  lässt  sich  entwickobs: 

J/o     (Ä— Jf"*"'» 

~  (A— Af)*"r^_^i-^t 
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und  Gl.  (207)  geht  fa>er  üi 

i       I     !^        I        1 V^^'  4-f\ 

^  Uä— -Ä^^  •)  13(A— Jkf)»^(A-if)»'^A-^'T"^«J 
+  (A-^fcf)«+A=^+'^« 

welche  Gleichung  unabhängig  von  h  zu  erfüllen  ist,  ao  da«  aicli  6 
BeUtionen  öigeben.  Hierzu  kommt  vermöge  (206): 

F.  —  Jf ;      F4  -  1  J#« 

and  man  findet: 


wo 


n  -  y— yi^+yt-jf;    y*  =  yo  — y'+yi 

 D^+D^M 

gMitrt  ilt,  die  GMeidiuiigen  ttr  die  (7  ketae  neue  Beetimmang  eat^ 
Uten,  lUn  kano  nun 

y««  yti  yt»  -ä'.  ^o.  ^» 

als  willkOrliche  Functionen  Ton  w  aaaehen;  dann  werden 

y»  J^f  ^9,  ^f.  ^4 
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durch  die  gefondsnen  Gtoidumgen  bestimmt^  und  maii  liat: 


Die  Gleichung  Df,  =  2M'  zeigt,  dass  //  =  M  eine  Lösung  der  GL 
(205)  ist   Das  vollständige  Integral  ist  daher  von  der  Form 

unter     eine  Function  von  u  verstanden.  Dies  eingeführt  giebt: 

wmiis: 

und  nach  Integration: 

wo  e     1  gesetzt  werden  kann.  Fahrt  man  den  Wert  (209)  fikr 
ein,  BQ  kommt: 

Die  Bestimmungen  von  X  und  enthalten  in  (2<)1)  und  (190),  sind 
ganz  ebenso  wie  in  §.  6.  Gl.  (85)  und  (8H)  *),  welche  nach  Substitu- 
tion von  —Dt  Dl,  — X>t  bzhw.  fUr  ^s,  ^i,  in  die  gegenwärtigen 
Gleichungen  Übergehen. 

au 

Die  vorstehende  Lösung  ergab  sich,  wenn  —  nicht  con- 
atant  null  sein  sollte.  Dieser  Bedingung  widerspricht  auch  jiQZ^O 


m 

du 

Ist  alsdann  Aj—E^^  nicht  constant  null,  so  erh&lt  man  durch 

Einsetzung  eines  Spedalwerts  ftr  «  in  (192)  die  GL  (195),  und  GL 
(192)  geht  Aber  in 


*)  Gl.  (S8)  ibt  in  den  beiden  IcUtcn  Teroicu  auf  Seite  257.  nach  Seite  266. 
zu  berichtigen. 
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+         +  G,^,  -        +  a'3i^3)  1^  j  1^  «  0 

Wftre  der  Goeffideiit  des  letzten  Terms  nicbt  constant  null,  so  wftre 
^  quadratische,  also  k  kubische  ganze  Function  von  A,  nach  deren 

Einsetzung  in  (193)  sioh  jedoch  zeigt,  dass  der  Coeffident  von  ft' 
anQ  sein  mnss.  Es  bleibt  daher  nur  ttbrig,  dass  alle  4  Coeffidenten 
yenehirinden,  und  man  hat: 

A+OiA,  =  {E,  +  G^E^)^£ 


Jetst  ist 


Ao  =  D,+E^ 

Führt  man  also  die  Werte  (199)  für  ^4,  A^ ...  ein,  so  ergiebt  sich: 

E  +G  (E,--D,)-B+x'-yD,  =  (D,+E.O{ir  +  (^llh~yiH\ 
^'1  +  (^1  (^ä  -      -  C+  yD,  =  (D,  +  E,)  { y + ^iM. + y.f*3 1 

^+G^i(^--D,)+qi-yA  -  (X>f+-e4){-yi+(6?,-y,)<*,t 

Wäre  nun  nicht  D^-\-E^  constant  null,  so  ^värc  nach  der  letzten 
Gleichung  fi.^  linear  in  also,  wie  iin  vorigen  P'alle  gezeigt,  fi^  liuear 
in  |4.   Anderaüalis  sind  dio  4t  linken  Seiten  null,  und  man  iiat : 

E^+G^{E^-D,)  +  y  D^-Y^D  -y/  =  0  • 

E^-\-G^{E^~D,)-\-y^D,-Yj)^+Yi  >  (213) 

^+ö,(£,— i^i)— «  0 

Differontiirt  mau  Gl.  (191)  nach  A,  Gl.  (195)  nach  u;,  und  eliminirt 
öw'  ^  erhält  man: 
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K+K^h+E^  j  +  iE^+E^h)k+  ^E^- E^h "  ^kj)^ 

tf'+6?/A+(?,'^  +  ö,'g  (214) 
Gl.        euuseln  düiforaitUrt  <md  integrirt  giebt  bihw.; 


*  (G,+h)J        (c^^^).      8*  (216) 

WÄre  letsEterer  Ausdruck  rational,  so  wäre  k  quadratisch  in  A,  folg- 
lich miiB8  er  einen  Logarithmus  cnthaltou,  und  Gl.  (214)  kaun  nur 
ecfUlt  werden,  wenn  der  Cocfficient  von  ^•,  uacji  Reduction  des  Diffe- 
rentUUqiiotienten,  Yerschwiudet.  Dies  giebt  : 

£5  —  E^h  —  — 
t^+E^h-{  (<?»+A)£4  =  0  oder 

(^i  -  G^E^)  e,  +  ^  -      -  E,fi  (c?.  +  ^)  -  0 

woFUi: 

£4  -  Oi     E^^  Öa' — JEi(?t  (2ie) 
Hiernach  rediidrt  aich  Gl.  (214)  luif 

woram  zimAcfast: 

=  0  (217) 

infolge  dessen  sweitens: 

integrirt: 

ai-O^&s+c  (218) 
und  info^  dessen  drittens: 

E-E^Q^+E^O+  {GtO^+c){0^''^B^G^)--G*  « 0  (219) 

Ffihrt  man  die  ans  (216)  (217)  (219)  (218)  messenden  Werte  von 
E^,  £5,  E^,  E,  Gl  ia       Gl.  (213)  in  der  Reihenfolge  5,  3,  4,  2,  i 
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ein,  berfIdcBieiitigt  jedemial  di«  nmigefiuidflM  Werte,  niaHch  Ton 
■o  erhalt  man: 

^  I  [^0 + (yi  -     -      J  ^4 1 + G^^y/  =  0 

Es  bleibeti  demnaek  wUIkarUch 

öo»  öj,  04,  y,  yj,  J% 

wenn  wir  die  letzte  Gleichung  durch      erfüllen  lassen.  Jetzt  gehen 

die  Gl.  (212)  (IdO)  über  in 

£r8ter6  giebt  integrirt: 

2  =  «!+«^;   d»!  —  eosad/};  «i  Function  von  «  (290) 
Infolge  dessen  wird  letztere: 

-|-/''tim«coe(«i+Wk)  —  0 

und  nach  Integration: 

<?»)=s.«i— IKcOBc»!— ITiBinifj  (221) 

d.anasinivi 

dW-^  Ö^Csiniciaa+tgaasinioi)  —   gjjjj — 

8iK,— <?4(co8wia«+tg«aco»w4)  -  gi^'*^^^ 

Die  erste  Urgleichoag  aerftlH,  wie  vorher  in  die  Gl.  (203), 
welche  anch  bei  Einsetzung  der  neuen  Werte  für  die  und  E  in 
die  GL  (20i)  flbergehen.  Paher  ist 

^^(£^±£^^0    oder  ^J^'-^^^^O  , 
integrirt: 

(»2) 
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Führt  man  die  Integratioii  (215)  ans,  bo  kommt: 

also  nach  EinfOliraiig  des  Wertes  (222)  von  h: 

*  -  ^ — 2- ^ 

Durch  Differentiation  findet  man: 

 ^«1-^-^10«^ 

Alle  ttbrigen  GiöBseii  sind  in  den  gefimdenen  bereits  entwicMt 
daigestellt 

Wir  haben  drittens  den  Fall  zu  untersuchen,  wo 

dagegen  der  Coefficient  des  letzten  Tonns  iii  (101)  nicht  constaut 
null  ist.  Uier  erhält  man  sogleich  die  Gl.  (196)  (197)  und  nach  Ein- 
führung des  Wertes  von  k  in  (191): 

Dk  J(  nicht  Boll  aein  darf,  ao  iat  zunächst 

=  0  (224/ 

demnach  weiter 

J'  - 

—  Ajj  — 

Femer  wird  jetzt  mit  Anwendmig  von  (223)  (224)  nach  (123) 
folgUch 
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Vermöge  dieser  Werte  gestalten  aich  die  Ausdrucke  (199)  foigender- 
massen: 

du  Bn 
and  die  sweite  Urgteiehong  (121)  wird 

woraos: 

Hier  können  D^^  y^,  y«,  y«,  ^  willkOrÜch  sein«  dann  kann  man 
die  Gleichongen  Ton  der  letzten  *anftngend  anooeaalve  erfüllen  dnrch 

Nach  Einsetzung  der  gefundeuen  Werte  gehen  die  Gl.  (203) 
wieder  in  die  Gl.  (204)  Uber,  nur  dass  zur  Bechten  der  ersten  der 
Tenn 

tdnznkomint,  welcher  infolge  der  beiden  andern  nnll  sdn  mnaa.  Diea 
iflt  nur  mfiglich  ftr 

Man  bat  also: 

=»0;       «=  c  —  const 

Setzt  man 

so  wird 

•  A^-uo+Wo  (225) 
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Ferner  ist  jetzt 

•^0  —  — /Xa^— V  — ^«-o* 
daher  nach  EinfilhniDg  in  (197) 

(226) 

ferner  wegen  ^  =  0;  — 

gj^-/J  C08« 

d»  du 

+  Ji/3'co8«+o'8in  A+/3'8in«€Oiil i>  s=»  — if^' 

£rstere  Gleichung  giebt  integnrt: 

X  =    +  »rj  ;    cJiTj  ».  COB  aBß  (227) 

infolge  dessen  letztere: 

=       w'ü— WcGst?!—  Jf^Binoj  (22^ 

wo 

W  -/(sinir,a«+C0Btr,8in«a^)=  /^^ifi^^Ä«) 

,/  cot« 

geeetet  ist 

18.  Fallt  wo  IV  ind     ttnewr  In  /•  Bind. 

Ist  fi^  linear  in  fi,  so  ist  ft  von  der  Form 

1»  —  doosA-j-'^iSinA+^i  (229) 
und  IS  hat  dieselbe  Form 

»  —  f  (d  cos  A + sin  A)       •  (230) 

wo  d,  dj,  dg,  f,     Functionen  von  w  sind.  Hier  wird 

Bit  dft 
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daher 

iff— /S^  +  fCOsA;    T=TQ+iBblX  (231) 

Naeh  F^nftiKiniig  dieser  Werte  in  (123)  erhalten  aimmtliche  ^  die- 
lelbe  Form;  znnftchst  ist 

^^  —  i^cosl+^iSinX+a,'  ) 
wo  die  Coeifidenten  sich  snocessive  bestimmen  dnrch 

J  —  d'+^i/S'cosa-j-jS'smo 
JBi  =  lI— «'di+fV 

DtBIgemlis  nimmt  aneh  die  erste  Uri^mdiiing  (120)  die  Form  an: 

irorans:  _  _      ^  ^ 

A  — 0;  i2i»0}  Aa=:0 

das  Ist: 

(H,+^,d,-f  i/a£)5+Ä;zf+|  ^4-*^+54  0 

Yermfige  der  beiden  ersten  Gleichungen  würde  k  quadratisch  in  A 
sein«  wenn  nicht  die  OoefÜclenten  der  homologen  4  letzten  Tenne 
proporttonal  d:dt  wftren:  Sei  also 
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dann  fallen  beide  Gleichungen  in  die  neue  zusammen: 

^+BA+^t'+i»»%  +  |*«^B+Aw4+»6  -  0  (234) 
und  die  OL  (232)  reduciren  sich  auf 

A  =»      (f*  —  ^jj)  -f-  Jl^ ;         =      (fi  —  dg)  +  Ä 

woraus  dann  w^ter: 

^4  -  (Ä-«'— Mi«j+ii>ii%)  g^+(eA— «*«)^8 

du 

^  «.  —  —  £^8 

Die  zweite  Urgleichung  (121)  hat  jetzt  die  Form: 

»'-E)n+«'-*-« 


( 


Würaus: 


^  ^  W+4^W,  (236) 


und  zwar  unabhängig  von     oder  es  ist  zugleich 

^g-d^  (237) 

Die  entwickelten  Werte  sind: 

WO  zur  Abkttrzuug 

*i     ^iH"^»  ''^i     ^0 — iV 
gesetzt  ist  Setzt  man  nach  deren  EinüBhmng  in  (236)  den  daraiu 

erhaltenen  Wert  von  ^  nebst  seiner  Ableitung  in  die  OL  (233) 
(234),  80  lassen  sich  diese  in  folgender  Anordanng  schreiben: 
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Beide  werden  allein  befriedigt  durch 

g^-«-iAi+^K - hh')  -  0  (238) 

denn  jeder  der  2  Coefficieuteu  dieses  Factors  null  gesetzt  würde  ein 
in  h  qaadiatiäclics  k  ergeben.   Setzt  uiau  zur  Integration 

tf'— w,ff+^(wi— Jtf«)  —  0 

indem 4pan  <y  als  willkürliche  Function  von  m  ansieht,  und  die  Glei- 
chung durch  ^,  iTj  oder  tr^  crlOllt,  so  ist  das  vollständige  Integral 
von  (238): 

*  — +^-«1  (23«) 

WO  Uq  wiUkfirliche  Function  von  «,  und 

logflb— /(ic,+^tf)aw;  «0  =  — i/^Oba»  (240) 

ist  Die  Function  k  wird  aliein  durch  die  Gl.  (236)  bestimmt,  welche 
die  Form  hat: 


und  zwar  ist 

Nach  (288)  aber  hat  nuin: 

 2"  Kr 

daher  kann  man  die  Gleichung  auch  schreiben: 

(ticonst)  =  (iC|+<^Ai)*+*a+^|Ai+^t  Y  (241) 
Femer  ist  nach  (240) 

irt+^a=:^;   *di>  — — 2iro' 

folgUch  nach  (239) 

T»0  LTn.  18 
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and,  bei  constantem  «  integrirt, 
Deomadi  giebt  die  Integratioii  von  (241): 

V 

'  -         {«.+/(-.+".)•  ^] 


oder  entwickelt: 


wo 


— ;j — ^ 

y  2^0100+ »1  (2<riCo+ tfo)+^«  (tfiro+  ffp)  ff 

Zur  Beitbnmimg  von  i  hat  man  nadi  (2S7): 

jjj  e=  P'cosa4-^( — Äsinil+djCOsiL) 
oder  iu  rationaler  Fonn  gewshriebeii: 

Zur  Integration  setze  man: 
dt 

jjj  —  /J'co8«+^(— Äsini+dicosf) 

betrachte  r  als  willkürliche  Fiiiictio&  von  fr,  und  erfülle  die  Gleichung 
durch     d^,  ^,  ß  oder     dann  ist  das  ToUstiUidige  Integral: 

wo  «0  willkttrliche  Fanction  von  v,  nnd 
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»0  —  —  i/r,  (cosad/J — ^d|dw) 

ist  Hiennit  smd  die  gesachten  Fimctioneii  sämmtUch  in  entwickelter 
Pono  bestinunt. 

£a  bleibt  noob  der  FaU  ra  imteniidieii,  wo  Ql  (386)  dnMh 

erfallt  wird,  also  l  onbesünunt  bleibt  Zur  AbkOrzong  sei 
dann  wird    durch  die  2  Gleicbongen  bestimmt: 

Bk 

Letztere  Usst  sich  schreiben: 

und  giebt  integrirt: 

— nri  '     Function  von  u> 

Der  betrachtete  Fall  cutspricht  also  nur  einem  in  A  quadratischen  k: 


Um  die  Ergebnisse  znsammensastellen,  so  hat  sich  die  Aufgabe, 
sftmmtliGhe  dreifoch  orthogonale  FlSchensysteme  zn  finden^  deren  dne 
Schar  so  einem  ebenen  System  von  Geraden  und  parallelen  Tn^ee- 
toxien  gehört,  fai  folgende  FftOe  get^t 

L  Ist  A;  quadratisclio  Function  von  ä,  so  werden  nach  einander 
1»,  X,  n  dnrch  je  eine  Diflferentialgleichnng  bestimmt,  während  h  sich 
entwickelt  darstellt  (s.  §.  6.).  Für  unveränderte  Lage  des  ^teiyis 
der  XifftH  im  Baome  ist  in  f.  7.  die  ToUstftndige  Lösong  gegeben. 

II.  Ist  TT  nicht  linear  in  fi,  fi„  und  ist  kubische  Function  von 
/«,  so  ergiebt  sich  in  §.  10.  die  entwickelte  allgemeiuc  Lösung. 

nL  Ist  ff  nicht  linear  in  ii,  f4,  und  ist  k  nicht  quadratisch 
oder  kubisch  in    so  lassen  sich  k  und  h  entwicimlt  in  u  darsteUm; 

18» 


Digitized  by  Google 


276    Boppt:  Zum  ftM^m      dr»U9dk  wAogonalm  FlMeheM^tteau, 

dagegen  sind  i,  ii,  »  dtirdi  je  eine  partieDd  Differentialgleiehiiig 
bestimmt,  deren  LOsnng  ni^cht  gefimden  ist;  für  den  besondern  FbU 
X>2  0  ist  dieselbe  in  f.  11.  entwickelt  Bie  (Heichnngen  iBr  1,  (s 
n  stimmen  mit  denen  im  Fall  I.  bis  anf  einen  Pnnkt,  in  welcliem 
sie  spedeller  sind,  überein. 

IV.  Ist  n  linear  m  fc,  fCi,  aber  fi^  nicht  linear  in  ft,  so  teilt 
sich  die  Untersuchung  wieder,  je  nachdem  von  2  Relationen  zwischen 
den  von  v  a])hängigen  Coefiicienten  der  zweiten  Urgleichung  keine, 
eine  oder  beide  bestehen:  im  ersten  Falle  bestimmen  sich  fi  und  l 
ide  in  L,  in  den  übrigen  werden  diese,  nnd  in  allen  3  FiUen 
h  nnd  k  vollstftndig  entwickelt  (s.  §.  12.). 

y.  Sind  ftj  und  n  linear  in  fi,  so  ergiebt  sich  in  §.  13.  eine 
entwickelte  Lösung. 
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XV. 

Die  Küstenentwfekeluiig,  ein  mathematischer  Beitrai^ 
zur  vergleichenden  Erdkunde. 

Von 

Siegmund  Günther. 


§.  1.  Der  Begriff  der  Küsteueiitwickelung  wurde  mit  Bcwusst- 
seiu  zuerst  von  Carl  Ritter  in  die  geographische  Wissenschaft  ein- 
geführt. Derselbe  liat,  wie  PescheP)  anmerkt,  „viel  Gewicht  darauf 
gelernt,  die  grössere  oder  geringere  Gliederung  der  Festlande  dadurch 
zu  bcstimmeu,  dass  er  ihre  Küstenausdehuung  mit  ihrem  Länderraum 
verglich ,  . . .  um  die  Verschiedenheit  der  Gestaltungen  fühlbar  zu 
machen  und  um  zu  zeigen,  wie  eine  höhere  Gliederung  der  F»  ^^tlaude 
günstig,  eine  geringere  ungünstig  auf  die  Eutwickelung  ihrer  Be- 
wohner gewirkt  hat."  Sein  hierauf  gebautes  System  bezeichnete 
Ritter  als  „vorgleichendo  Geographie",  und  wenn  auch  die  neuere 
Wissenschaft  mit  letztrem  Titel  ein  etwas  abweichendes  Wissens- 
gebiet, nämlich  die  Iiehre  von  den  durch  die  Naturkräfto  bedingten 
Gestaltäaderongenr  der  Erdoberfläche,  bezeichnet,  so  glaubten  wir 
doch  hier  an  der  nn^rttogUchea  Bedeutung  des  Wortes  festhalteu 
zu  Bollen. 

liitter's  Anschauung  lässt  sich  am  besten  durcii  die  Werlo 
charakterisireu ,  mit  welchen  er  in  seinem  geographischen  Haupt- 
werke^) die  Topographie  von  Afrika  beginnt.  „Da  nun  in  Afrika, 
als  feste  Form,  dem  Continente  (xor'  ^^ojrijv),  auch  gleichermassen 
in  der  Küsteubegrenzung  die  einfachste  Form  liegt,  wie  in  der  gleich- 
mässigen  Verteilung  des  Hoch-  und  Platt-Landes  und  in  der  geringem 
Ungleichartigkeit  ihrer  Oberflächen,  und  darum  auch,  nach  allen  übri- 
gen Kichtimgen  hin,  dieselbe  Einförmigkeit  in  der  Natur  bedingt  ist: 
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90  eröffnet  dieser  Erdteil  mit  Recht  die  Reihe  der  Betrachtungen, 
welche  der  ludividualitüt  der  Erdteile  gewidmet  IbI^'  In  diesem  Satie 
ist  bereits  implicite  die  Wahrheit  enthalten,  dass  zur  gaiaaen  Kennt- 
ni»  der  Continentalgliedemng  die  blosse  Zahl 

L 
F* 

unter  L  die  Kastenlänge,  unter  F  den  Flächeninhalt  vcrsUiuden,  nicht 
hinreiche,  insofern  dieselbe  bei  den  verschiedcusteu  Formen  gleich- 
wohl den  nämlichen  Wert  annehmen  kann.  Indes  ist  Ritter  über 
diese  primitive  Bestimmungswoise  nicht  hiuausgcgaugen. 

))  Fcschel,  Noue  Frobleme  der  Tei^gloichenden  Brdkiinde,  Leipsig 
1870.  S.  2. 

2)  C.  Ritter,  Die  Erdkunde  im  Vciliilltnisg  zur  Natur  und  zur  Geschichte 
des  Menschen,  oder  allgemeine,  vergleicbeade  Geographie,  1.  Theil,  1.  Buch, 
Berliu  1822.  S.  12. 

§.  2.  Erst  lange  Zeit  nachher  begann  man  das  völlig  Unzu- 
reichende der  Ritt  er 'sehen  Verhältnisszahl  zu  erkennen.  Der  erste 
Angriff  auf  dieselbe  rührt  von  Keber  her,  welcher  zwei  wichtige 
Gegengründo  geltend  machte  einen  rein  mathematisrh-lop:ischc!i  und 
einen  mehr  sachlichen.  Er  wies  darauf  hin,  dass  es  uimioglich  sei, 
lineare  mit  Flächen -Grosscu  zu  vergleichen,  ging  jedoch  noch 
weiter  und  wies  nach,  dass  auch  der  allenfallsige  aus  dem  früheren 
Berechnungsmodus  resultirende  Nutzen  dadurch  völlig  illusorisch  werde, 
dass  (  bt-n  eine  geometrische  Figur  durch  Inhalt  und  Umfang  noch 
nicht  völlig  bestimmt  sei.  Ohne  vorerst  eine  Verbesserung  vorzu- 
schlagen, begnügte  er  sich  damit,  die  Unhaltbarkeit  des  Bestehenden 
dtti^ctan  zu  haben,  forderte  jedoch  zu  Verbesseruugsvorsehlägen  auf. 

Diesem  Vorschlage  kamen  bald  verschiedene  Gelehrte  nach.  Be- 
sonders acceptabel  erscheint  die  Idee  von  fi othe^),  dem  Ritter- 
schen  Quotienten  den  folgenden 

L 

Vf 

tVL  snbBtitiiren.  Zur  hesseren  Yerglädiinig  beider  Methoden  hat 
H.  J.  Klein  ^)  eine  Tftfel  gegeben,  deren  erste  Golnnme  nach' Bit- 
ter, die  zweite  nach  Bothe  beredmet  ist  Man  hat  so  eine  Xeüe 
Kflsteuentwickelimg  bei 

Enropa  auf  87;  10,750, 

Asien  *  ,,105;  8,555, 

Afrika    >       „163;  4,816, 

Noid-Amerika  „    60;  10,423,  f 

Süd-Amerika    „    94;  G,001, 

Australien       „    78;  5,114 
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Der  Anblick  dieser  ZusammcnstclluDg  lehrt,  dass  die  zweite 
Columno  bei  weitem  befriedigendere  Resoltate  ergiebt,  als  die  erste. 
Wenn  aber  auch  durch  Bothe' 8  Festsetzung  der  erste  von  den  Ein- 
wUrfen  Keber's  beseitigt  ist,  so  besteht  doch  der  andre  in  nnge- 
achwftchter  Kraft  fort,  nnd  wenn  der  Erfinder  (a.  a.  0.)  sagt:  „Mit 
der  EfaiAhrong  dieses  Quotienten  in  die  Geographie  wären  alle  die 
Schwierigkeiten  besiegt,  auf  wdche  Dr.  Keber  hindeutet;  jeder  so 
erhaltene  Wert  stellt  die  Grenz-,  lesp.  Kttsten-Entwickelung  als  eine 
wahrhaft  wissenschaftliche^  ftlr  alle  Masssysteme  gOltige  Zahl  dar**, 
io  stehen  d^  noch  grosse  Bedenken  entgegen,  wie  weiter  unten  ans- 
ftlhrlich  gezeigt  werden  solL 

Mit  Bothe's  Vorschlagen  kommen  diejonigou  zweier  andrer 
Mathematiker  nahe  übereiu.  Nach  Schumann  soll  mau  die 
Küstencutwickelung  als  das  Verhältuiss  der  Küstenläogo  eines  Landes 
m  dem  Umfang  eines  Kreises  von  gleichem  Flacheninhalt  auffassen^ 
so  dass  hiemach  die  Küstenentwickelung 

*  VF» 

sein  würde.  Diese  Anschauung  von  der  Sache  ist  bereits  früher  von 
Kl  öden')  mit  den  Worten  ausgesprochen  worden:  „Ein  Kreis, 
welcher  denselben  Flächeninhalt  wie  eins  der  Contiuente  hat,  würde 
den  kleinsten  möglichen  Umfang  für  dasselbe  Areal  abgeben.''  Beiläutig 
sei  bemerkt,  dass  der  nämliche  Gelehrte  ^)  noch  eine  andre  Auffassung 
von  der  Lösung  unsres  Problemes  hatte;  er  meint  nämlich,  das  Areal- 
verhältniss  der  Glieder  (Halbinseln  und  Landzungen)  eines  Continonts 
zum  letztren  selbst  könne  ebenfalls  als  Mass  der  Küstenentwickelung 
betrachtet  werden.  Dies  ist  an  und  für  sieb  nicht  unrichtig,  würde 
aber  zu  einer  genauen  mathematischen  Fizimng  der  Grösse  k  nicht 
ansreichen. 

Schliesslich  wäre  auch  der  Meinung  von  Steinhäuser'^)  Er- 
wähnung zu  tun.  „Herr  Steinhäuser  schlägt  vor,  die  Küsten- 
umfänge  in  (Quadrate  zu  verwandeln,  um  Uiedurch  homogene  Ver- 
hä.ltuisszahlen  zu  gewinnen,  welche  unter  sich  austaudslos  verglichen 
werden  köimen.^  Im  zufolge  müsste 

sein.  Wie  man  sieht,  stimmen  Bothe,  Schumann  und  Stein- 
hauser principiell  ttberein. 

3)  KK'bci-,  Flä  hcuinhah  und  Ka*t4Milani,'e :  ein  stehender  Missbrauch 
beim  Vergleich  derselben  durch  Zablcn-Angabcn,  Pctcrmann's  geographmcho 
Mjtthcilungvn,  Jahrgang  1S63.  S.  309. 


Digitized  by  Google 


2B0      Günther:  Die  KiiaUMnlwidcebu^f  ein  matkmatUeher  Beitrag 


4)  Bothc,  Ucbcr  die  Beziehungen  zwischen  Fl&cbcmnUalt  und  Grens- 
lÄnge  der  Gicnzländer,  ibid.  Jahr^'.  1863.  S.  406. 

5)  H.  J.  Klein,  rupulaio  a&tronom.  Encyclop&die,  Berlin  1871.  S.  127« 

6)  Bothe,  S.  406. 

7)  KlOdon,  Handbuch  der  physischen  Geographie,  Beilin  1859.  S.  7S. 

8)  Ibid.  S.  74.  . 

9)  Bothe,  8.  40e. 

f.  3.  Dass  die  Terschiedenen  zur  Verbesseniiig  der  Ritter'schea 
Metho'de  in  Yonchlag  gebrachten  Bestinmiuugsweisen  sämmtlich  nur 
den  Einen  der  von  Keher  angemerkten  Punkte  berfldcsichtigeu,  hat 
letztrer*^)  in  einer  Erwiederung  energisch  betont  Durch  Zerlegung 
einer  einfachen  geometrischen  Figur  weist  derselbe  nach,  dass,  wenn 
man  nur  dem  Worte  Küstenentwickelung  den  richtigen  geopraphisch- 
historiscben  Sinn  unterlegt,  auch  bei  Anwcuduu;,'  des  Botho' scheu 
Quotienten  sich  Uugereinitheitt'u  ergeben  können.  Dvin  \üu  Kt'l>t-r 
gegebenen  Beispiele  möchten  wir  noch  das  uachstchuude  auscheineud 
besonders  prägnante  zur  Seite  steilen. 

Construiren  wir  die  durch  die  beiden  Gleichungen 

X  =  2cüS9)+2cos  jip, 
y     2auktp — 28in|9 

charaktfribirte  liypocyklüide,  so  stellt  sich  dieselbf  dar  als  eine  aus 
fünf  congrueuten  und  in  Einem  l'iiiiktL-  zusammenlaulcuden  Blättern 
bestehende  Curve,  so  dass  sich  nho  uüonbar  für  das  von  der  Ciirve 
unischlossnt;  Flächenstück  eine  äusserst  günstige  Küsteneutwickolung 
ergiebt  Nun  hat  Du  rege")  die  interessante  Bemerkung  gemacht, 
dass  eine  Ellipse,  welche  die  beiden  Strecken 


bezüglich  zur  grossen  und  kleinen  Axe  hat,  sowohl  an  Flächeninhalt, 
wie  auch  an  Umfang  mit  jener  steraförmigen  Hyi)oc\  kleide  überein- 
stimmt, und  wir  müssten  sonach  beiden  Figuren  die  nämliche  ]£fisten- 
cntwickelung  zuteilen.  Ein  Blick  auf  Fig.  3.  tiberzeugt  uns  Ton  der 
g&nzlichcn  Unbrauchbarkeit  des  Ausdruckes 

L 

VF 

in  diesem  Specialfalle. 

Einen  berichtigenden,  jedoch  die  uns  hier  haui>tbachiieL  mtor- 
essirende  l''ra;.,T  ebenfalls  iiicliL  beaehteudcu  Zusatz  zur  Sc  hu  mau  n- 
Bothc'  sehen  Methode  hat  S  c  h  u  1 1  z  c  ^  -)  geliefert.   Insofern  uamlich 
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beim  Vorschlage  des  Ersteren  von  einem  Kreise  die  Bede  war,  lag 
stilisch weigeud  die  Yoraussetzang  einer  ebenen  Figiir  zu  Grunde; 
Schul tze  führt  die  analoge  Bestimmung  fta  die  Kngelfläche  durch 
und  findet  so,  anter  E  den  Oberflftcheninhalt  der  ganzen  Erde  ver- 
standen, 


Mit  Recht  wird  bemerkt,  dass  bei  Untersuchung  von  Ländercomplexen, 

F 

oder  gar  vou  Erdteileu,  der  Bruch      nicht  als  verschwindend  klein 

betraditet  werden  dflrfe.  Indess  betrifft  dies  nur  eine  untergeordnete 
Correction. 

Dagegen  bat  die  Kritik  von  v.  Proudzyn ski  ^•^)  dcu  Nerv  der 
Sache  richti}?  getrotlen,  insofern  als  derselbe  betont,  dass  ans  der 
blossen  Kenntniss  von  l  nifang  und  Inhalt  sich  noch  gar  kein  richti- 
ges Urteil  über  die  Gesaninit- Kustenentvvickelung  ge  winnen  lasse. 
Freilich  urteilt  dei-selbe  /.u  pessimistisch,  da  aus  seiner  Abhandlung 
deutlich  hervorgeht,  wie  er  eine  mathematisch  -  richtige  Berücksich- 
tigung der  so  sehr  verschiedenen  gestaltlichen  Verhältnisse  eines  Lan- 
des für  unmöglich  halte.  Kr  verUi.^st  also  die  Bothe'sche  Verhült- 
nisszahl  als  solche  ganz  und  gar  und  schlägt  vor  „bei  Zusammen- 
stellungen über  Küstenentwickelung  gar  nicht  derartige  Angaben  zu 
machen,  sondern  den  Quotienten  für  irgend  ein  bestimmtes  Land, 
etwa  Europa,  auf  Eins  zu  redm  ireu  und  die  Küstenentwickelunz  aller 
andren  Länder  dann  als  Teile  oder  vielfache  dieser  Einheit  anzugeben.'^ 
Dieser  Vorschlag  ist  an  sich  gewiss  beachtenswert ;  wir  werden  aber 
im  Folgenden  zu  zeigen  suchen,  dass  sich  eine  Grösse  fi  derart  finden 
lasst,  um 


mit  allem  Jßcchto  setzen  zu  können. 

Erwähnt  möge  noch  werden,  dass  Bothe'^)  gegen  Eeber's 
zweite  iUrbeitVerwahrong  eingelegt  nnd  dabei  besonders  henroigehoben 
hat,  dass  er  seinen  Satz:  „AehnlSche  Figuren  ergeben  dieselbe  Ent- 
wickelungs-Gonstante**  dnrchans  nicht  als  einen  nmkehrbaren  habe 
betrachtet  wissen  wollen.  In  der  Tat  ergiebt  sich,  wenn  man  an 
diesen  Ausspruch  die  bekannten  Kriterien  der  Umkehrbarkeit  an- 
legt, sofort  die  Unmöglichkeit  einer  solchen.  Hier  ist  also  Bot  he 
im  Hechte,  wenn  er  jedoch  sich  dahin  vernehmen  lässt,  die  Auffindung 
eines  ähnlichen  aber  umkehrbaren  Thcorcmes  sei  absolut  unmöglich, 


L 
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SO  werden  die  oachsteheiuleii  Zeilen  sor  Widerlegung  dieaer  An&icht 
dienen. 

10)  Dr.  Keb«r't  Etniraad  gej^en  Dr.  Bothe'f  VorMhUg«.  Yo^*' 
nann't  geogr.  Mittheil.  Jshrg.  1864.  8.  91. 

11)  Diir^ge,  Heber  eine  beiondere  Art  cydieclier  Cnnren,  Zeilicibr.  Dir 
Mmth.  V»  Pbji.  J«livg..l8M.  8.  S16. 

IS)  Dr.  Keber'e  Eiowand  etc.,  S.  «S. 

13)  Lieat.  y.  Prondsyneki'e  BrOrteniag  und  VorechUig,  Ibid.  Jahig. 

1864.  S.  92. 

14)  Bothe,  Flachcninlmlt  uiiJ  GrcntUnge.  Sitte  Erwiedemog  auf  erb«- 

bene  Bedenkon,  Ibid.  Jahrg.  I8fi4.  S,  232. 

15)  Günther,  Ueber  einige  Auwcndun^cn  untl  Erweitcrunfion  des  Uaii- 
ber'scbea  Theorems,  Archiv  d.  Math.  u.  Th/s.,  56.  Band.  &  26. 

§.  4.  Wir  haben  bereits  im  Vorigeu  gesehen,  dass  es  durchaus 
nicht  angeht,  den  Begriflf  der  Küsteuentwickeluug  einzig  mit  Hnlfe 
von  Inhalt  uud  Umfang  zu  formuliren,  dass  es  vielmehr  sich  als  un- 
abweisbare Notwendigkeit  herausstellt,  auch  die  Verschiedenheit  der 
gestaltlichcn  Verhältnisse  mit  in  Rechnung  zu  ziehen.  Wie  aber  kann 
diese  Verschiedenheit  mathematisch  formulirt  werden.  Um  hierüber 
zur  Klarheit  zu  gelangen,  ist  es  erforderlich,  die  eigentliche  Bedea* 
tung  jenes  Wortes  einer  eingehenden  Analyse  zu  unterziehen. 

Die  Eflstenentwidcelung  ist  um  so  bedeutender,  je  energischere 
Eingriffe  das  Wasser  in  das  Land  gemacht  hat  Offenbar  kommt  abo 
nicht  allein  der  Flächeninhalt  des  betrachteten  Landes  in  Betracht, 
fondem  auch  der  Flächeninhalt,  welchen  die  durch  Wasser  erfüllten 
Küsteneinschnitte  zusammen  ergeben.  Da  aber  diese  Wasserzungeu 
nicht  abgeschlossen  sind,  sondoru  mit  dem  Weltmeer  zusammen- 
hängen, so  muss  irgend  ein  Abschluss  liorbeigeführt  werden,  und  um 
diesen  zu  erhalten,  genügt  die  Bemerkung,  dass  bei  kleiner  werden- 
dem Umfang  die  Küsteneutwickeluug  zunimmt.  Mit  Kücksicht  auf 
diese  Betrachtungen  stellen  wir  dann  folgendes  fest: 

Um  die  Kastenentwickelnng  einer  beliebig  gestalte- 
teten  Figur  zu  erhalten«  beschreibe  man  um  dieselbe 
eine  andere,  deren  Perimeter  aus  geraden  Linien  (be* 
lAglich  grössten  Kreisen)  sasammeagesetst  ist  Dies 
geschieht,  indem  man  etwaige  Bückkehrpankte  einfach 
Verbindet,  ausserdem  aber  alle  diejenigen  Doppeltan* 
gentsn  construirt,  welche  swischen  den  Berflhrnnga- 
punkten  den  Umfang  der  urspranglichen  Figur  nicht 
schneiden;  durch  diese  Operation  wird  Ton  diesem  Um- 
fang ein  Teil  {==  S)  abgeschnitten.  Linien,  die  ins  Innere 
der  Figur  fallen,  werden  nicht  ber&cksichtigt  Behalten 
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wir  fermer  die  bisherige  Beieiehnaiigtweise  bei  und 
setsen  noch  Umfang  nnd  Inhalt  der  omsehrl ebenen  Fi- 
gur beiflglich  gleich  L'  und  to  ist  Jetzt  die  Kflsten- 
entwickelnng 

Setzt  man  noch  L'  =  il,  + '^a  +  •  •  •  + ^«  i  unter  A  die  Uferlängen 
der  einzelnen  Buchten  verstanden,  so  kann  man  jetzt  auch  sagen: 
Stimmen  für  zwei  Figuren  Z,  F,  F',  sowie  auch  sämmtliche  X  über- 
eiii,  so  besitzen  dieselben  die  gkicbe  Küstenentwickelung.  Hiermit 
ist  diu  \üu  Botho  (s.  o.  als  ewig  offene  betrachtete  Frage,  ein- 
fach erledigt. 

So  hat  die  Figur  ABCDIfFG  (Fig.  2.)  in  A  einen  Rackkehr- 
punkt  zweiter,  in  B  einen  solchen  erster  Klasse.  Man  zieht  AB^ 
legt  von  B  eine  Taugente  nach  C\  Ton  C"  eine  solche  nach  E^^  Ton 

ebenso  nach  &'  und  schliesslich  Ton  Cr'  nach  A.  Alsdann  ist 

It  —  AJ+JB,  =  BK-^KC\  —  C'D+DJS'y 

und  es  folgt 

AJ'{'JB+BK+  KC'-i-  C"D+DE'+JEf'F+F(?'+  (TH+HA 

Hat  die  Figur  gar  keine  einspringenden  Teile,  ist  sie  vielmehr 
nach  allen  Seiten  convex,  so  ist  X'  —      0,  F*  ^Fy  und  man  findet 

*  y?*o* 

Man  erkennt  jedoch  sofort  die  Wahrheit  der  Tatsache 

■^F'  —  F 

nnd  es  zeigt  sich  also  auch  der  geometrisch  zu  erwartende  Umstand: 

Für  alle  durchaus  convcxen  Figuren  ist  der  Bothe- 
sche  Quotient  das  genaue  Mass  der  Kastenentwickelung. 
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§.  5.  Als  einfacher  Beleg  möge  noch  folgendes  dienen:  £s  sei 
ABC  (Fig.  8.)  ein  gleichschenklig -rechtwinIdigeB  .Dreieck  mit  der 
Kathete  1;  man  halhire  AB  in  Z>,  xidie  AD  nnd  mache  DE  AD\ 
wird  dann  noch  £  mit  ^9  Terhnnden,  so  ist  das  ftbersddagene  Tierecfc 
ACEB  entstanden.  Um  die  Kflstentwickelang  zn  finden,  mnss  noch 
CE  gezogen  werden;  alsdann  ist 

AC+Cn+DE-^-KB-j-Bn+DA  AD+DB+BA-{-ClH-DE+EC 


FOr  gewöhnlich  wird  man  sich  zur  Bestimmung  der  fOr  die 
Berechnung  von  h  nötigen  Daten  mit  Vorteil  des  Planimeters  be- 
dienen. Dass  man  mit  Hälfe  eines  solchen  auch  die  erfordertichen 
Lftngon  bestimmen  kann,  geht  ans  dem  Crofton'schen  Theorem 
hervor.  Legt  man  nftmlich  von  einem  wilUrOrlichen  Punkte  an  eine 
geschlossne  Curve  swei  den  Winkel  ^  bildende  Taugenten,  so  ist 
bekanntlich 


und  auch  das  hier  auftretende  Doppelintegral  kann  auf  planimelri- 
Schern  Wege  rein  mechanisch  bestimmt  werden.  Hat  man  dagegen 
es  mit  sphärischen  Figuren  zn  tun,  so  whrd  man  alles  auf  sphAiische . 
Dfe&ecke  reduciren  und  das  Legendre'sche  Theorem  anwenden, 
welches,  wie  NeIP<^)  gezeigt  bat,  einer  grössren  Ausdehnung  fiUiig 
ist,  als  man  bisher  gewöhnlich  glaubte. 

16)  Neil,  Zar  höhcrao  Geodine,  Zeitechr.  f.  Math.  o.  Pbys.,  19.  Jabrg. 
S.  450. 
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XVL 

Beweis  eines  FnndamentaLsatzes  Ton  den  magischen 

Quadraten. 

Von 

Siegln  und  G  ün  iher, , 


§.  1.  Die  vorliegende  Mitteilung  hat  den  Zweck,  zu  der  iu  letzter 
Zeit  -vveuijTstens  bei  deutschen  Mathematikern  ziemlich  in  Vergessen- 
heit geratenen  Lehre  von  den  magischen  Quadraten  einen  kleinen 
Beitrag  zn  liefern.  Um  über  diejenigen  Punkte,  deren  Erledigung 
hier  angestrebt  wird,  Klarheit  zu  erhalten,  wird  es  sich  empfehlen, 
(las  in  diesem  Wissenszwcigo  bisher  Geleistete  mit  kurzen  Worten 
zu  registriren. 

UnTerbfligte  Gerachte  lassen  die  Lehre  von  den  magischen  Qua- 
draten bei  den  Indem  entstehen;  historische  Bocumente  fSr  diesen 
Ursprung  lassen  sich  jedoch  nicht  beibringen.  Einem  in  Deutschland 
wohl  wenig  bekannten  Werke  französischer  Zunge  ^)  entnehmen  wir 
folgende  Notiz:  „M.  de  la  LoubÄre  en  a  trouvö  la  connaissance  r^- 
panduG  dans  linde,  et  surtout  i\  Surate,  ce  qui  rend  assez  probable 
<iu'tlle  nous  vient  de  ce  pays  aussi  bien  quo  notre  Systeme  de  nume- 
ration  Ohne  die  Richtigkeit  dieser  Angabe  irgend  iu  Zweifel  ziehen 
zu  wollen,  dürfen  doch  aus  derselben  weittragende  Schlüsse  ni<ht 
gezogen  werden;  <lie  Srlirifteu  der  indischen  mathematischen  Ciassiker 
enthalten  nichts  hierauf  Bezügliches. 

Der  erste  historisch  constatirto  Schriftsteller  Uber  diesen  Oegcn- 
stand  ist  der  Byzantiner  Hoschopnlos,  wahrscheinlich  im  14.  Jahr- 
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hnndert  leliend*).  Derselbe  fiwt  das  magische  Quadrat  beceito  gpu 
in  nnsrein  Sinne  anf;  es  sollen,  die  ersten  natOrlicben  ZaUen  so 
zn  einem'  quadratfi^rmigen  Schema  zusammengestellt  werden,  dass  die 
Summen  aller  horizontalen  nnd  yertikalen  Beihen  (Zeilen  nnd  Colmi- 
nen)  stets  die  nftmliche  Zahl  liefern,  wie  die  Summen  der  beiden 
Diagonalrdhen  —  eine  Definition,  die  jede  andre  scheinbar  oompli- 
cirtere  in  sich  anfiiimmt  nnd  deshslb  anch  hier  stets  festgehalten 
werden  solL  Mosehopnrs  von  Hollweide  ^  reprodncirte  Begd 
bezeichnet  einen  bereits  ziemlich  hohen  Grad  yon  Sagadtit  nnd  ist 
ein  fttr  die  Geschichte  der  mittelalterlichen  Mathematik  kostbares 
Denkmal;  sie  beschränkt  sich  fibrigens  anf  Quadrate  mit  ungerader 
Wurzel. 

Der  allgemeine  Charakter  der  Wissenscbaft  im  scholastl sehen 
Mittelalter  lässt  es  nicht  wunderbar  erscheinen,  dass  die  Mystik  sich 
der  neuen  Erfindung  bemächtigte,  und  dass  so  die  magischen  Qnar 
drate  als  Amolete  und  dergleichen  eine  ähnliche  Rolle  spielen  muss- 
ten ,  wie  das  pythagorische  Stemfünfeck Mollweide  ^)  führt 
nach  Kästner  einige  solche  die  Numismatik  mehr  als  die  Mathe- 
matik intcressirendc  Reliquien  an.  Als  ein  Nachklang  dieser  Periode 
sind  auch  die  Phantasien  der  deutschen  Gelehrten  Agrippa  Ton 
Nettesheim**)  und  Theophrastus  Paracolsus')  zu  bezeichnen. 
Von  Ictztrem  wird  gewöhnlich  nur  die  Schrift  „De  planetarum  sigil- 
lis*'  in  der  uns  hier  interessirenden  Angolcgeubeit  genannt;  indessen 
wandte  er  dem  Gegenstande  auch  sonst  seine  Teilnahme  za,  freäidi 
in  einer  uns  unverständlichen  Weise.  Es  mOge  hier  an  eine  von  sei- 
nem Biographen  Siber«)  dtirte  Stelle')  erinnert  werden,  welche 
von  dem  medidnischen  Geteaneh  der  Amulete  handelt*,  es  heisat  dort: 
„Als  Beispiel  stehe  hier  das  ISgillum  SatumL  Es  wird  von  feinem, 
puren  Yillacher  Blei  gemacht,  auf  einer  Seite  quadiirt,  nnd  sein  Qua- 
drat mit  3  multiplicht  und  in  einer 


2 

9 

4 

7 

Ö 

3 

6 

1 

8 

jeden  Linie  soll  stehen  15'S 

Von  einem  mphr  wissenschaftlichen  Standtpunkte  aus  scheint  zu- 
erst der  deutsche  Arithmctikcr  StiefcP®)  die  Lehre  von  den  magi- 
schen Quadraten  bohaudelt  zu  haben,  und  M.  Cantor")  sagt  mit 
Recht,  dass  mehrere  seiner  IJetiachtungen  auch  für  einen  Mathe- 
matiker uiisrcr  Tage  noch  Stoff  genug  zum  Nachdenken  darbieten, 
jedoch  gelang  ihm  ebensowenig  wie  seinem  Landsmann  Adam  Riese 
die  Auffindung  einer  einfachen  Methode  zur  mechanischen  Conatmction 
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dieser  Gebilde.  Wohl  aber  scheinen  sich  im  Besitze  eines  solchen 
Verfahrens  verschiedene  deutsche  Arithmetiker  aus  der  zweiten  liälft^^ 
des  sechszchnten  Jahrhunderts  befunden  zu  haben.  So  berichtet  uns 
Doppelmayr von  einem  gewissen  Zacharias  Lochnor  aus 
Ingolstadt,  „dass  er  gar  leicht  und  behend  allerley  magische  Quadrate, 
ja  gar  die  grösste,  zu  deren  jeder  öfters  flu  j;autzer  Regalbogen  er- 
fordert wurde,  beschreiben  und  darstellen  kundte'',  ähnliches  wird  uns 
auch  von  dem  Nürnberger  Rechenmeister  Peter  Roth  gemeldet**). 
Diese  Angaben  scheinen  darauf  hinzudeuten,  dass  jene  Männer  sich 
bereits  im  Besitze  derjenigen  Methode  befanden,  welche  den  eigent- 
lichen Vorwurf  dieser  Notiz  bildet  und  durch  deren  Anwendung  die 
vielbcwundertc  Geschicklichkeit  jener  Rechenkünstler,  wie  wir  sehen 
werden,  sich  sehr  einfach  erklärt.  Schwenter^^)  führt  als  weitre 
Autoren  über  diesen  Gegenstand  noch  Franciscus  Spinola  und 
Georgius  Henischius  an;  er  selbst  erweitert  die  Aufgabe  inso- 
fern, als  er  Zahlenquadrate  construiren  lehrt,  bei  welchen  die  der- 
selben Zeile,  Colonne  oder  Diagonale  angehörigcn  Glieder  ein  con- 
stantes  Product  geben.  Zu  diesem  Zwecke  construirt  er  zunächst 
ein  gewöhnliches  magisches  Quadrat  and  ersetzt  jede  beliebige  Zahl 
«  derselben  durch 

onter  a  eine  willkürliche  ganze  positive  Zahl  verstanden. 

Um  jene  2/At  begami  der  grosse  Keobegrflnder  dernnbeetimmten 
Analytik,  Sachet  de  M^ziriac**)  sich  mit  diesem  Gegenstande  zu 
besehftfÜgen;  er  £u8to  das  Problem  als  ein  zahlentheoretisches  auf 
mid  lehrte  die  Qnadrate  mitnngeiiader  Wnrzel  constmiren.  In  diesem 
Sinne  erregte  die  An^be  anch  die  Animerkaamkeit  des  am  gewisse 
Partien  der  Zahlentheorie  hochTerdienten  Fanlhaber^^,  dem  anch 
bei  seiner  nnverkennbar  aasgesprochnen  mystischen  Richtung  die 
kabbalistische  Verwendung  der  mafl^schen  Quadrate  imponiren  mochte. 
Auch  wirkte  er  wohl  in  diesed  Punkte  auf  seinen  Freund  und  Schiller 
Remmelin'^  dn,  "von  dem  Öfter dinger  ^  bezeugt,  «dass  s^e  - 
Theorie  der  magischen  Quadrate  heute  noch  von  Wert  ist^S  Bei  dem 
Potyhiator  Athanasius  Kircher tritt  die  wissenschaftliche  Seite- 
der  Sache  natürlich  zurück. 

Die  erste  grossere  selbstündigo  Abhandlung  über  die  magischen 
Quadrate  verdanken  wir  dem  französischen  Gombinatoriker  Fr enicle 
de  Bessy^^).  Derselbe  yertritt,  seiner  wissenschaftlichen  Richtung 
entsprechend,  einen  mehr  combinatorischen  Standpunkt,  giebt  Regeln 
zur  Bildung  der  Quadrate  von  gerader  Wurzel  nnd  bestimmt  die  An- 
zahl deijenigen  Quadrate,  welche  sich  Aber  einer  Strecke  Ton  Tier 
Lftngendnheiten  errichten  iassen  —  dne  fttr  die  Theorie,  irie  wir 
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nachher  zeigen  werden,  wichtige  Leistung.  Auch  discntirte  er  solche 
Quadrate,  welche  durch  Wegnahme  äussrer  Beihen  ihren  Charakter 
nicht  Terlieren,  Ton  Montucla")  „carr^  mago-magiqnes*'  genannt 

Auf  Frt'niclo's  Arbeiten  baute  zunät-hst  Poiguard^^)  weiter, 
desscu  Leistungen  jedoch,  obschon  sie  in  nianclier  Hinsicht  eine  Er- 
weiterung des  Fundameutalproblems  darbieten,  für  die  eigentliche 
Theorie  von  geringerem  Belange  sind.  Die  beste  Abhandlung  lieferte 
bald  darauf  der  in  vielen  Beziehungen  bedeutende  Mathematiker  de 
la  Ilire**)  und  an  ihn  schliessen  sich  eng  an  seine  Landsleute 
Sauveur"),  Ons-en  B ray und  Kall ier  des  Ournies  ■-^).  Der 
erste  dieser  drei  verdient  in  der  Geschichte  uusrer  Spccialdisciplin 
auch  deshalb  eine  Stelle,  weil  er  den  Versuch  machte,  die  Aufgabe 
auf  die  Dimensionen  zu  erweitern  und  magische  Würfel  zu  construiren. 
In  Deutschland  sind  aus  jener  Periode  die  Namen  v.  Clausberg**), 
Rebifs^')  und  Capito^^)  zu  nennen,  welche  die  wissenschaftliche 
Seite  des  Gegenstaodes  jedoch  nicht  wcsentlicU  förderten. 

Im  Allgemeinen  lässt  sich  der  für  das  achtzehnte  Jahrhundert 
überhaupt  charakteristische  Zeitgeist  auch  darin  nicht  veriEOnnen,  dass 
man  ndt  der  Stellung  des  Problems,  wie  sie  aus  dem  Altertum  über- 
kommen war,  nicht  mehr  sich  zufrieden  zeigte  und  allenthalben  KOn- 
Bteleien  daran  anzubringen  versuchte,  obschon  man  sich  die  Unzu- 
länglichkeit des  bisher  selbst  fOr  den  einfachsten  Fall  Geleisteten 
nicht  wohl  yerhehlen  konnta  So  wenigstens  glauben  wir  die  ZnsAtie 
von  Eochanski^),  Franclin'*)  u.  a.  auffassen  zu  mttssen. 
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a.  s.  w.    Leipzig  1550.   S.  108. 

13)  Doppelmayr,  historische  Nachricht  von  den  Nüi ubergischen  Muthe* 
ouiticiB  and  KOnstlero,  Nftrnberg  1730.    S.  164. 

14)  Ibid.   8.  165. 

15)  Schwentcr,  Dcliciae  physico-niitbcmaticae,  Nttmberg  1686.  S.  100 ff. 

16)  Bacbet  de  Mtftiriae,  Probl^cs  plaiemw  et  d^tectiiMes,  qni  le  font 
pftr  les  nombres,  Lyon  1613. 

17)  Feulhaber,  Arithmctiaeher  rnbiroetiarbcr Lattgarten,  mit  nenen  In- 
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18)  Remnelin,  TtTgayv^rmofutc  a(f»&f»oi9oirXivffos  baec strnctttra  tabn- 
larnm  quadratarum,  Aug.  Vindelie.  1687. 

19)  Oft  erdinger,  Bcitr&ge  znr  Geschichte  der  Matbematik  in  Ulm  bis 
SUr  Mitte  de»  XVII.  Jahrhunderts,  Ulm  1867.    S.  5. 

20)  Ath.  Kircher,  Aritbmologia,  siTe  de  abditis  nameromm  mytteriia, 
Romnc  1665. 

21)  Frenicle  de  li^.•s^Y,  Traitc  des  quarrcs  niat;iqucs.  1  )i\ n s  ouvrages 
de  Math,  et  de  Fhys..  par  Mssrs.  de  l'Acnd.  Roy.  des  Scienc.  Faris  1693. 
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54)  De  la  Hirei  Noovelle  eonatractioii  des  qnarr^f  magiqaes,  de 
Taead.  rojale,  Annde  1705.   8.  166  and  480  ff. 

95)  Sanvenr,  Conitmetion  g^^rale  des  qnarr^  mai^qaei,  Ibid.  Annfe 
1710.   8.  114. 

f6)  Ons-en-Braj,  Mftbode  fädle  poor  faiie  tele  quarr^es  magiqves  qae 
Ton  Tondi»,  Ibid.  Annde  1750. 

%!}  Ballier  des  Onrmes,  Memoire  snr  leg  earrdes  magiqaes,  Mdm.  des 

Sarans  etrang.,  1763.  IV. 

28)  Ciansberg,  DemonstratiTe  Bechenkonst,  Loipsig  1782,  4.  Teil. 

§.  1505. 
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iOgcnauntcn  nja^iisihcn  Quailratc  leicht  7.n  verfertigen.  Buxtehude.  1742. 

30")  Capitü,  Alle  magischen  QnadrnttaiVln  zu  verfertigen.  «1.  i.  die  Zahlen 
ßllcr  geraden  und  ungoraden  Quadraten  gründlich  a>iszurerlin<Mi,  leicht  /u  ord- 
nen, und  viele  Millionenmal  eben  so  leicht  /.u  TcrAndern,  dass  sie  in  die  Länge, 
Breite  und  flber's  Crents  einerlei,  nnd  die  verlangte  Summe  bringen.  Glück« 
Stadt  1767. 

81)  Kochanski,  Considerationes  dmt  qnadrata  et  enbos  magicos,  Aeta 
eradit.    Lipsiae  1686,  1690,  1699.   &  891,  8.  899.  8.  490. 

88)  Vranclin,  Experiments  and  Observation«  on  Elertricity  made  at 
Philadelphi«  and  commnnioaled  in  several  letters  to  Mr.  Collinson  in  London, 
New  edttioo  of  fhe  Whole  witk  additions,  London  1769.  8.  850. 

§.  2.  Von  neueren  Mathematikern  hat  sich  fast  allein  Moii- 
weide  mit  den  magischen  Quadraten  beschäftigt  und  diesem  Gegen- 
stände (•.  0.)  eine  eigene  Schrift  gewidmet,  welche  das  Verdienst  hat, 

TUl  hm*  19 


üiyiiized  by  Google 


290  fj'ünlhtr:  litwcts  eintji  J-uiKlaiueiUcU^aizea  mm  den  may.  Quadralti^. 


Iriiüer  zorstrcut  uml  unvcnnittelt  hiiigchtdlteu  Kegeln  unter  eiiun 
gemeiuschaftlieheii  Gesielitspunkt  zu  briiif^en.  Vom  rein  wisseiibcliaft- 
liclieii  Staudpuukte  aus  geiiü«,4  (lemnaeli  31  ollwcido's  Arbeit  alUu 
Ansprüchen;  andrerseits  müssen  wir  jedocli  auch  Miiller's-")  Aus- 
spruch als  gerecht Icrtigt  anerkennen,  dass  dieselbe  „in  Beziehung  auf 
leichte  und  einfarlte  Darstellung  der  Zaulienpiadrate  mancher  Zusat/.e 
hi'darf"'.  sonsfigen  IJemüliungen  deutscher  Mathematiker  Iialuii 

wir  ansclifineiid  nur  noch  die  V(duminö8e  Schrift  von  Kugel za 
verzeichnen,  weiche  allerdings  einige  neue  Darstellungsweisen  lehrt, 
lür  unsren  Zweck  jedoch  nicht  weiter  in  Betracht  kommt.  Dagegen 
ist  als  ein  wesentlicher  Fortschritt  die  Abhandlung  \on  v.  Possl  zu 
bezeichnen  •^•'} ,  welche  das  magische  Quadrat  allgemeiner  als  magi- 
schen C  ylinder  ault'asst  und  die  Lehre  v()n  diesen  Gebilden  iu  eine 
Verbindung  mit  jener  Discipliu  zu  setzen  sucht,  weiche  wir  gegen- 
würtig  als  Aualysis  situs  zu  bezeicbueu  pliegen. 

Den  rein  arithmetischen  Teil  der  Frage  hat  in  neuester  Zeit 
W.  Thompson^")  wesentlich  gefördert,  indem  er  eine  Methode  au- 
gab  aus  einem  gegebenen  magischen  Quadrat  von  Zellen  ein  an- 
deres von  Zellen  herzuleiten,  unter  j)  eine  willkürliche  ganze 
Zahl  verstanden.  Besitzen  wir  eine  Methode,  jedes  Quadrat  mit  un- 
gorader  Wurzel  ohne  weiteres  zu  bilden,  so  sind  wir  durch  Thomp- 
son's  iiogcl  iu  deu  Stand  gesetzt,  auch  jedes  beliebige  andre  Quadrat 
zu  bilden,  indem  jede  Zahl  in  Primüactoreti  zerlegbar  und  jede  Prim- 
zahl, ausgenommen  2,  zugleich  eine  ungerade  Zahl  ist  Nur  das 
Quadrat  von  16  Zellen  macht  ciue  Ausnahme,  indem  es,  wie  leicht 
zu  sehen,  ein  Quadrat  von  4  Zellen  nicht  giebt;  indessen  ist  die 
wissenschaftliche  Discussion  gerade  dieses  Quadrates  bereits  von  Fre- 
nicle  (s.  o.  §.  1.)  zum  Abschlüsse  gebracht  worden. 

Die  jetzt  näher  zu  characterisircudc  Kegel  zur  Construction  magi- 
scher Quadrate  von  ungerader  Zellenzahl  ist  nun  im  wesentlichen 
identisch  mit  jener  des  Mosch opu los,  äudert  dieselbe  jedoch  inso- 
fern bedeutend  um,  als  nun  die  Darstellung  der  Quadrate  selbst  eine 
rein  mechanische  wird  und  die  Nachahmung  der  oben  von  den  Rechen- 
kttnstlern  Lo ebner  und  Roth  augeftthrtcn  Kunststücke  einem  je- 
den sofort  sich  darbietet.  Diese  Verbesserung  des  alten  Verfahrens 
stammt  bereits  aus  dem  vorigen  Jahrhundert»  indem  sie  nach  Mül- 
ler's  Angabe  iu  einem  mancherlei  Seltenheiten  enthaltenden'^)  hol- 
ländischen Werke  sich  findet. 

Auf  jeder  Quadratseite  errichte  mau,  wenn  {•ln-\-\f 
die  Anzahl  der  Zellen  ist,  (muc  Keihe  von  u  Kechteckeu 
symmetrisch,  (s.  d.  Fig.)  die  bezüglich 
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H — 2,   »  —  4,   n — 6  ...  5,  3,  1 

Zellen  enthalten;  die  so  entstandenen  Figuren,  von  oben 
nach  links  hernmgestählt,  mOgen  als  erste,  «weite,  dritte, 
vierte  Terrasse  bezeichnet  werden. 

In  das  (>rste  Feld  der  Terrasse  I  trage  man  die  Zahl 
1  ein  und  falle  nun  in  diagonaler  Richtung  sämmtliciie 
za  erreichende  Zellen  dnrch  die  Glieder  der  natürlichen 
Zahlenreihe  aus,  so  dass  in  die  unterste  Zelle  von  Ter- 
rasse III  die  Zahl 

tritt.  Hierauf  verschiehc  mau  eine  jede  Terrasse  parallel 
mit  sich  seihst  so  lauge,  his  jede  Quadratseite  mit  der 
gegenüberl  iegeu den  zusammen  gefallen  ist;  auf  diese 
Weise  rttckt  jede  Zahl  der  Terrassen  in  das  richtige 
.  Feld  des  magischen  Quadrates  ein. 

Ersichtlich  küuuen  wir  aber  diese  Operation  der  Verschiebens 
auch  umgeben  und  so  sagen: 

Um  die  pte  Zeile  oder  Colonne  des  magischen  Qua- 
drates zu  bilden  <|»  <C«)^  z&hle  man  die  Anzahl  der  be- 
reits in  der  nämlichen  Horizontal-  oder  Yerticalreihe 
stehenden  Elemente  ab,  dieselbe  sei  l\  zu  diesen  I  Ele- 
menten nehme  man  noch  die  Elemente  jener  Zeile  oder 
Colonne  von  Terrasse  III  oder  lY  hinzu,  welche 

211+1-1 

Elemente  aufweist.  Zur  Bildung  der  (i»+l+p)ten  Zeile 
oder  Colouue  (;><")  bedient  man  sich  des  nftmlichen 
Verfahrens,  nur  dass  an  Stelle  von  Terrasse  III  und  IV 
bezüglich  Terrasse  1  und  II  zu  treten  haben. 

Mit  11  alte  dieser  Regel  ist  in  dem  angefahrten  Beispiel  zunftdist 
das  Seheina  für  109  Kiemente  coustruirt.  Die  w^tre  Anwendung 
ergiebt  die  noch  nicht  durch  Zahlen  ausgefallton  PIfltze  in  folgender 
Weise.   Es  ist 

a  104,  (  ->  116,  c 
A  — 117,  »-129,  k 
9  —  180,  r  —  142,  • 
9  —  143,  y  —  1&5,  a  < 

£-*i5a,  /--les,  G 

AT— 169,  iY— 12,  P 
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-  128,     -  140,  «  —  152,  /-  164,  ^  -  92, 

-  141,  i  —  153,  1»  —  166,  8,  |>  —  105, 
^  154,  1  —  166,  n  —  9,  »  —  106,  tr  =  118, 

-  167,  ii  «  10,  Ä  -  22,        119,  D  -  131, 

-  11,  //  «  23,  J  — 120.  ^-  132,  L  -  144, 

-  24,  Q  -  36,  Ä  -  133,  S  -  145,  ST-  167, 
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F— 25,  TF— 37,  JT-lSi,  F-.146,  Z— 158,  a-1, 
/{«.26,  y»38,  a  — 50,  f  »147,  ^— 159,  4^  — 14,  t«-39, 

ff  =  51,  1  —  148,  |»-16Ü,  V  — 8,  t— 15,  jf-27,  e  — 52,  «-64, 
r  —  161,  V  -*4,  9  »  16,  z  —  28,  ^  »40,  o  —  65,  a  « 162, 
c  «  17,  b  -  29,  c  -  41,  f  -  63,  9  «-  78»  ^  -  6,  i  -  18,  !-30i 
( »  42,  m  —  54,  n  —  66. 

HiGmüt  ist  iu  weuigeu  Minuten  die  Coustractiou  des  magischea 
Quadrates  gegeben. 

Anmerkung.  Zur  YcrvoUstänrliguug  der  LiteratorUbenidit  Böge 

uoch  auf  die  sorgfältige  Zusammonstcllaug  iu  6ehler*B 

^'oitcrljiicb  ^'^)  und  auf  lloruer's  kürzlich  erschienene 
Abhaudluug  aufuierksaui  gemacht  werden  ^^J* 

33)  Möller,  Aaserlcscnc  mnthem.  Bibliothek,  Nflrnbcrg  18S0.  S.  229. 

34)  Hu  gel,  Die  miigischcD  QMdnle,  nftthenfttiadi  belutndeU  vnd  iw 
wiesen,  Ansbach  1859. 

.*i5)  V.  I*cs8l,  Uobcr  Pi'nc  besondere  Art  magisch.  Quadrate,  Ambei-g  I87i. 
30)  W.  Thompson,  On  luugic  eqturea,  Quarterly  jonnuil  of  |>ure  and 
np|>Iied  raathomiitic8,  X.  S.  186  ff. 

37)  Verita«  quadrattt  routhcmatica,  physica,  pbilologica,  theologica,  Anitt> 
lo(l(imi  1765. 

38)  Gehlerts  physikalisches  WOiterbuch,  2.  Auflage,  6.  Band,  Leipzig 
183G.    Artikel:  Magie. 

39)  Horner,  On  the  algcbra  of  magic  sqaarea,  Qniut.  joum.  XL  &  ft7* 

§.  3.  Einen  Beweis  hat  der  unbekannte  Erfinder  der  im  Vor- 
stehenden mitgeteilten  Regel  nicht  für  dii'selbe  geliefert;  derselbe 
soll  nun  im  Foigjniden  erbracht  werden,  und  zwar  werden  wir  uns 
liicrbei  an  die  zweite  Formulirung  halten.  Der  Beweis  zerfällt  in 
acht  rnterubteilungen;  es  nuiss  nämlich  gezeigt  werden,  dass  für  die 
beiden  Diagonalreihen,  für  jede  ;>te  Colonne  und  Zeile  (^^-C")«  für 
je«le  \ -\-j>)te  Colonne  und  Zeile  ip  -^  u)  und  schliesslich  für 
die  mittlere  (//-f  l)te  (  'olouue  und  Zeile  der  nämliche  Wert  sich  er- 
gebe, wenn  wir  alle  darin  vorkommendcu  Zahlen  zusammeuaddireu. 
Da  die  Gesammtuennzahl  dieser  Zahlen 

ist,  so  ist  ihre  CteBammtsumme 

l  +  24-a+...  +  (i>.-f  l)^  =  l(2«  +  l)^[(2«  +  l)-'  +  lj, 
und  deren  (2fi4-l)ter  Teil  gleich 

4i»»+6n«+4ii+l. 

Diesen  Wert  muss  jede  der  genannten  acht  Summen  erreichen,  wesn 
die  Constmction  richtig  ist. 
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$.  4.   Es  mügti  uuu  i'Ur  jüdc  duzeluc  dies  untersucht  werden. 
,  I)  Im  rechten  oberen  Eckfelde  des  Quadrats  siebt  die  Zahl 

und  68  wird  souaoh  div  von  oljoii  rechts  iiacli  unten  links  gohendo 
Diagonale  durcli  die  einzelnen  Glieder  der  urillimetiscUcu  Kcihe 

l+fi(3»+l),   2+n(2ii+l),  8+»(2i»+l)...2«+n(2ii+l), 

2n+l  +  n(2n-{-l) 

zu  besetzen  sein  (in  dieser  Besetzung  liegt  die  Analogie  unsres  Ver- 
fahrens mit  jenem  des  Moscbopnlo^;  während  aber  dicsrllx'  hier 
nur  ein  Ausfluss  eines  aUgemeineren  Verfahrens  ist,  ist  sie  bei  jenem 
das  Primäre).  Die  Snmme  dieser  Diagonalreibe  ist  also 

^^^(l+2i.+l)+ii(2»+l)«  =  4i»»+6ii»+4»+l. 

n)  Die  andre  Diagonalrclbe  beginnt  mit  der  Zahl 

n  +  1; 

ihre  einzelnen  Glieder  werden  also  successive  die  folgenden  sein: 

ii+l+l.(2tH-l),  i»-flH-2.(2«+l)...i»-l-l+(2»-l)(2»+l), 

«+l+2»(2»+l). 

Die  Summe  dieser  Glieder  ist 

(«+l)(2tt+l)-|-|-*(2ii+l)^  =  4i»^+6»*''+4i*+l. 

III)  Die  (//-f  l)te  Zeile  enthält  blos  diejenigen  Zahlen,  welche 
mit  ibr  in  der  gleichen  Uorizoutallinie  liegen.  Das  erste  tilied  ist 

demnacb  treten  In  dieselbe  successive  folgende  Zahlen 

2h+  1,   2» + 1  + 1 .  2w,    2«  4- 1 4-  2 .  2u . . .  2«  + 1  -f  (2«  —  1)  2«, 

2i»+l+2n.2M. 

Die  Summe  dieser  Progression  ist 

(2f*+l)«+2i».ii(2«+l)  =  4»»+6»«+4i»+l. 

IV)  In  der  (ti-f'l)^!'  Colonne  beginnt  die  Reihe  mit  1,  so  dass 
man  die  Snmme 

1  +  1.(2«  +  2)  +  2.(2;i-|-2)  +  ...2m.(2mH-2) 
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za  Dehmen  hat  Dieselbe  ist  gleicb 

2i»+l+»(2R+l)(2n+2)  =  4»»+6M'<+4fi+l. 

$.5.  Y)  Nuamehr  mOge  fOr  die  pte  Zeile  (!>•<*«)  die  Bestiiii* 
mang  voiigenonimen  werden. 

Wir  bezeichuLMi,  aualo«  dem  Gebrauche  der  üetermiuauU  iithL'üric, 
die  in  der  Zeicliiiiiiig  oIkmi  sU'heiid«''  /eile  und  die  am  weitesteu  links 
betiudliclie  Cobmue  bezüglich  als  erste  Zeile  und  Gülomie. 

Die  pU)  Zeile  onthftlt  zunächst  alle  mit  ihr  bereits  in  der  näm- 
lichen Horizontale  ptehondou  Glieder;  nm  die  hierans  erwachsende 
Summe  zu  finden,  hat  man  die  Progression 

zu  summiren.  Hau  erhält  als  Summe 

Hierzu  kommen  der  Festsetzung  znfolge  noch  die  OUeder  der  j»ten 
Zeile  von  Terrasse  III,  welche 

2«  + 1  —  (m  +p)  sssu  +  l  — 

Glieder  enthält.   Die  Reihe  ist  hier  nachstehende: 

(2it+l)(»+|,+l) 
(2n+l)(ii4.p4.1)+1.2i» 

(2n+l)(n+p  +  l)+2.2« 

(2fi+ 1)  + 1 ) +(«- p)2n. 

Die  Suinniatiou  liefert 

r  =  (2«+ 1)         + 1)  («  -P +1)  +n(n  -p) (n^p+ 1). 

Hiernach  ist  die  Gcsammtsumme  der  Reihe 

VI)  Betrachten  wir  nunmehr  die  {"-{-  i-\-p)Ui  Zeile.  Die  bereits 
von  Anfang  an  derselben  angehörigen  Zahlen  beginnen  mit 

(;>+l)(2,*-|-l) 

aud  bilden  die  Reihe 
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(p4_l)(2„-f  l)+1.2u 
(l,  +  l)(2«+l)+2.2« 

(;,+  l)(2»  +  l)  +  (2./  -py2n. 

Bio  Sammfttiou  liefert  die  Summe 

£  =  (p+ 1)  (2»H- 1)  (2n  -p+ 1)  4-«(2« —P)  (2«-J»+ 1). 

JJa  bis  jetzt  (2u— ;)4-l)  GliodiT  verwi'iidi't  wunleii,  su  muss 
uocb  aus  Terrasse  1  jene  Zeile  hiiizuijeiKnimieii  werden,  welelie 
(2/*+l  — 2«-f7)  — 1  Glieder  aulweisti  dies  ist  aber  die  jfUe, 

welche  demnach  durch  die  lleihe 

P 

p+2.2u 

p+(p-l)2« 

gebildet  wird.   Die  Summe  dieser  Reihe  ist 

£'  z=  jr  +  «2)(2>  -  1), 

Yll)  l>ie  zur  Ausfttlluug  der  |>tcu  CüIouuc  bcatimnitc  Keibe  ist 
diese: 

y4-2-|-l.(2u-i-2) 
««p+2+2.(2»+2) 

und  ihre  Summe 

S  =  {n-p  +  2)  (n+p)  +(«+!)  (*  +P — 1)  («+!')• 

Hierzu  tritt  noch  die  |jtc  Colonue  von  Terrasse  IV  hinzu,  in  der 
(2«»+l  -  »      =:  w— p+l)  Glieder  sieb  buhiideu,  uämlicb  die  Kcibe 

(n+j»)(2«+l)+l 
(n+j>)(2ii+l)+l  +  l.(2«+2) 

(» +/,)  (2«  + 1)  + 1 + 2.  (2« + 2) 

(«+ p)  (2u+l)+l+<«-|»)(2i»+2) 
X>ie  Addition  er«?iebt 

js'  =  [(n+p)  (2« 4- 1} 4- 1]  (M  -j>  + 1)  +  (» + 1)  ('*  -r)    "  + 

Auch  hier  ist 
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Vin)  Fttr  die  Colonne  iMben  wir  sonftdist  die 

Reihe 

|,(2n+l)+l+l.(2«+2) 
j>(aii+l)  +  l+2.(2«  +  2) 

(3« + 1) + 1 + (2«  -p)  (2- + 2) ; 

deren  Summe  ist 

Z  ^  [/>(2;.  +  l)+l](2/.-y>  +  l)-f  (/.  +  l)(2u-J>)(2i«-l»+l). 

Aus  der  Terrasse  II  ist  beizuziebeu  die  Reihe 

2»— p+2 

2n— |>+2+l.(2»-f  2) 

2»— jj-j-2+2.(2»  +  2) 

2«— 2)  +  2  +  (ii  — 1)(2m+2) 

mit  deK  Summe 

S'^p  (2«  -  ?>  4-   +  (♦» + 1)  P  ( -  !)• 

Es  ist  also  schliesslich  audi  in  diesem  Falle 

uud  damit  ist  lier  vollständige  Beweis  für  die  Richtigkeit  uiBerer 
Constmction  erbracht. 

>5.  (».  Ui'siiiiiin'ii  wir  Ivuiv.  tla^  iiesagtc,  so  müditeu  wir  ileu  Vor- 
teil iler  bisiiiT  (lisrutirtt'ii  IJrtrel  zur  Fonnirung  magischer  Qnadrale 
amlreu  ähnlichen  Vertahrnni^swcisen  gegenüber  als  einen  il()])]M'lteu 
hinstellen.  Die  l  ntcrsuchimg  über  die  \(M*schiedeneu  Arten  vou 
Zdubeniuadrairn ,  welche  bei  geg<'lM  in  r  Zeilenzahl  sich  constxuireu 
lassen,  knii)){"t  um  besten  an  eine  Ueihe  bereit«^  vorliegender  Quadrate 
an,  uud  eine  soh  he  Heihe  liefert  uns  unsre  Methode,  indem  die  ?]in- 
schreibuug  der  Zahlen  aut  verschiedene  Weisen  abgeändert  werden 
kann.  In  Verbiudinig  mit  der  Thompson 'sehen  Kegel  (s.  o.  §.  2.) 
wäre  also  «  im'  I>asi^  t'or  irgend  welche  weitere  Forschungen  &ber 
diese  Materie  gegeben. 

Der  andre.  Vorteil,  welchen  wir  oben  nannten,  ist  ein  metho- 
discher.  Man  betrachtete  bisher  die  Lehre  von  <leu  Zaiiberquadratcn 
Üast  ansschliesslich  als  ein  specielles  Capitel  der  Zahlentheorie  oder, 
bosser  gesagt,  der  unbestimmten  Analytik.  Der  im  Vorstehenden  ge- 
lieferte Beweis  einer  durch  hohe  £iu£Mshheit  sich  auszeichnenden 
Construction  bedient  sich  dagegen  lediglich  elementarer  algebraischer 
Transformationen  und  ermöglicht  so  jedem  nur  mit  der  Lehre  von 
den  einfachen  arithmetischen  Progressionen  Vertrauten  da«  Verstftnd- 
niss  eines  Hauptsatzes. 


» 
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xvu. 

Beftrilge  mr  Theorie  unrein  periodiMiher  HeclmalbrAelie* 

Von 

Lebrar  Ar  MatheoMtlk  und  Pbysfk  io  Wien. 


Eiu  uuroiii  in  riudischi-r  DtHiinalbruch,  dessen  Periode  eine  i^erade 
Stellciizalil  besitzt,  kann  wenn  p  die  m  /itVi  ige  Zaid  bedeutet,  die  Nor 
der  Periode  stellt,  wenn  x  die  erste  und  //  die  zweite  Hälft«*  der 
Periode,  und  wenn  r  ibrc  SU'llcuiUiiU  vurbtüllt,  imiiior  uusgcdrUckt 
worden  durch  die  Kcibe 

Soll  die  idontische  Gleidiaog 

9.10^(10^+1)      "°  10«"^  uri^"^  iOii4ar-r--r 

woboi  «r  eine  constante  Gröme  darstellt,  bestohon«  so  ist,  wouu  für 

der  frUlier  [Seite  86,  1.  Heft]  gefundene  Wert  * 

10=*'  1 

gesetzt  wird 
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9.i0"(i(x-f-i)     "'io»"*'i(>i  10^—1 

Sacht  maa  aas  dieser  Gleichaog  so  ist  nach  em&dier  Be- 

duction 

«+y=-« — 9 —  ^) 

Dil'  letzte  Gleichung  ist  mit  der  auf  Seite  86  uutor  2)  gefuudomu 
Relation  tibereinstiniincnd .  woraus  die  Anwendbarkeit  der  dort  auf- 
gestellten Siltze  für  diesen  Fall  erwiesen  scheint.  Die  GleichoAg^ 
1)  and  2)  können  in  doppelter  Beziehung  Verwertaug  finden: 

I.  Soll  ein  unrein  periodischer  Decimalbruch,  dessen 
Periode  eiuo  gerade  Steilenzahl  besitzt,  und  deren  ein- 
zelne Ziffern  sich  zu  a  ergftuzcu,  in  einen  gewöhnlichen 
Bruch  verwandelt  werden,  so  findet  man  den  Zähler,  in- 
dem man  die  der  Periode  vorgehenden,  und  die  die  erste 
Hälfte  der  Periode  bildenden  Ziffern  als  eine  Zahl  be- 
trachtet, um  die  vor  der  Periode  stehende  Zahl  ver- 
mehrt, diese  Summe  vorneunfacht,  und  dieses  Prodsct 
um  n  vermehrt;  um  den  Nenner  zu  bilden,  hängt  man  as 
die  Ziffer  neun  (r— 1)  Nullon  wobei  r  die  halbe  StelUn- 
zahl  der  Periode  ist]  an,  schreibt  rechts  noch  dio  Zahl 
neun,  und  so  viele  Nullen  als  der  Periode  Ziffern  vor* 
hergehen. 

Z.B.  U  12352412536.  Da  hier  o  =s  7,  «  —  5241,  p  =  12a,  r"4 
und  m  »  3  ist,  so  erhält  man 

für  Z  =  q\ {p\{)*+x)-\-p]-\-n  =  9 [1235241 +  123] 4- 7  =  llll«2»o 
für     =  ü .  10»[10*+lJ  =:  eOüOSKXX) 

daher  ist 

0-123ö2412ö36  =  JJiS 

0'4256&4d201234.  Daa  —  6,  a; ->  65432,  p  —  425,  r  —  5  und  m«3 
ist,  so  muss 

Z=  9[42565482-f  42öJ+^  =»  3«3092719  and 
—  900ÜÜ900UÜ 

sein,  deshalb  ist 

389092719 


ü- 425  6543201 234 
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Ebtuäo  tindüt  mau  für 

Q.  8.  W. 

Setzt  ornn  für 

10»^"^  lO»^"^  io*>    —    —  iv,  iiy 

so  ist  aus  Oleicbmig  1) 

Z      p    ,    1  ^ 


voboi  f&r 

gosetzt  wurde,  und  da  nach  Relation  5.  [1.  Heft,  Seite  90] 


ist,  80  mnss 


a 


sein,  nadi  einfiacber  Rednction  findot  mau  für 

iV,  "°9(HX+1) 

Setzt  mau  iu  Gleichung  3}  Ucu  eben  gefuudcuüu  Wert,  so  wird 

Gleichung  4)  führt,  wenn  9  winl,  zu  einer  sclir  ciui'acheu  Ver- 
wandlangs-Motbode,  es  ist  Uauu 

"9.io»(i(iF+i)  —    io^ciör+i)     •  '  •  o;. 

Ans  Oleidrang  5)  folgt  die  Regel: 

Ein  unrein  periodischer  Decimal hruch,  dessen  Pe- 
riodeuzif fern  sich  zn  neun  ergänzen,  wird  in  einen  ge- 
wöhnlichen Bruch  verwandelt,  indem  man  die  der  Pe- 
riode vorgehenden  and  die  die  erste  Hälfte  der  Periode 
bildenden  Ziffern  als  eine  Zahl  betrachtet,  und  die  nm 


üiyiiizüd  by  Google 


300     Broda:  Beiträj/e  aw  Tktmw  «iirtai  ptnoditektr  iMcumMtka, 


die  Einheit  vermehrte  vor  der  Periode  atehesde  Zahl, 
7.n  dieser  Zahl  addirt;  die  erhaltene  Smnme  teilt  mti 
durch  10»" (10» -hl),  wo  r  die  ätellonzahl  der  halben  Pe- 
riode, und  w  die  Auzabl  der  der  Periode  vorgehenden 
Ziffern  vorstellt. 

Z.  B.  0*4  23457664.    Da  hier  «     9,  m~  2345,  m  »  1  md 
r  — 4  ist,  »0  erhftlt  man  fOr  ^sr:  43345+1+4 ^ 
10(l(y+l)  -  100010,  daher  ist 

42350 

0-4  23457654  = 

Eben  so  findet  man 

O-OOM  9S8456076643  = 

0.  8.  W. 

IL  Süll  ein  Bruch  von  der  Form  jPjQiirfior+'i) '  ^ 

f*  und  m  ganze  Zahlen  vorstellen,  in  einen Decimalbroeli 
verwandelt  werden,  so  werden  nur  (m+r)  Ziffern  dnreb 
gewöhnliche  Division  bestimmt,  die  sweite  Hftlfte  der 
Periode  findet  man,  indem  man  die  Erg&nznng  sn  «  bil- 
det Die  Ergänznngszahl  o  ergibt  sich  als  Rest  bei  der 
Division  des  Zfthlers  durch  neun. 

■1567H01ST  * 
Z.  B.  9ö(X)(j^)^,y(,i  da  r  —  7  und  w  —  1  ist,  so  bestimmt  bim 

durch  gewöhnliche  Division  die  8  ersten  Ziflfeni  50754376.  Dnrdi 
Bcstininmng  der  Ziffersiiinme  des  Zählers,  und  nach  Weglassuiig  dir 
in  dieser  Summe  onthaltuuen  Nenner,  ergibt  sich  die  EigänzongB- 
zahl  8,  daher  ist 

456789437 

yOfXmm  ^  bl34öl2 

n.  s.  w. 

Ist  r  >>  m,  SO  ÜUst  sich  sofort  eine  zweckmAsaige  Vurwaudlong»- 
Methode  aufstellen : 

Man  zerlegt  Z  in  if=  9^1  +  «,  von  der  Zahl  A  wvrdvn 
die  in  ersten  Ziffern  dieser  Zahl  ubgt  zügen,  uud  der  er- 
haltenen Differenz  die  zweite  Hälfte  der  Periode,  «Iii' 
aus  r  Ziffern  Ix'Htoht,  angehängt,  dl«'  zweite  Hälfte  der 
Periode  findet  mau,  indem  man  die  Ergänzung  zu  a  bilüut. 

^  „  220830892  , 

900000900'  ''^  ^  ^>  r  =  6,  also  r     in  ist,  da 
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ferner  220830892  9 . 2453670:) -f  7  ist,  o  =  7  uud  ^  =  24j>3676ö, 
daher  24530760—24  =  24536741,  also 

220680692 

göjjOj^- 0  24636741241036 

Soll  z.  B.  ^^^^     einen  Decimalbrnch  verwandelt  werden, 

80  ist  unter  Berftcksichtigun^  der  Entwicklung  auf  Seit«  88  (1.  Heft), 
da  m  =  3,  r  =  5  und  G157H3451      9.71753717  +  1  ist,  «  =  1  nnd 
717^717,  daher  71763717  —  717  »  7176300,  aiso  ist 

|;;;^=O-7176800O|>-43|^^^ 

Nimmt  man  aber  als  Ergftnznngssabl  fllr  a  =s  10  an,  so  ist  sofort 

645783454 


900009000 
Wien,  am  21.  Aug.  1874. 


=  0*7175299966111 
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xvm. 

Zur  Theorie  de»  eiiipfPNchrielieiiou  ^leicliseitli^ett  Dreiecks 

in  den  Kegelschniiten. 

Von 

Herrn  lugenieur-Hauptmaim  von  II  a^serichlebeu. 


Die  Cnrre  y  ^f{tt)  ist. gegeben,  und  ausserdem  ein  fester  Ponkt 
P  mit  den  Coordinsten  m,  «.  Die  Verbindungslinie  swiscben  diesen 
festen  Punkte  und  einem  Punkte  der  Curve  ist  jedes  Mal  auf  der 
betreibenden  Ordinate  abzuziehen  oder  hinzuzuaddiren;  wir  betradtfes 
den  geometrischen  Ort  aller  Endpunkte. 

Die  allgemeine  Formel  des  geometrischen  Orts  aller  Endpunkte  ist 

Vi  -  /(«)  ±  (a— w)*. 

Gehen  wir  nach  einander  zur  Betrachtung  der  bei  den  Kegel- 
schnitten entstehenden  Curvon  über,  denen  sich  die  gerade  Linie  sls 
'  Anhang  anschliessen  soll,  so  haben  wir 

I.  bei  der  Parabel 

aus  der  Grundgleichuug  uud  der  Scheitelpunktsgleichuiig  dcrselUu 

die  der  gesuchteu  Curve: 

yi  «  ±  VlMT  ±  y(TV-«)*+(«-«»)«.  (1) 

Dios  ist  eine  Gleichung  vierten  Grades,  und  wollen  wir  deshalb 
specieUer  die  drei  Fülle  ins  Auge  fassen,  wenn  der  gegebene  Punkt 
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auf  diMi  Brttun-,  Scheitel-  und  Anlungspunkt  der  l'aiabel  verlegt  ist 
^'acil  Substituüoii  für  y  schreiben  wir  ^  statt 

P 

a)   m=  +  |»  n^O- 
Die  Gleichung  (1)  geht  dann  «her  in 

ff^±Vpx±  YiVj^)^ + (*  ~"  4) 

Für  «  «-  0  ergiebt  sich  y  «  ±       far  1»     +  ^   y  =  ^j^. 

Für  j(»den  anderen  Wert  von  x  ergeben  sich  entsprechend  den  vier 
Vorzeichen  vier  Werte  für  y.  Die  gefundene  Curve  hat  vier  Aeste, 
zw(n  roncave  und  zwei  convexe,  von  denen  die  beiden  inneren  die 
Parabel  schneiden. 

giobt  für  or  —  +1 ,  y  =  U  ein  Maximum  und  ein  Minimum  auf  der 

as  Axo  \  alle  vier  Aeste  hinfen  in  die  Unendlichkeit  fort 

Um  die  Schnittpunkte  mit  der  Parabel  zu  finden,  setzen  wir  die 
Werte  fOr  die  Ordinaten  einander  gleich. 

Daraus  ergiebt  sich  für  r  der  positive  Wert  =  pil  ±y"'^)^  ^ 
y  =  J>V'r±V^-  Curven  schneiden  die  Parabel  nach  den  dop- 
pelten Vorzeichen  also  zwei  Mai  und  zwar  für  a;  =  p(^  — y3)  und 
y-r|»y»  — y'8  zum  ersten,  fftr«  =  j>(4+y3)  nnd  y— yVi+ys 
zam  zweiten  Male,  vide  Skizze  L 

h)  m  —  0,  «  —  0. 

Die  Grnndgleichung  geht  über  in 

yi  -  ±  y^  ±  Vx^+Fx  (4) 

Fflr  a»  =  0  wird  y  anch  —  0;  für  jeden  anderen  Wert  von  x  ergeben 
sich  entsprechend  den  vier  Vorzeichen  vier  Werte  f&r  y.  Die  Cnrve 
hat  also  vier  Aeste. 
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Da  sich  daraus  r  =  o  und  — Ip  prgiebt,  kann  die  Curve  wcdtT  ein 
Maximum,  noch  ein  Minimum  haben,  sofern  in  x  =  V\  beide  zu- 
sammenfalleu.  Dies  gilt  nur  tur  2  Zweige  entsprecbend  den  Zeichen 
(  '  ,  ~^).  Für  X  ü  wird  der  zweite  Ditferentialquotieut  =^  x;  hi»'r 
findet  ein  Rückkebrpunkt  und  ein  Krümmungsradius  =  0  statt.  Da 
X  und  ;j  stets  positiv  sind,  so  ist  aus  dem  zweiten  Differential- 
quotientx?n  leicht  zu  ersehen,  dass  die  Curve  zwei  zur  Abscissen-Axe 
concave,  zwei  desgleicheii  oonvexe  Aeste  bat,  Tide  Skizze  IL 

Um  den  Schnittpaukt  mit  der  Parabel  zu  finden,  setzen  wir  die 
Ordinaten  einander  gleich 

+yjü--yii+y»*+i»^  (6) 

Daraus  ergiebt  sich  Ar  0  der  potitive  Wert  —  3p.  Die  sngeharige 
Ordinate  y  —  dzjiyd. 

C)      f»  =  M=0* 

Hier  wird 

y^±l/px±\/Z+\px  +  f^  (6) 

Für  a:-0  ist  y  =  ±|»    für  flj  =  j,  y  —  ±|»(i  ±  V 4),  för 

y->0  wird  as  =  — |    Da  jedoch  x  nicht  negativ  werden  kann, 

so  schneidet  die  Curve  die  Abscissen-Axo  nicht  Dagegen  schneidet 
sie  die  Parabel  selbst,  fQr  welchen  Punkt  sich  ans 


(7) 


der  Wert  »     |(5  +  V24)  und  .y  =  ±1^5  ±  ^24  crgiebt  Seil« 

wir  zur  Bestimmung  der  Maxima  und  Minima  der  Differentialquotieu- 
ten  ^  0.  Wir  haben 

^^±iV  x^   1/  7.-"^ 

woraus  i 


I 
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oder 

Dieser  Gleichung  genflgen  2  negative  Werte  und  der  positive 
Erstere  sind  za  verwerfen;  letzterem  entspricht: 

also  ein  Marimiiin  imd  ein  Minimnm. 

Der  zweite  Ditteiviitialtiuotieut  Imt  2  Paar  oiitgogcngesetzte  Werte, 
dencu  zwei  convoxe  und  zwei  coucave  Acsto,  wie  l'ig.  3.  zeigt,  ent- 
sprechen. 

II.  Bei  der  Ellipse. 
Wir  gehen  von  der  Gleichong  der  Ellipse 

,«±^y««-5i 

ans,  und  erhalten  daraus  nach  der  allgemeinen  Formel: 

y  =  ±  ^  y i  |/^^  y V  {x -  vY  (7) 

Wir  bctrachteu  zwei  Spcciaißille  näher,  nämlich 

1)  wenn  m  «»•  n  ^  0,  und 

2)  wenn  m     0,  n  =  —  a 

ist,  also  wenn  der  gegebene  Punkt  der  Mittelpunkt  oder  ein  Scheitel- 
pankt  der  Ellipse  ist 

1)  w»  =  »  =  0. 
Die  Gleichong  (7)  geht  dann  Aber  in 


y  =  ±  -  y  «8  -      i   - 


(8) 


Fttr  ar  —  0  Ist  y  ±  2ä  nnd  0,  ftir  a;  =  ±  «  wird  y  ebenfolls  ±  a. 
Für  alle  Werte  von  x  zwischen  0  und  ±  a  ergeben  sich  fttr  jr  vier 

Teil  LVIL  so 
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Werte ;  über  1:  a  hinaus  existirea  keine  rut'llen  Werte  für  y.  Den 
Difierentialquotieuteu 

dy  hx  X  (a-  —  b^) 

=  -F  -T7  -"-"^^X 


zur  Et-inittcluug  der  Maxima  uud  Miuima  =  0  gesetzt  uud  mit  deu 
Nenueru  inultit{lioirt,  giebt 

AnfiKeiM  nnd  gehoben,  erbftlt  man 

lüeseu  Wert  in  Gleichung  (8)  eingesetzt,  crgicbt  sieb: 

Pie  Cnrve  hat  demnach  zwei  Maxima  nnd  zwei  Minima. 

0«  am  > 

Aufgelöst  uud  gehoben,  erhält  man 


als  Bestimmang  der  Wendepunkte. 

Um  die  Schnittpuuktc  der  Curve  und  der  Ellipse  zu  tiudeo^ 
setzen  wir: 


worans: 
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Die  Ellipse  wird  daher  von  der  Curvc  vier  Mal  geschnitten.  Wie 
Fig.  4,  5.,  6.,  7.  und  ö.  zeigen,  ändert  sich  die  Contiguration  der 
Gurve,  Mazima  nud  Minima,  mit  dem  Verbältniss  des  Wertes  von 

aib.  So  ist  z.  B.  für  />  =  j  die  Abscisse  des  Maximums  a:  =  ± 
a  I  /2 

für  A  — g  «=:±«^3»   ^  «  —  0,   und  fflr  6 « 2a 

fl-  »  ±  «  ^1       munfigUeher  Wert). 

2)    m  =  0,  w  =  —  a. 

Die  Gleichung  (7)  geht  dann  über  in 


(10) 


Der  leichteren  Rechnung  wegen  gehen  wir  durch  Substitution  x — a 
für  X  auf  die  Scbeitel-Gleicbuug  der  Ellipse  über,  wonach 

y  =  ±5yäfl»-»»±  |/^(2«r-«r«)+»«  (11) 

wird. 

Für  jr  ==  0  ist  y  ebenfalls  0,  fÄr  a;— +2ä  jr=±2a,  fttr  » 
negativ  und  >>2ff  wird  ^  imaginär.  Aus 

erhält  man:  

«  =  -^—tr 

Die  Cnrve  hat  also  ein  Kaxirnnm  and  exa  Hinimiim.  Die  Schnitt- 
punkte mit  der  EUipse  ergeben  sich  ans  der  Oldchnng: 

+  -V^-^  -  -  ^  y25c"=?  ±  |/^,  (2«t-««)+««  (12) 


a 

nämlich: 


(  0 

Die  Curve  wird  also  von  der  EUipse  zwei  Mal  geschnitten,  wie  Fig.  9. 
zeigt 

90« 
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III.    Bei  dem  Kreise. 

Um  die  betreffenden  Formeln  für  den  KreU  zu  Bnden,  haben  wir 
nnr  a  —  h^r  za  setzen,  doch  müssen  die  Differentialqooticnten  noch 
ein  Mal  entwickelt  werden. 

Die  Haaptgleichnng  ist 


|f  -  ±  Vr»— ±  V(yr«— (^5— n)«  (13) 

1)  Wird  der  Mittcliiiiidit  als  der  gegebene  Punkt  angeuoramei, 
SU  geht  die  Gleichung  über  in 

y  =  ±  Vr« ±  r  (U) 
Für  «  —  0  ist  y  —  ±  2r,  für  os  =  ±  r  jf  ebenfalls  =  ±  r. 

gesetzt»  giebt: 

r  f 

Die  Ordinaten  für  die  Schnittpunkte  sind  »  »  ±  g  y  ±2' 

Die  gesuchte  Curve  Ist  also  ebenfUls  eine  Kreislinie  and  zwar  be- 
steht sif^  aus  zwei  Kreisen,  die  sich  im  Mittelpunkt  des  arsprflng- 
liehen  Kreises  berühren,  und  ebenso  gross  sind  wie  dieser;  siehe  Fig.  7. 

2)  Wird  ein  Punkt  der  Peripherie  gewählt,  so  ist  die  Gl^chnig 

y  —  ±  yäri^«  ±  y  sSi  (15) 
Für  «  —  0  ist  y  auch  »  0,  fOr  «  =+3r  ^  =  ±  2r.  Aus 

findet  man: 

Die  Ordinateu  für  die  Schnittpunkte  der  Curve  und  des  Kreises  sind 

3  r 
«  —  +  2»-,  y=-±2V^- 

Fig.  9.  zeigt  eine  der  eben  bestimmten  Gorre  Ähnliche. 

« 

IV.    Bei  der  Hyperbel. 
Ans.  der  Mittelpnnktsglcichung  der  Hyperbel  erhalten  wir: 
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yi  -  ±  ^  V;!:-  —     X  >  '(7- + («—n)«  (16) 
Für  m  =^  n  —  0  gesetzt,  gebt  die  Gleichuug  Uber  iii 


y  «  i:  -  >V-a«  ±  )/  -  (17) 

Für  ;c  =  0  wird  y  imaginär,  desgleicbcn  für  alle  Worte  zwischen 
0  und  ±_a.  Für  !r  =»  ia  wird  y  ebenfalls  +«;  ist  x  >■  «,  so  er- 
halten wir  vier  Werte  von  y  für  den  poBitiven,  und  vier  für  denselben 
negativen  Wert  von  r.  Setzt  man 


BO  kommt: 


and  dafür 


+6« 


Die  Corvo  hat  demnach  zwM  ICaxima  nnd  zwei  Minima.  Znr  Be- 
stimmnng  der  Schnittpunkte  setzen  wir: 

woraus: 

«-.4-1/  ""^"'^^ 

Für  dicsou  Wort  wird 


Es  darf  ilalicr  n--\-ir  weilcr  gleich,  uoch  kleiner  als  nVj^  werden, 
weiiu  noch  Schuittpuukte  orhalten  werden  sollen,  wie  die  Fig.  10. 
und  11.  zeigen. 

Aas  den  Gleichungen  zur  ßestiinmuug  der  Schnittpunkte  der  ge- 
suchten Curvcn  und  der  Kegelschnitte,  also  (3),  (5),  (7),  (12)  und  (18), 
lassen  sich  mit  Leichtigkeit  die  Seit'*u  doe  ein-^rschi-iehenen  gU  ich- 
scMtigen  Drv'iecks  in  den  Kegelschnitten  berechnen.  Die  EnttVrnunjL'en 
ilos  gegebenen  Punktes  C^«)  von  den  Schnittpunkten  sind,  sobald 
tierselbe  in  der  x  Axe  liegt,  einander  gleich  und  gleich  der  Ent- 
fcmuug  der  Schnittpunkte  von  einander.   Ks  bilden  also  diese  drei 
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Pulikto  die  Eckpuuktc  des  gosuchtcü  Dreiecks  uuU  ist  die  Seite  gleich 
der  doppelten  Ordinate. 

Die  symmetriBchen  Schnitte  der  GurreQ  (y)  und  (jf,),  in  der  Figur 
bezeichnet  dnrch  bilden  nnn  mit  P  jedesmal  ein  gleichartige» 
Dreieck.  Wir  haben  also 

I.  Fttr  dio  Parahel 

a)  wenn  der  Breonpuiikt  ein  ii^ckpimkt  dieses  •Dreiecks  FAJi  ist: 

»-p(j±y8)    nnd  y-pJ/j±V3. 

Die  Seite  des  eingeschriebenen  gleichseitigen  Dreiecks  mit  ;5  beaseich- 
net,  ist 

Wir  erhalten  also  vom  Brennpunkt  aus  zwei  gleichseitige  Droiecke 
Aber  den  Selten 

-{J  =  2|)j/J+V3   oder   =  3,705 

und  »2^^/^  —  1/3  oder  »p.0,027.  Siehe  Fig.  12. 

b)  wenn  der  Scheitelpunkt  dn  Eckpunkt  ist 

oder  •»  p.3,464.  Siehe  Fig.  12. 

ü)  weuu  der  Anfangspunkt  ein  Eckpunkt  ist 

Wir  haben  also  wiederum  zwei  Dreiecke: 

5  — ijVö  — V24  — p.0,031,  und 

5  =  p  Vö  +  y  24  —  p .  3,146.  Siehe  Fig.  12. 

n.  Fflr  die  Ellipse, 

wenn  ein  Eckpunkt  des  eingeschriebenen  glcidiseitigeu  Dreiecks 
i|i  einem  der  vier  Scheitelpunkte  liegt: 
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an 


—  1/  ö'^'-^  '  2aA^V3 

Für  die  Dreiocko  uns  den  Scheittlpuuktcii  dvr  kloiuen  Aclise 
braacbcu  die  Werte  vou  a  und  />  nur  vertauscht  zu  werdcu,  also 

Es  lassen  sich  also  von  den  vier  Scheitelpunkten  aas  vier  gleich- 
seitige Dreiecke  in  die  £llipse  einschreiben,  von  denen  die  entgegen* 
gesetzt  in  derselben  Achse  liegenden  einander  g^eieh  sind. 

Ist  a  ^  so  wird  a-  =  a,  y  =      also  S      ^h.    Die  beiden 

Dreiecke  au  der  grossen  Achse  haben  also  die  kloine  Achse  gemein- 
schaftlich, Fig.  14.  Die  beiden  Dreiecke  au  der  kleinen  Achäe  haben 
dann 

5  =  61/4,31. 

Ist  al>Äy'3,  80  berOhren  sich  die  Dreiecke  an  der  grossen 
Achse  nicht,  ist  a<:^Ä»y3,  so  greifen  sie,  wie  die  der  kleinen  Achse 
über  eiuauderj  Fig.  13,  15. 


IlL  Fttr  den  Kreis, 
also  a  =  6  —  r  ist  fUr  jeden  Punkt  der  Peripherie 

IV.   Für  die  Hyperbel, 

a)  wenn  ein  Eckponkt  des  pp.  Dreiecks  im  Mittelpunkt  liegt,  ist 

1/  'd^^l^-^fr^ 

und  für  die  gleichseitige  Hyperbel,  wo  a  6, 

* 

b)  wenn  ein  Eckpunkt  des  pp.  Dreiecks  im  Scheitelpunkt  des 
Hyporbclasteä  liegt 
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Im  Falle  ad  a)  iiiuss  «  <^  \/  3,  ad  b)  muss  a  >►  6  y  3  sein,  weim 
eiü  pp.  Dreieck  möglich  werden  soll,  Fig.  16,  17. 

Ist  a»^y3,  so  fallen,  weuu  der  Eckpunkt  im  Mittelpunkt  der 
Hyperbel  liegt,  zwe»  Seiten  dfos  pp.  Breiecks  mit  den  Asymptoten 
zusammen  und  es  ist 

y.  Die  gerade  Linie. 

Wir  liabeii  als  Grundgleichung  der  geraden  Linie 

Dai'aus  ergiebt  sich  als  Gleichung  für  den  geuiuetrischeu  Ort 

-  {cu  +  h)  ±  VC*  — m)2-H  (.7u-  +  />)  - (1) 
welche  entwickelt  lautet: 

y«_a;«  — 2oa-i^— 2Ay+a;(2w+2r/,i)  +  2/>n  — m^— =  0  (2) 
das  ist  die  Gleichung  einer  gleichseitigen  Hyperbel. 

Für  m  =  n,  tüi  «  =  ü  und  »*  =  »  =  ü  gehen  die  drei  Grand- 
gleichungen Uber  in: 

a)  y  =  (00-  + A)  ±  ix:^{a^-\-l)~jc{Ia  u—  2üä)  + n«  — 2u Z  +  Z»=f. 

b)  y  =  (üx  +  h)  ±  y7^(,,^4:i)— ar(2m— 2a&)  +  f»«  +  ft« 

c)  y     (aas+b)±  ^^(a^+D+^ahx+H*' 

Von  diesen  3  Gleichungen  ist  diu  Gl.  c)  für  b^O,  d.  l 

keiur  llyi>erb«.'l  niclir,  soiulcni  dii'  Glficliunif  d«T  f;fra<l('n  Linie.  Geht 
also  die  gegebene  Linie  durcli  di-n  Nullpunkt  di'S  Coordinatensystems 
und  ist  der  feste  Punkt  eben  dieser  Nullpunkt,  d.  h.  liegt  dvr  ge- 
gebene feste  Punkt  in  der  gegebenen  geraden  Linie,  su  besteht  der 
in  der  Aufgabe  gesuchti;  geometrische  r)rt  in  zwei  gcralju  Linien, 
welche  sich  in  dem  gegolHtueu  festen  Punkte  schneiden. 

Es  erül)rigt  noch  die  foordinaten  des  Mittelpunkts,  «len  Winkel, 
den  die  r  Achse  mit  der  llyperlxhiclise  liildci,  und  die  Lange  der 
letzteren  fUr  die  gefundene  gleichseitige  Hyj>erbel  zu  iiereelmeu. 

Um  nicht  mit  zu  langen  Fermeln  operiren  zu  mftssen,  und  da 
man  immer  das  Coordinateusystem  auf  den  gegebenen  festen  Punkt 
verlegen  kann,  so  dass  m    »    0  wird,  nehmen  wir  die  Gleichung  c) 
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als  Ausgaugägleichuug  fUr  obige  Opciutioacn. 

Znvor  sei  bemerkt,  dass  unter  „correBpondirenden  Pank- 
tcn  an  d«r  HyperbeP  solche  verstanden  werden,  welche  dioselbon 
Werte  der  Ordiuaten  und  Abscissen,  aber  mit  umgekehrtem  Vorzei- 
chen besitzen.  Daraus  folgt,  dass  die  Verbindungslinie  zweier  cor- 
respondirenden  Punkte  durch  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel  gehen 
und  in  letzterem  halbirt  werden  muss. 

Bestimmt  man  nun  für  eiue  beliebige  Lage  der  Hyperbel  die 
Uaxima  und  Minima,  so  sind  diese  correspondirende  Punkte.  Aus 

Ö  —  ^  .         ^{a  -\  1  )  +  2«/>  ^ 


ergiebt  sich: 


üb     .      üb         \  ^ 


2ab 

Den  Wort  «  =  —  S«+T     ^  Gleichung  (7)  eingesetzt,  gi^  bt: 


oder: 


1'  =  -Sl{.i+Aj.* 


H-1 


Für  ir  — 0  whrdy  — ^  J  J^' 


Wir  haben  demnach  als  Maximum  und  Minimum  und  correspon- 
dtrondo  Paukte  die  durch  die  Abscisseu  und  Ordinateu 

'Iah  '2h 
x^<\y^K)  und  j-     —  !l  =  +  ä*4>  1 

bestimmton;  sich«  Fig.  2. 

Da  ibT  :\Iittrliuiiilvt  .|<T  Hyi>i«ib-1  <lio  Vt'rbiiidiiu.iislinii!  l)i'i(bT 
Punkto  halbirt.  so  hat  (U  rsclbe  zui"  Aiiscissc  und  Ordinate  die  llülfte 
der  Worte,  als  der  Minimalpuukt,  nauiiich 

ab  .  b 
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Veilugeii  wir  das  Coordinatcusystciii  nach  dein  Mittclpuuk  der 
üyperbcl,  so  rnUssou  wir  iu  Gleichung  (3)  statt  x 

'"«Hl 

nnd  statt  $ 

setzen.  Wir  bringen  /«uoi'st  Gleichung  (3)  auf  den  Ausdruck: 

uud  erhalten  dann: 

-2*(H-„-4:i)«o 


(4) 


Aufgelöst  und  gehoben,  geht  die  Gleichung  (4)  Uber  in 

Wir  habeu  nun  zunächst  den  Winkel  zu  berechnen,  um  den  da§ 
Coordinatensystem  gedreht  werden  muss,  damit  die  y  Axc  mit  der 
grossen  Axc  der  Hyperbel  zusammenflUlt  Wir  haben  zu  dem  Zweck 
in  Gleichung  (ö)  zu  setzen: 

p  —  <sinl^-|-iico8^, 

Wir  haben  dann: 

(<8iu^+uco8^)^— (tcos^— ttsin^)^— 2a(<siu^-|-uco8^j.(<co8<> — «sind) 

Aufgelöst  und  die  Gleichartigen  zusammongczogcu,  gicbt 


«"•(sin^-  co8<»— a8in2i^)+ii>(oo8^  -8inS»H-a8in2^) 

+u*.(2sin2^— 2acos2d+2a8in2i»)  — =  0 
In  dieser  Gleiehnug  (6)  muss 

it<(28in2^— 2aG08^d+^a8in^^)  —  0 

werden,  und  da  es  2ut  uicht  werden  kauo,  so  muss 

8in3^-a(ooB«»-8in«»)  —  0 
werdeP;  woraus:  ' 


16) 
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Drclu'n  wir  also  das  Coürdinatensysk'ins  um  die  Hälfte  des 
Wijikels,  den  die  ursprüuglich  gegebene  gerade  Linie  mit  ihrer  x  Axe 
inaclite  (siehe  Fig.  2)  so  fällt  die  y  Axe  mit  der  grosseu  Axe  der 
Hyperbel  zasammeiL 

et 

Setfiou  wir  ^  statt  ^  iii  die  (jleieliiuig  (6)  ein,  so  erhalten  wir: 

— ^^^.COB«  (7) 


(«»+1)1 

Ans  diesor  Gleichtuig  erhalten  wir  die  Länge  der  Azon,  wenn  für 
y  =  0  der  Wert  von  st  entwickelt  wird,  woraus 

X  =  6(cosa)i 

Die  Liluge  der  Axo  vou  einem  Scheitelpunkt  der  Uyperbel  zum  au< 
dem,  iat  also       «  v  ^t» 

Daraus  folgt  nachstehender  Satz: 

Wenn  man  von  einem  beliebigen  festen  Punkte  in  der  x  Axe 
eines  rechtwinkligen  Coordiuatensystenis  nach  allen  Punkten  der  »j 
Axe  Verbindungslinien  zieht,  und  ans  den  Punkten  (U-r  y  Axe  Paral- 
lelen mit  der  x  Axe  gleich  den  entsprechenden  Verbindungslinien,  so 
bilden  die  Endpunkte  dieser  Paralbden  eine  gleichseitige  Hyperbel, 
deren  Axe  (2^0  gleich  der  doppelten  Entfernung  des  gegebenen  festen 
Punktes  von  dem  Schnittpunkt  des  Coordiuatensystems  ist;  siehe  Fig. 3. 

Ausgenommen  von  der  Wahl  der  Punkte  ist  der  Schnittpunkt  der 
Coordinaten,  welcher  nach  demselben  Ver&hren  die  Asymptoten  sn 
der  gleichseitigen  Hyperbel  liefert 

Alagdebuig,  im  Sommer  1872. 
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JBaim  Leber  iJannonikaitn  im  Dreitck. 


XIX. 

Ueber  Hannoiiiluileii  im  Ihreteck. 

Von 

Emil  Hain. 


Ist  pa  die  Nunmilr  ciiu's  Punktes  P  aul  dio  Scito  n  des  Drei- 
eckes ABC^  bü  ist  die  Gleicliuiig  vou  PA 

wo  xc  den  Xunnaleii  irgcud  eines  Punktes  der  PA  auf  die  Seiten 
//  und  <•  ijioportioual  sind.  Die  Gerade  PA  trifft  ßC  in  A'.  Die 
Gleicliuug  vuu  B'C'  ist  daun: 

ar»  ,  Xc     sr«  ^ 

pft     ;'c  ]h< 

denn  8i(!  gelit  durch  den  Punkt  B\  den  Schnittpunkt  der  VB  und 
^C,  bostimnit  durcli  die  Gluicbongon 

 «.0,   n  —  0 

pe  pa 

and  durch  den  Punkt  C,  den  Schnktpunkt  der  Goraden 

—  «0,    rf"«  — -  ü 

Pa  pb 

Die  B'C  schneidet  BC  in  einem  Punkt      desBen  Gleichungen  rind: 
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wonuis  folgt,  dass     eis  Punkt  der  Geraden 

pm  *  pb  *  pe 
•  « 

igt  Zugleich  liegen  in  dieser  Geraden  anch  die  Punkte  C^. 
Weil  non  die  Ponktreihe  A^A'BC  harmoidscli  ist,  so  nennt  man 
diese  Gerade  die  Hannonikale  des  Punktes  P.  Ist  nun  P  ein  Sym- 
metriepnnkt  des  Dreieckes,  so  ist  seine  Hannonikale  eine  Symmetrie» 
gerade  des  Breiedtes.  Fallt  z.  B.  P  mit  dem  Schwerpunkt  zusammen, 
m  ist  dessen  Harmonikale  die  aneudlicb  outferate  Gerade  in  der 
Kbene  des  Dreieckes. 

IL 

Die  Entfernung  des  Höhenpunktes  Ton  seiner  Har- 
monikaien ist  zu  bestimmen« 

Hier  ist  p«  ^  2rcos|5cosy,  wenn  a,  j5,  y  die  Winkel  und  r  den 
Umkreisrarlius  des  Dreitn-kes  bezeichnen. .  Demzufolge  ist  die  Glei- 
chung der  üarmonikalen  des  Höhenpunktes: 

Nun  ist  nach  den  Formeln  für  trimetrisohe  Coordinaten  der  Abstand 
des  'Punktes  xu  von  der  Geraden: 

gegeben  durch: 

Sa^wg'  

y  ^äj^—JIa^bi coay 

Hier  ist: 

Za^xm  =  £costt.2rcos/)cos/  =  6r/ZcOStt 
Ztti*  =  £oosa*  =  1— 2ncoscr 
2£ »1^1  cos/  »  6i7co8ft 

Die  ZV  bestimmende  Entfernung  hat  demnach  zum  Ausdruck: 

SHcosg    8^ 

Vi— Silcos«'*^  ~~  V>(>— 40)*'' 

wo  F  den  Flfteheninhalt  des  Urdreieckes  und  0  den  seines  Höhen- 
fnssponktdreieckes  bezeichnet  / 
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Die  Harmouikale  dos  Iiikreiscentrums  steht  seak- 
recht  auf  der  Centrale  des  lu-  und  Umkreises. 

Fttr  das  InkreiBcentiiim  J  hat  man  pa^Q-  Die  HannoDikale 
?0D  J  hat  also  die  Gleiehiing:  £«u  —  0. 

Die  Normale  des  Umkreitoentnima.  ü  ua£  u  Ist  rcoa«. 

Die  Verbiuduugsgerade  zweier  Punkte  ^»^a  hat  die  üleichuDg: 

Somit  ist: 

ÜJ=  £xa(CX)8ß  —  C08y)  —  0 

Sollen  nim  zwei  Gerade 

£0^X0  =  0    uiid    £agXa  =  0 
eimuider  soDkrecht  sehneideii,  so  mnss  sein: 

Hier  ist: 

SüiOt  ^  £(cos^— cos/)  =  0 

£(ajbf+afbg)COiBy  =  X(C0B/?— C08a)60Sy  »  0 

womit  die  aulgestellte  Behaaptaug  bewiesen  ist 


IV. 

Das  Rechteck  ans  dem  Perpendikel  vom  Inkreis- 
centram anf  seine  Harmonikale  nnd  dem  Abstände  der 
In-  nnd  Umkreiscentra  ist  dreimal  so  gross  als  dss 
Rechteck  ans  In-  nnd  Umkreisradins. 

Ist  e  das  Pcrpcnilikel  von  J  auf  seine  liarmouikale,  su  ist  nsch 
der  in  II.  gebrauchten  Formel; 

£  Gitta 


Vi«,»— 22^0,4,  cosy 

liier  ist: 

ir^  »  1 ,  xn  ^       £aia!a'  =  3p 

Alses 
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Vr»— 2r^ 


und 


V. 

Et  ist  der  Flächeninhalt  des  Dreieckes  zn  bestim- 
men, das  Ton  den  Harmonikaien  des  In-  und  Umkreis- 
eentrnms  nnd  des  Höhenpnnktes  gebildet  wird. 

Die  gesuchte  Fläche  sei  Die  Gleichuugeu  der  drei  Uarmo- 
lükftleu  sind: 

Das  vou  den  drei  Geraden: 

gebildete  Dreieck  hat  zum  Flächeninhalte  den  Ausdruck: 

«i  *i  <^  • 
BrF*  «9  Cf 


«2 

0, 

h 

A 

h 

0 

a 

b 

b 

e 

Sind  femer  xaaXbastca  bzhw.  die  Normalen  von  A\  U\  C'  auf  o, 
so  ist: 

I  Xam  flW  tfW 

2F 


A  A'B'C 


Xbn  TIA,  Tbe 


Demznfolge  ist: 


i  acta  ote^  arct  ] 


WO 


D  — 


III 
cos«       eos/l  oosf 

cos/loos]f  eos/oos«  cosacos/l 

III 
eos«    cos/f  cosy, 
übe 
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Hain:  UAer  BanumiktJm  im  Dreiede, 


Cosa  COBj)  008/ 

/>2  =  cosßQmy  cosycoBcr  eoBacoBß 
a  b  e 


cos/?  COS)'   COS/ cos  o   Cosa  cos/} 

1         1  1 

a  b  e 


Nun  ist: 


r 

2F 


9 

rCOScr 


9 

rcosß 


9 

roos/ 


also 


\2rcoBßeMY  2^eo8/co8a  2rco8aooB/}i 


Aehnlich  lassen  sich  DiD^D^  aasdrflckoii ,  wenn  wir  den  Punkt, 
dessen  Coordinaten  abe  sind,  berttcksichtigeb.  Es  ist  dies  der  toi 
Grebe  (Archiv  IX.)  untersachte  Punkt  Dezeichnen  wir  ihn  mit 
so  ist,  weil  Ar  ihn 

9irF 


'2F 


9 

rcostt 
2aF 


9 

rcmß 


9 

rcosy 


Dt 


r 

27' 


r  cos  a  r COS  ß 

2rC0S^C08y  2»*C08yC08tt 
2aF  26F 


r  COS  y 
2rC08«C0S|3 

2:a> 


2/'  COS  ß  ttos  2r  cos  y  cos  a  COS  o  cos 

P                ^  ff 

2al^            2ftF  2cJP 

£a>  ^ 


2r«p 


Also  ut; 


Hain:  tMur  Hamtm^eolen  m  Ihr^etk. 

Nach  Snbstitiiirang  dieser  Werte  erhalten  wir  dann: 

Wien,  den  2.  >ioYember  1874. 
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Hain:  VtrMddedem  Sättt  ühtr  da»  Dniuk 


XX. 

Temliiedene  i^Ue  ülH)r  das  Dreieck. 

Von 

Rmil  Hain. 


I. 

Das  Dreieck  aus  den  Mitten  der  Höhen  eines  Drei- 
eckes hat  zum  Flächeninhalt  den  Ansdrnck: 


F. 


16r> 


wo  6,  r,  F  Seiten,  Umkreiflnidins  nnd  Flächeninhalt  des  Ü^ 
dreieckee  beKeiehnen. 

Ist  ///«  die  Mitte  der  Höhe  auf  n  der  Gegenwinkel  dieser  Seite 
nnd  sind  die  Normalen  von  auf  4#,  6,  ü  besiehnngsweise  xm,  sa 
Am,  so  findet  man: 

FF  F 
Nach  den  I'ürmt'lu  für  trimetrische  Coordinatcn  ergiebt  sich  daun; 

itaa    Xiih  Tue 


abe 
BF» 


Xba  XiA,  Xbc 
OiM    0et  S^ee 


F 
8 


1      001/  COSjS 

cosy     1  Cosa 

eOBß   COBCr  1 


^  (1  +  2  Ucos  «— £  cos 


Weil  nun 
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-^cosa-^-f-^I/cüS  o  =  1  uud 


8o  ist  also: 


dHaHkUc  —  F.  =  ~^,nco^tt. 


woraus  sieb  auch  der  Satz  ergiebt: 

Das  Breieck  ans  den  Mitten  der  Höhen  eines  Drei- 
eckes  ist  viermal  kleiner  als  das  HOhenfnsspnnktdreieck 
des  Urdreieckes. 

U. 

Verbindet  man  die  Mitte  ciuer  je»len  Dre ieek soito 
mit  der  Mitte  der  zu^^ehorigon  II(»lie,  so  schneiden  sieb 
diese  drei  Geraden  in  einem  Punkte. 

Ist  A'  die  Mitte  der  Seite  ü  und  sind  p»«^  j^"^'*  P'*^ 

die  Konnalen 

von      anf     ^  c\  so  erhält  man: 

^  F  F 

Die  Konnalen  von  ifa»  der  Mitte  der  Höhe  anf  0,  seien 

pnr'.  Die  Olei^nng  der  A*Ha  in  trimetrischen  Coordinaten  ist  dann: 

•  (ccos^ — Acosy)aPa+Äar4  —  ex«  «—  ü 
Wir  haben  also: 


A'  Ha  ^  ^^-^p^ara+*arb— -cace 


Man  hat  aber  fttr  den  Flächeninhalt  <P  des  von  drei  Geraden 
gebildeten  Dreieckes  den  Ansdmck: 
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0 


«?2 

"9  h  ^ 


\  "t  *i  *•!  i 

\  a  h  c  \ 
In  unserem  Fall  ist: 

'      *«  «V» 


l         h  ^  ] 
«j,  /a,  ^3  !  .  .  a,  //,  Cj  j 

II  &  c  I    \  a  b  c 


n 


—  e 


0 


I  «1  *i 

flj 

a  h  e 


— e 


I 


I    +«,      +ft  +^ 


Vors('li\vin«l(*t  eine  (Ut  Dctcnniuaiifen  dos  Nt'iiiuTS  im  Aiisilruck 
(Ji\  so  /eint  dios,  dass  zwei  (Ut  Gcrudoii  A' If„  einamlcr  paralli'l  sind. 
Für  den  iiiöj^dirlicn  Fall  also,  dass  die  Suiiinio  der  lUtiuadratcn  /.wy-wr 
Divicrksttitoii  glricli  i^t  dem  Biquadrat  der  dritten  Seite,  wini  0 
iiielit  Null  uud  es  erleidet  die  aufgestellte  üoliauptung  iu  dieser  Be- 
ziehung die  augcdeutetc  Muditicatiou. 


m. 

Wird  jede  der  Seiten  eines  Dreieckes  in  drei  gleicke 
Teile  geteilt  und  jeder  Teilnngspnnkt  mit  der  Oeges- 
ecke  verbunden,  so  bilden  diese  Transversalen  ein  Seeb- 
eck, dessen  Seiten  ihnen  proportional  sind,  und  in  wel* 
chem  sich  die  Verbindungsgeraden  der  Oegenecken  is 
einem  Punkte  schneiden. 

Auf  den  Seiten  eines  Dreieckes  ABC  liegen  der  Reihe  nach  die 
Punkte: 


Digitized  by  GoogI( 


£fot»:  Vertehiedene  Hitze  über  da»  JJrtitck,  325 

B  Ah  C 

'  C   Ba    Bc  A 
A    Cb    Ca  B 

uud  zwar  so,  dasb: 

BAc^AcAh^^AkV^^'^ 
Cßm  -  Baßc  —  BeA  =  | 

via  —  aoi  —  GiÄ  — 

Der  Darcbschnitt  von  BBc  und  ca  werde  mit  A^  der  von  Bi9<i  und 
CCa  mit  bezeichnet.  Wir  babou  dann  das  Sochsock  A^AjBiB^ 
C,  C«,  für  welches  die  obige  Behauptung  zu  erweisen  ist 

Zunächst  wollen  wir  zeigen,  dass  sich  die  ücradcu  in  ciiiciii 
Paukt  trcttcu. 

Es  sei: 

Wiukti   liAA^  =  d,    6V1J,  ~       /LI,  —  x 

80  ist: 

JBAAi+JBeAAt=^^IBABe 
JdAAt+dC  A^i  ^JCACh 

woraus  folgt: 

b  c 
sin  4-)- gassine  =  ga;sind-f»^«B8iue 

sin  S  h 
sin  e  e 

d.  b.  die  Geraden  AA^  sclincidiiu  sicli  in  einem  l'uulvt. 

Betrachten  wir  nun  den  Schnittpunkt  A^  der  Transversalen  BB„ 
CC«,  und  setzen  wir: 

Winkel  BAA^  -  ö\    CAji^  =■       AA^  ^  »j 
so  erhalten  wir: 

/IBA  J^j  -f-  /       /l.ljf  ^  J  /^a 

JCaAA^-^-  /IC  AA^  =  JC'Aaa 

*2fß  2 
cysind'-i-  ^  ^sint'  «■  jcysiud'+iysin«' 

sin  d'  b 

sin  e'  <r 
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weshalb  nch  auch  die  Geraden  AJ^  in  einem  Ponkt  schneiden.  Nim 
ist  aber 

,  ,        X'  I    -     sind  smö' 
'  '    '    sm  e     sin  r 

also  auch: 

d  =  ö\     £  = 

Es  trufi'eu  sich  deuiuacL  auch  die  Geraden  in  einem  Puukt. 

Um  imu  dcu  auderii  Teil  des  aufgcstellteu  SatEes  ZU  beweisen, 
betrachten  wir  zuerst  <las  Dreieck  ABC  mit  den  Transversalen  BBe 
and  6'6^  die  sich  in  treffen. 

Weil  jiA^BCc*odA^BcC^  so  gelton  folgende  Gleichnngen: 

Ai  Bt     .      A^  Ch 

ä^b"^^  A^C 

Ai^e         .  Cb 

BBc  ca 


oder: 


AiC\=  \  CCb,       C  =  4^  CCb. 
Ziclicu   wir  iiuii  im  Dreieck  ABC  die  Transversaleu  BBn  niui  (Ca 
mit  ihicm  Schuittixmkt  A^,  su  ergibt  sich  in  Folge  der  Achnlicbkeit 
der  Dreiecke  A^JiC  und  A^BnCni 

A^Jiii  ^      ^1.1  (Jii 

.  A^B  3      A^  (J 

A^Bit  ^      A^  Cu 

BBa  5  "  ÖÖT 

A^  3  ^IgC 


oder: 


5  CC 


A^B„  =  ^y^i^,,,  A.B  =-  7?/^., 

-Ij  6«  =  i  6(4,  AfC=:lCCm 

Die  Transversalen  CCt  nnd  BBa  schneiden  sich  in  Af,  CCa  nnd 
aAc  in  -ö|. 

Somit  ist: 

AtBi=zBiC^AtC 

Weil  aber 

so  üibalten  wir  schliesslich: 

A^B^  =  f  eCi  «  1*« C'Ci. 

Wien  den  ö.  üctober  1874. 
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XXI. 


MiscelleiL 


1. 

AofgalN)  ab«r  berttlireiide  Kreise. 

Ctegeben  sei  ein  Dreieck  A^a^a^.  Ans  den  Ecken  als  Mittel- 
punkten beeckreibe  man  Kreise,  ivelcho  sich  wechselseitig  berflhreu. 

Die  Süite  A^A^  des  Dreieckes  l)tzeicliucu  wir  kurz  «3,  ebenso 
AßAi  =  a^.    Die  Halbmesser  der  gcsocbteu  Kreise 
''19  '19  H\  Bedingung  ist 

wo  c  =»  +  1,  je  nachdem  sich  die  Kreise  von  aussen  oder  von  innen 
berühren.  Es  ist  klar,  dass  entweder  alle  c  positiv  sein  müssen  oder 
eins  positiv  und  die  ührigcn  negativ,  woraus  vier  Losuugeu  sich  ergeben. 

Da  stets  unter  unser  Auualime 

l   et  0 

1    <^  =2 

0  1 


0 


ist,  so  ist 


••1  =  * 


«3  Ö 

«1  1  Cs 
iitO  1 


II   ri,  0 


1 

Ü  1 


Ci  (Ii 


«1 


.  c,  0  «,  j 


Sind  alle  e  positiv,  so  ergiebt  sich  uns  der  bekannte  Ansdmck 

aus  welchem  die  Weite  für  und  r,  durch  cyklische  Vertanschuug 
des  Indices  sich  ergeben.  Karl  Zahraduik. 
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MiteeUen. 


2. 

Beispiel  eiuer  einseitiiren  Flftelie» 

Die  cbeue  Cnrve,  welche  bei  Yariation  tob  «  Punkt  mit  dei 
rochtwinldigeii  Coordinaten 

z  =  sinn  {eeoBo — (f£-|-«co8tt)siut;| 

ui-zengt,  veräudcrt  sich  mit  t>  periodisch  derart,  dasB,  nachdem  v  m 
lutervall  =  n  dnrcldanfeu  hat,  die  Endcarve  wieder  in  die  Anfangi- 
cuno  fällt,  während  ihre  Aussen-  und  Innenseite  sich  vertauscht 
haben.  Lässt  man  also  die  Cnrvc  um  eine  beliebige  Axe  rotiren,  so 
(lass  sie  gleichzeitig  mit  jener  Variation  eine  Umdrehnng  vollendet 
s(i  erzeugt  sie  eine  Fläche,  deren  beide  Seiten  stetig  in  einander 
tibergeheu,  also  eine  einssig«  Flächenseitc  bilden.  Es  wtbrde  leicht 
sein,  diese  Fläche  noch  anf  niannichfochc  Weise  zu  verallgemeinern. 
Wir  wollen  statt  desstm  unr  ihren  oin&chstcn  Fall  betrachten,  wo 
a  s  »  0,  //  ««  c  »  »  1,  die  «  Axc  Botatlonsaxe,  und  die  Bota- 
Uonsgeschwindigkcit  die  Geschwindigkeit  von  2o  ist  Dann  sind  die 
Gleichungen  der  FläeJie: 

X  =  CUSMC0S2«; ;   y  =  cu8««tiin2tf ;   s  ^  sinu (cost>  — cosusiur; 

Sind  |},  qy  r  die  Richtungscosinus  der  Kormale,  tdudv  das  Flächen- 
Clement,  so  ibidet  mau: 


rt 


Bti  dv  j 

dz  d-  I 
du  Br  I 

Bz  Bz 
Bu  Bv 

Bx  Bx ' 
,  Bn  Bft  I 

Bx  Bit'. 
Bit  Bv ! 

Bi  Bff 

Bu  Br 


S  2(sin^ — cos'mcosM  cos  v 

(cos^  — '  cos*»  sin'o — sin^  oos  2v)  cos  «  sino 


\  [siu*tt —  2(1  "f-  cos^tt)  cos*»]  sin» 

( —  [siii^«         —  3cüS^7i)  siu^f]  cos  u  cos  c 


—  2sin»oostt 


Diese  AusdriU'ke  wcch^vlii  lici  Substitulion  vun  — //,  ^^•'* 
ihrn  Vor/cirlicn ,  wühnjinl  div  von  ./ .  //,  z  unvn  aiulcTt  hk-ibcii.  also 
K«lit  iii  jodciii  Punkt4>  der  Fliiclu'  die  Kormalcurichtung  iu  «iie  e»t- 
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gcgcugesetzte  fiber.  Es  kann  sieh  nnr  noch  frageu,  ob  die  Normale, 
am  dahin  zu  gelangen,  einen  Punkt  der  Unstetigkcit  überschroit^u 
mon.  Sie  kann  nur  omtetig  oder  unbestimmt  werden  für  t  =  0. 
Hier  wird  HssO,  also  «  eine  ganze  Anzahl  Rechte.  Dieser  ent- 
sprechend findet  man: 


8iu2p8inv  :  — Gos2t7  8iutf 

Demnach  verschwindet  i  l'ttr 


»  =  in;    t?  =  0  ( 


alao  nur  in  einem  Doppelpunkt  und  in  2  symmetrisch  auf  der  t  Axo 
liegfiwl(Mi  Punkten.  Auf  jedem  Wege,  der  diese  3  Punkte  vermeidet, 
geht  die  Normale  stetig  in  die  entgfigengesetztc  ikber,  wofern  nur  da- 
bei «  nm  »  wächst  oder  abnimmt 

Was  zunächst  die  Erzeugende 

p     cos»;  »     sinii(coso— costtsinv) 

betrittt ,  so  ist  sie  innner  syimnttiisrii  zur  p  Axe,  und.  wi'uii  r  nou 
U  an  wächst,  anfangs  ein  Kreis;  dann  krümmt  sie  sich  starker  bei 
tt  =  <),  «Tlan'^t  für  /  ==  aresin  y  \  Punkte  der  Nullkrümmung  bei 
u  =  !  jn,  aus  dfuen  weiterhin  j<-  '1  Wen<iepnnktv  hervorgehen,  be- 
stimmt durch  die  kubische  (ileichung 

äCOS'tt— 3C08M-(-C0tt}  —  0 

deren  eine  Wurzel  immer  ^  X  ist  Sobald  v  den  Wert  {%  erreicht, 
triHt  der  eine  Wendepunkt  mit  seinem  Gegeupunkt  in  t»=sO  zn- 
sammen  nnd  wird  hier  ein  Rfickkehrpnnkt  Wftchst  v  weiter,  so  ent- 
wickelt sich  daraus  eine  Schling«*,  die  bestAndig  wächst  nnd  filr 
\n  dorn  andern  Teile  der  Curve  .congment  wird,  so  dass  die 
ganze  die  Form  8  hat  Von  da  an  vertauschen  die  beiden  Teile  der 
Cunre  ihre  Phasen  und  durchlaufen  sie  umgekehrt.  Der  Abstand 
beider  Scheitel  vom  Anfisugspunkt  bleibt  beständig  -=  1. 

Hieraus  folgt  für  die  Fläche,  <lass  sie  von  den  Ebenen  der  j-if 
nnd  tjz  symnn'triseh  fieteilt  wird.  Die  Srliuitt*'  beider  sind  Doppel- 
liuion,  der  der  erstem  ein  Kreis  vom  Radius  X  um  den  Anfaugspunkt 
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in  welchem  sieh  die  Fläche  selbst  berOhrt,  der  der  letztem  dks 
genaiiiite  Corvo  mit  dem  Rflckkehrpankt,  in  welcher  sich  die  Flftche 
idiBeidet  Im  voraas  bekannt  ist  ferner  die  DuppcUinie,  welche  dsr 
Knoten  der  Doppelschliugo  in  der  xy  Ebene  beschreiben  moas.  Ua 
ftberhanpt  alle  Doppellhiien  zn  finden,  sooheD  whr  die  WertqfsteM 
(ui<<i),  deneu  gleiche        z  cntspredien.  Für  diese  mnaa  aeia 

^  *"  C08*tt, ;    I  — »  tg2t;  =  tg2t?i 

wofcru  uicbt  x  und  y  uuU  siud.   Dem  geuUgeu  diu  Werte: 

»1  ■=  «,   n — t»,   n-^Hy  2iK— « 

Mit  Rücksicht  auf  die  Vorzeicheu  von  x  und  y  lassen  sich  diese  nur 
folgendcrmasäcu  combiniren: 

-1-  o-  ^ 

«1  =  "  X  ** ;    »1  =    dt  2 

ohne  Beziehung  der  I)oi)pelzeichon.  Das  Doppel/eiclien  vor  u  kauu 
nur  2  ent;,'egeng('s<'t/ton  also  2  identischen  oder  synunctrisehen 
Curveu  entsprechen  i  uehuieu  wir  daher  nur  das  untere  Zeichen. 
Dcoi  eutspricht 

M  -»  8int»(oo8«— coBttun«)  im  ersten  Falle 
»  8inu(=f  sinv  ±  coswoosv)  im  letzten  Falle 

—  —  siu  u  (cos  V — cos  M  sin  v) 

das  ist  entweder: 

sin«  0 

oder  beziehangsweise: 

(cosr  X  siu^')  (1  T  eosi«)     0  odor 
cosv — cosusinv  =»  0 

Die  Doppellinien  werden  demnach  gebildet 

1)  von  den  2  identischen  Kreisen  «s=o  und  uasis  in  dcf 
£bone; 

1t  dW 

2)  Ton  den  2  identischen  Cnnren  v  —     nnd  0  =      in  der 

yz  Ehene; 

3)  vom  geumetrischen  Orte  des  Knotens  der  Krzeogeudcu 
pusu  =  cotr  in  der  xy  Ebene. 
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Uierzu  kommt  uoch  4)  die  «  Axc,  WüU  für  x  0,  jf  —  0, 
t)  allbestimmt  bleibt. 

Die  »weite  dieser  Doppellitiieii,  deren  aieidumgen  sind 
««-0;  y«G08tt;   « =  V2siiiuaiii'2 

oder 

dargosü'llt  iii  Fig.  2.,  hat  W\  n  0  einpii  EUckkehrpunkt  A ,  und 
bei  u  =  ^3  arcsin(2- i3l)  zwei  syimnrtrischo  Wciuk'puukti.'  E,  E'. 
Sie  umschliesst  eiueu  FUicheuraum  einer  Kreisfläche  vom  Ita- 

dias 2— >.   llire  Länge  ist  elliptisches  lutegral. 

IHe  dritte  Doppellinte,  deren  Qleichmigen  sind 

00=1  cotr cos 2v}   y  =  2cos^;   «  =  0 

oder 

dargestellt  in  Fig.  1.,  besteht  aus  einer  Schleife  AFOF',  die  bei 
t'  =  J«,  d.  i.  im  Anfaugspuukte  O,  die  u:  Axe  berührt,  sich  selbst 
bei  ^7t,  d.  i.  m  A  bei  y  1,  rechtwinklig  schneidet,  der  Glei- 
chung gemäss  über  diesen  Punkt  binans  sich  in  2  Armen  ins  unend- 
liche erstreclten  und  die  Gerade  y  =r  3  zir  Asymptote  haben  würde, 
eine  Fortsetzung  jedoch,  die  nicht  zur  Flüche  gehört.  Der  Flachen- 
inhalt der  Schleife  ist  i(7r— 1).  Der  Bogen  ist  elliptisebt «  Inte- 
gral 1.  und  2.  Gattung  für  den  Modul  Vi,  die  Lftnuco  der  ganzen 
Schleife 

-  2y2(ic-ii;-f  i)4-2iog(V2— 1) 

Fig.  1.  stellt  die  Fläche  projidrt  auf  die  Ebene  dar.  Sie 
wird  von  dem  Doppelkreise  1)  omschlossen,  innerhalb  dessen  4  Blätter 
Uber  dnander  liegen.  Die  mittelsten  vertauschen  sich  in  der  Doppel- 
linie AFOF*^  die  2  Paar  äussern  in  der  Doppellinie  2)  deren  Spur 
AOB  ist 

Die  Fläche  besteht  aug  Teilen  von  verschiedenem  Vor/.eicbeu 
des  Krftmmungsmasses.  Bezeichnet  K  das  Product  der  Hauptkrttm- 
mnngen,  so  findet  man: 

2^8«^  —  — l+2C08*tt  +  3C08*tt+(l  — lÖCOS^+ÖCüS^COS^tg© 

—  (15—36008^+ 17  cos*»)co8*»tg«t? 
Hiernach  verschwindet  K  für  2  Werte  vou  tgr,  wouu 

rinHi(eO— 206co8*«+cos*»+60co8«i»+86cos«ii)  <  Q 
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ist  Die  KUmmer  Tenchwindet  nur  fttr  oinoD  Wert  von  cot*» 
iwischen  0  und  1,  nftmlich 

«0  »  0,6291UÜ  Rechten 

and  ist  negativ  ftr 

Beide  Intervalle  entsprechen  nnr  2  symmetrischen  Phasen.  Innerhalb 
eines  jeden  stellt  die  Gleichung  JT »  0  eine  Cnrve  dar,  welche  das 
ungleichartig  gekrttmmte  Areal  der  Fläche  umschliesst  Solcher  Areak 
gicbt  es  4,  die  in  Bezug  auf  die  Ebenen  der  und  der  x$  symoM- 
trisch  sind.  Die  gemeinsame  Projection  zweier  von  ihnen  ist  ia 
Fig.  1.  umgrenzt  von  dor  Curve  AGHJ  verzeichnet  Das  Stack  AGB 
gehört  der  ftussem,  das  Stack  AJH  der  innem  Flftche  an.  Klappt 
man  dies  ebene  Flächenstttck  um  die  y  Aze  um,  so  erhält  man  <Üe 
Projection  AG'HJ'  der  beiden  andern  Areale,  so  dass  die  Areale 
AJ'H  zwischen  den  Arealen  AGH^  und  die  Areale  AJH  zwischen 
den  Arealen  AG'H  liegen.  Die  Durchschnitte  der  Curve  JT  —  0  mft 
den  Goordinatenebenen  sind  bestimmt: 

G  durcli  costt  ==  Vi,   »  =  0,  «  =  Vi,   y  =  0,  «  =  ys 

n 

A  durch  «*  =  Q,    »  =  ^>  a-=:ü,  y=l,  «-»O 

«/ dorcb  cosw ^  — t    »""2*    *    —  f   ^17 — ' 

y  =  ü,    ,  =  

H  durch  a»  <->  1,615  Rechte,         ^,  ^=U,  j^-— 0,ö67,  a-0,91S 

Ist  R  der  Kadiusvector  der  Fläche,  so  hat  man: 
=  C06^ti-|-8in^(coso — costtsiu«)' 

Das  absulute  Maximum  vou  K  tiudet  äU\^tt  lur 

cos«  «s— Igt;  —  i  y^ 

nämlich  in  den  4  Punkten: 

onU  ist 

Der  Punkt  A  ist  einer  von  demjenigen,  wo  <  verschwindet,  daher 
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ist  er  näher  zu  uutersiichün.  Hier  werdeu  diu  vulUtaudigeu  Uitfe- 
rcutiaie 

ae«=  — 2dpi    ^  —  0;  h»^0 

Solange  also  nicht  noü  ist,  giebt  es  nur  eine  einzige  Tangential* 
richtnng,  die  der  as.  Sei  dag^n  «  constant  —  {%\  dann  wird 

ae  =  0;  siniid»;  8« y28in'^(l+2oo8»)di» 

dz 

demnach  verschwindet  ^  in  >4,  und  man  erhält  als  zweite  Tangente 

die  y  Axe.  Wenn  also  ein  Punkt  auf  verschiedenen  Wegen  nach  A 
rftckt,  80  liegt  die  Endrichtuug  der  Normale  immer  in  der  yz  Ehcne, 
kann  aher  fOr  jeden  Weg  eine  andre  sein.  Nur  der  Weg  längs  der 
Boppellinio  r  \n  ist  in  aadorm  Falle:  hier  WM  die  Nonnale 
schUeselicb  in  die  Ebene  y  —  1. 

Um  die  Normale  näher  zu  bestimmen,  setzen  wir  ^  ~  v^-\- 
dann  geben  die  obigen  Ausdrücke,  auf  die  uiedrigsteu  Püteuzeu  von 
u  und  i\  entwickelt: 

Solange  «  und  i\  uueudlich  kein  {gleicher  Ordnung  sind,  fällt  dem- 
nach die  Normale  in  die  yz  Khene  und  variirt  darin  mit  dem  Ver- 
hältniss  n:r,.  Verschwindet  i\  gegen  «,  oder  u  gegen  r^,  so  geht 
die  Normale  stetig  bzhw.  in  die  Richtung  der  z  oder  der  y  Über. 
Da  n  und  i\  über  ()  hinaus  variiren  können,  so  kann  die  Normale, 
nach  dem  verschiedenen  Wege,  auf  dem  sie  nach  A  gelangt,  daselbst 
jede  zur  x  Axe  normale  Richtung  im  ganzen  Umkreise  anni  limen; 
immer  aber  wird  sie  über  A  hinweg  stetig  variiren,  wofern  nur  das 
VcrhiUtniäs  von  uiv^  stetig  variirt 

Ferner  nnd  in  gleichem  Falle  die  2  symmetrischen  Ponkte 
»  — ±j;   »  —  0;   »  =  0;   yssOj   «  —  ±1 

Hier  ist 

avss— dl»;  ^  =  0;  ds  =  ü 

folglich  ipebt  es  auch  hier,  solange  du  nicht  nall  ist,  nur  eine  einiige 

Tangente,  in  der  «  Kichtong.  Ist  hingegen  «  constant  ^±2' 
so  findet  man: 

bx=^0\    2)y  =  +  sinvdt; 

also  ist  die  s  Aie  eine  zweite,  and  swar  gem^nsame  Tangente. 
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Zur  BeBtimmimg  der  Komuile  seien  14==^—«  nnd  v  uneEiDkli 
Uein;  dann  giebt  die  £ntwid»lang: 

^  =  3(1^-«,«);    5«— («t+p)i    rt=— 2«, 

l^d  also  Ml  nnd  v  von  gleicher  Ordnung,  so  ftllt  die  Normale  in 
die  ffM  Ebene  nnd  kann  hier,  je  nach  dem  Wege,  alle  zur  x  Axe  no^ 
malen  Bichtungen  hdien.  Yereciiwindet  gegen  go  Ist  die  fissle 
Richtung  die  der  verschwindet  hingegen  v  gegen  uj,  so  ist  dieselbe 
die  Diagonale  des  Bechtecks  aus  den  Strecken  y  nnd  1 — «  =  2^. 

Hiermit  ist  gezeigt,  ilass  man  von  jedem  Punkte  der  Fläche  bis 
an  demselben  Punkte  jeden  beliebigen  Wog  längs  der  Fläche,  anch 
über  die  8  ausgezeichneten  Punkte,  l)ei  stetig  variirender  Nomiale 
vorfolgen  kann,  und  dass,  wofern  nur  das  Intervall  von  r  ein  l'n- 
geradviclfaches  von  n  ist,  die  Normale  in  umgokobrtor  SU'llung  am 
£ndo  des  Weges  ankommt  Dies  ist  es,  was  die  Kigeuschaft  der 
Einseitigkeit  ausmacht  E.  Hoppe. 


Yolumes  des  solides  eii^endr^s  par  la  r<^Tolntion  des  poljffoa^s 
r^guliers  autour  d'un  de  leurs  cdte». 

Tli^or^me.  Lorsqu'uu  polygone  regulier  fait  uiic  re- 
volutiun  entiere  autour  d'uu  de  sos  cöt^s,  il  engeudre 
un  solide  äquivalent  au  cylindre,  qui  a  pour  base  Ic 
cerole  inscrit  dans  lo  polygone  regulier  et  pour  haujtt'ur 
lo  perimetre  du  polygone. 

D^signons  par  C  ie  cdt6  et  par  A  Papothftme  dn  iKilygone  r6- 
gnlier  qne  noos  supposons  de  n  cdt^  D'apris  le  thtortme  de 
Gnldin,  le  volnme  qn'engendre  ce  polygone  en  tonmaat  aitoar 
d'nn  de  sos  c6t^,  a  ponr  mesure  la  snr&ce  8  dn  polygone  molti- 
pli6e  par  la  circonf^nce  ^nA  qne  d'^crit  le  eentre  de  grsritö, 
c'est-ä-dhre  le  centre  da  polygone.  Or  on  a  la  snr&ee  dn  pol|goM 

<S  =  nC  X       Donc  il  vieut 

F-  «CX  I  X  2»il  -  nC  X  nA*  -  nA*X.nC, 
ce  qu'il  üsUait  promrer. 
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Applteatioiii.  R^presentaat  par  i7  le  rayon  da  polygone  rtgnUer, 
on  troave,  pour  la  Suite  des  premidrs  polygones  rögnliers,  les  Talenni 
saiwtes. 

1^.   Triaugle  i^qailateral,  n=>3: 

Carr6,  n  — 4: 
3**.  Pentagone  regulier,  n^hi 

c-^iH yio--2y5,   Ä  =  T\»cyöo-Höryö; 
i4 «  i/; (y5+i)  =  MV^-f  ioVh 
S  =-=     VlO+2  y5  -  jc«y25+iöy5; 

|«Ä»yö+2y6  =  iC»(6+2y6). 

4*^1  Hexagone  regulier,  /»  =>  6; 

«  • 

5  — iÄ«y3  =  aC^y3i 

5®.  Octogone  regulier,  ?»  8: 

C— Äy2— y2,  Ä«icy4+2y25 

il  -  |7?y2+72  =  i6'(l  +  y2); 
5«  272»y2  =  2C^(l4-y2); 

F—  2»Ä»y4+2y2  —  2»C8(3+2y2). 

6**.   Decagone  regulier,  n  =  10: 

e-  iÄ(y5-i),    Ä  -  i<7(y5+i)j 

j  —  jÄyiö+2y  5  =  KVö+^yö; 

5  =       yio^ 2 y 5     K""' y54-2 yö; 
F  =        y  6  -  i»C«(ö+2  y 6). 
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7^.  Dodicagone  regulier,  »  =  12: 

A  -  tÄ(V6+ V2)  -  K(ji+y3); 

8^.  Peiit6d6cagone  r^galier,  n  «-  15: 

C  =     [Vlü+2  V  5  -  V  3(y  5  -  D],    Ä  =  lay  3  -f  V  :>  -f2  y5); 

^  -  jÄ[y  3yio+^54<Vö--i)]-ictyio+2y 

^'  =  !      V  3(y  5-f  1)  -  V 10-2  V  r>]=r  •/  C^[yiÖ+2y  5+V  3(y  O+D]  ; 

K=  ii»Ä«[yöo+iüy5-y3(yö-i)] 

-  ««c«[yio+2y5+y3(y6+i)j'. 

G.  Dostor. 
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Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analyais. 

Lehrbuch  der  politisoheii  Arithmetik.  Vom  Professor  Josef 
ilaberl.    Wicu  1875.   Wilhelm  Braumüller. 

Wir  glauben  das  genannte  Lehrbuch  als  eine  gediegene  Leistung 
in  der  ohnehin  nicht  sehr  umfangreichen  Litterator  der  politischen 
Arithmetik  begrttssen  zu  können.  Es  zerftUt  in  zwei  Hauptteüe. 

Der  erste  T(m1  umfasst  vier  A})Schnitto  folgenden  Inhalts:  Im 
ersten  Abschnitte  werden  die  Grundlehren  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung in  so  weit  entwickelt,  als  ihre  Kenntniss  zum  gründlichen 
Yerstündniss  und  zur  einfacheren  Durehlührung  der  später  behandel- 
ten Aufgaben,  namentlich  jeuer  über  Capitals-  und  Rentenversiche- 
mngen,  erforderlich  erselieiiit.  Im  zweiten  Abschnitte  werden  die 
einfache  und  zusammengesetzte  Zinsesrechnun?,'  nebst  verwandten  Auf- 
gaben mit  eingehender  Gründlichkeit  behandelt.  >«icht  leicht  wird 
man  in  einem  Hiu  he  übiT  praktische  Arithmetik  den  eben  angeführten 
Gegenstiiud  der  Zinsesreeliiiuiig  so  wohl  geordnet,  so  gründlich  und 
erschöpfend  f)espro(  hen  und  dabei  doch  jede  unnütze  die  Uebersicht 
und  Einsicht  erschwerende  Weitschweiligkeit  vcnniodcn  finden,  wie 
in  dem  in  Kcdo  stehenden  Lchrbuche. 

Der  dritte  Abschnitt  enthftlt  die  Torschiodenen  Arten  der  Rfick« 
Zahlung  angenommener  Capitalien,  somit  die  yerschiedenen  Arten 
yon  SchuldentUgungspIftnen  in  grflndlicher  und  eingehender  Durch- 
flhmng«  vorbehaltlich  die  Gonstmctionen  unverzinslicher  und  ver« 
msslicher  Lotterieanlehen,  welche  im  vierten  Abschnitte  mit  mnster* 
bafter  Deutlichkeit  besprochen  und  wobei  auch  alle  die  ttber  Lose 

TWlLVn.  HdlS.  8 
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steUbaren  Fragen  bezOgUch  ihres  wahren  und  ihres  Hoffiinngawertea, 
ihres  Gewinnes  oder  Verlostes  erdrtert  werden. 

Den  zweiton  Hauptteil  des  Werkes  widmet  der  Verfasser  jenen 
RcchnungsaufKabeu,  die  sieb  bei  Lebensvcrsicberuiigrii  or<:t  b('n  könnon. 
Dieser  Teil  zerfallt  in  sieben  Abschnitte  folj^cndeii  lubaltcs:  D<t  erst»' 
Absrluiitt  enthalt  die  zur  gebörijicii  Auffassung  der  Aufgaben  über 
Lebensversicherungen  notweiuligen  Vorbcgritie,  insbi'soiidere  die  Er- 
läuterungen über  die  Bedeutung  und  den  Gebrauch  der  Sterblichkeits- 
tafcln  und  die  Construction  der,  zur  schnelleren  Ausfdhrong  der 
Rechnongen  erforderlichen,  sogenannten  Grandtafeln. 

In  den  folgenden  sechs  Abschnitten  erscheinen  die  einzelnen  FftUe 
der  Capitals-  nnd  RentenTersicheroug  behandelt  und  zwar  in  nach- 
stehender Gruppirung:  1.  die  Leibrenten;  2.  die  Capitalsversichemng 
auf  den  Todesfall;  d.  die  Capitalsversichening  anf  den  Fall  des  Er- 
lebens (Uoborlebens-Associationou ,  gemischte  Capitalsversichemng); 
die  Gegenversichenmg;  4.  die  verschiedenen  Arten  der  Verbindnngs- 
renten  (Witwenpensionen,  Erzichuugsrcuten)  \  5.  einseitige  ond  gegen- 
seitige Gapitalstrersicherung  für  den  Ueberlebensfall;  6.  C^pitalsver- 
sichemug  fttr  den  FaU,  dass  zwei  Personen  verschiedenen  Alters  nach 
Ablaof  einer  bestimmten  Zeit  noch  leben,  oder  für  den  Fall,  als 
während  einer  bestimmten  Zeit  eine  der  zwei  Personen  stürben, 
femer  die  Kinderversorguug. 

Wie  schon  aus  dieser  kurzen  Inhaltsangabe  hcr\-orgeht,  werden 
alle  in  der  Praxis  gewöhnlich  vorkommenden  Fiüle  der  Capitals-  oder 
Bentenversichemng  behandelt  und  zwar  nicht  nur  der  Haoptsacho 
nach,  sondern  auch  noch  mit  besonderer  Dcrücksichtigung  vieler  noch 
entstehenden  praktischen  Fragen  namoutlich  bezüglich  des  Policen- 
Wertes  ,  dessen  Ermittlang  insbesondere  bei  jeder  Bilanzziehnng  an* 
umgänglich  wird. 

Durch  die  vortreffliche  Anordnung  der  einzelneu  Teile  des  be- 
handelten Gegenstandes,  durch  die  natürliche,  deutliche  zugleich 
gründliche  ond  erschöpfende  Daratellung  desselben,  hat  der  Verfasser 
—  welcher,  nebenbei  gesagt,  dadurch  ein  eingehend  betriebenes  Stu- 
dium der  besprochenen  Materien  an  den  Tag  legt  —  in  dem  in  Rede 
stehenden  Ldhrbnche  ein  in  seiner  Art  ausgezeichnetes  und  sehr  nütz- 
Ucfaes  Werk  geliefert 

Es  bedarf  kaum  jener  mathematischen  Vorbildung,  die  jeder  ab- 
solvirte  Itealschttler  besitzt,  um  das  hier  besprochene  Werk  in  allen 
seinen  Teilen  gehörig  zu  verstehen  und  es  dürfte  sich  dasselbe  vor- 
züglich auch  eigneu  als  Lehrbuch  fttr  den  betreifendi«  Gegenstand 
an  Uandels-Akadeniien  zu  dienen. 
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Was  aber  dem  Werke  noch  eine  besondere  praktische  Brauch- 
trarkoit  verleiht,  sind  die  vielen  am  Ende  beigefügten  sehr  vorteilhaft 
eingerichteteu  Tabellen,  welche  die  zur  sehnelleren  Durchführung  der 
verschiedenen  Aufgabeu  über  Zinsi  szinsen,  über  CapitÄls-  und  Kenton- 
Tcrsicheruug  uotwcudigeu  Dateu  eutbaltea. 

£8  kann  \mc  Mcb  nicht  onerwahnt  gelassen  worden,  data  die 
AuBBtattnng  des  Werkes  in  Bruck  nnd  Papier  lobende  Anerkennung 
yerdiene  nnd  der  Verlagsbuchhandlung  alle  Ehre  macha 

Wien,  im  Kovember  1874. 

Dr.  J.  Zampicri,  k.  k.  Professor. 

Sur  quelques  d6voloppement8  de  la  fonction  logFx;  seconde 
lettre  ä  M.  Adolphe  Quetelet,  secr^taire  pcrp^tuel  de  TAcademie. 
Par  M.  Angelo  Gcnocchi,  profcssenr  h  l'universitö  de  Turin. 
Extrait  des  Bulletins  de  TAcademie  Boyale  de  Belgiqne.  2.  s6r. 
t.  XXXVL  n^  11.  nov.  1873. 

Der  Verfasser  hat  in  den  Bull.  1.  ser.  t.  XX.  2.  partie.  p.  392.  1853. 
eine  Furmcl  \m\  Binet  bewiesen,  welche  lo^; /V  durch  eine  convcr- 
gente  Reihe  itarstdlt,  und  reproducirt  liier  di  ii  IJeweisgang  zur  Wider» 
leguug  erhaltener  Einwürfe.   Zunächst  ist,  identisch, 

wo  /i  die  Diüereuz  für  ^a;  =  1  bezeichnet,  uud 

«    mm  {x  |)10gS  9 

ün^    £  (-l)'ftJK, 

1=0 

1 

a         /*«(«— 1).-. (et— 0,.  „  »! 

1 

✓  «Ö^+l)...(«+«-l)«+« 

gesetzt  ist  Hieraus  wird  nun  geschlossen,  dass 

log  r»  =  l*+  ün'\-£Rn+  C 

wo  C  constant  oder  periodische  Function  von  r  sei.  /?h  verschwindet 
für  ?*  =  o),  mithin  ist  die  lleilie  /  „  convergent.  V  erweist  sieh  als 
unabhängig  erst  von  dann  Mm  a-,  und  ergiebt  den  Wert  Jlog{2n), 
wofOr  indes  die  BegrUuduug  nicht  mitgeteilt  ist 
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Von  Einwürfen  der  Kritik  sind  3  genannt.  Der  erste,  die  Be- 
gründung gelte  nur  von  ganzen  Zahlen  kann  wol  nur  auf  Acht- 
losigkeit beruhen,  da  die  Untersuchung  allgemein  geführt  wird.  EinCT 
zweiten,  die  Eigenschaft  der  Grösse  C  sei  nicht  liinreicheud  begründet, 
hält  der  Verfasser  für  hervorgerufen  durch  ein  Misverstiludniss:  man 
dürfe  niclit  die  Integration  der  Differenzengleichung  mit  Summation 
verwechseln.  Dieses  Urteil  des  Verfassers  müssen  wir  geradezu  um- 
kehren: Misverständnisse  kömien  aus  der  Summation  nicht  entstehen, 
wol  aber  aus  den  gebräuchlichen  Unbestimmtheiten,  in  welchen  die 
Sätze  über  Ditferoiizen/;leichuMgen  sich  aufgestellt  finden.  Was  ans 
der  Summation  nicht  als  strenge  Folge  hervorgeht,  ist  auch  nach 
Regeln  der  Integration  niclit  l)ündig  nachgewiesen.  Mag  mau  die 
Unbestimmtheiten  so  lange  bestellen  lassen  als  kein  Misverstäudniss 
existirt;  liegt  ein  solches  vor,  so  giebt  die  Summation  die  Controla 
Also  nicht  in  der  Identificirung,  sondern  in  der  illusorischen  Unter- 
scheidung beider  giebt  sicii  der  Mangel  an  Orieutiruug  zu  erkennen. 
Der  dritte  Einwurf  verniisst  die  Berücksichtigung  der  doppelt-unend- 
lichen Summation,  sofern  n  und  j-  unabhängig  von  einander  unendlich 
gross  werden.  Zur  Widerlegung  wird  nun  eine  sehr  umständliche 
Untersuchung  über  die  Convergenz  der  Reihe  U«  gefuhrt,  die,  da  der 
Verfasser  den  genauen  Rest  in  einer  so  leicht  zu  behandelnden  Form 
aufgestellt  hatte ,  doch  gewiss  nicht  nötig  war.  Suumiirt  mau  die 
obige  Differenzengleichuug  von  x  bis  x-\-m  —  1,  so  kommt: 

X 

Nun  ist  (am  einen  Beleg  anzuführen,  nach  Hoppe  Lehrb.  d.  Diffe- 
rentialrechniing  und  fieihentheorie  S.  182.)  für  » =s  oo 

oCa— !)...(«— n+1)  —  (— l)»-i9(a) 

also  die  zu  iutcgrironde  Function 

Das  Integral  Rn  iit  ein  Mittelwert  hiervon  zwischen  of  =  0  uud 
et  1;  demnach  verschwindet  der  Rest  sichtlich,  und  es  bedarf  keines 
weitern  Beweises  der  Conveiigenz  der  Reihe  diu»  Jetit  bleibt  der 
Rest  nach  m  zu  summiren.  Durch  Substitution  von  it-|-M  für  «, 
-s.j[naltiplicirt  sich  Rn  mit  dem  Product 

«,...(ar-t-m-l)«r...(«-|-«-l)  /  a   W  n  y-**- 


Digitized  by  Google 


lAtterarLscher  Bericht  CCXXVIL  24 

wir  lirancfaen  daher  nnr  diesen  Coefficiontcn  zu  snmmircn,  uud  teileu 
das  Intervall  der  m  bei  m  »  — •  Uuterbalb  dieser  Grenze  wird,  weil 
die  «  ersten  Factoreu  <<  s+^'S  ^'^^  l^^^te  •<  1  ist,  das  Product 


also  von  irgend  einem  m  an  kleiner  als  das  allgemeine  Glied  einer 
convergcntcu  geometrischen  Ucilic.  Oberhalb  der  Grenze  ist  m  un- 
endlich grüäü,  daher  wird 

und  das  Prodnct 

das  ist  gleichfalls  das  allu'<'ni(»inc  Glied  einer  convergcnten  Reihe. 
Folglich  erh&lt  der,  anfänglich  unendlich  kleine  Kest,  durch  die  Sum- 
matlon  nnr  einen  endlichen  B^actor  hinzu  und  1)Ieibt  unendlich  klein. 
Demnach  erhellt  auch  die  Converigonz  der  Reihe  ün  ohne  Schwierig- 
keit, nnd  hieraus  folgt,  dass 


C  -  lim  I  logr(»+»)  -  I  ^ 


\  1»  —  00 

•  QO 


einen  endlichen  Wert  hat,  der  aber  noch  periodische  Function  von 
X  sein  kann.  Dass  er  constant  ist,  kann  offenbar  aus  der  Couvei^onz 
nicht  folgen.  Der  Verfasser  verweist  in  Betreff  des  Beweises  auf 
BuU.  1.  ser.  XX.  ±  part.  p.  391.  und  XXI.  1.  part.  p.  84.  Da  er 
jedoch  am  Schluss  der  Note,  S.  10.  daraus,  dass  sich  C  fttr  gewisse 
unendliche  Werte  von  a-  constant  erweist,  folgern  will,  dass  C  über- 
haui)t  tür  a-  x  constant  sei,  so  kann  es  allerdings  noch  zweifei- 
haft  scheinen,  ob  der  citirte  Beweis  bündiger  als  dieser  Schluss  sei, 
und  da  überdies  die  Bündigkeit  von  der  Kritik  angefochten  war,  so 
war  gewiss  hinreichender  Grund,  darüber  nähere  Auskunft  zu  geben. 

Der  zweite  Teil  der  Schrift  enthält  historische  Bemerkungen. 
Insbesondere  werden  Sätze  von  Eulerschen  Integralen,  welche  ge- 
wöhnlich spätem  Autoreu  zugeschrieben  werden,  auf  ^uler  selbst 
zorückgefilhrt  H. 
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Geometrie. 


Lettre  h  M.  Ad.  Quotolet,  socr6tairo  perpctucl  dr  rAoademic, 
sur  diverses  questioiis  matliC'matiquos.  Par  M.  Geiiocchi.  prot'esscur 
II  ruuivcrsite  de  Turin,  l^xtrait  des  Itull.  de  TAc.  Roy.  de  Belgiqae, 
2«"«  Serie,  tomo  XXXVI.  u^'.  8j  aout  18(3. 

Dor  Hauptteil  ist  flbenchrieben:  Beinerkiiiigi*ii  Aber  die  abstracte 
Geometrie.  Der  Verfasser  bftlt  die  Frage  ttbor  die  Beweisbarkeit 
von  Euklids  Grundsatz  durch  die  Lobatschefsky'scho  Geometrie  nicht 
ftr  entschieden,  weil  die  pseudosphftrische  Fläche  (mit  constanter 
negativer  Krftmmung,  einfachem  Connex  und  unendlicher  Ansdehimng) 
nicht  darstellbar  sei.  Er  geht  die  Realisationsversuche  durch  ;  dodli 
stets  giebt  es  mehrfachen  Durchschnitt  der  gcodfttiscbeu  Linien. 
Hierauf  wendet  er  sich  zu  der  Frage,  wie  sich  der  Unterricht  <a 
verhalten  habe,  wenn  hier  wirklich  ein  Erfahrungssata  vorliege.  Er 
beruft  sich  zunächst  auf  eine  Aeusscrung  von  Helmholtz:  es  sei 
schwieriger  als  man  denkt  den  Unterschied  zwischen  Tatsachen  und 
Sätzen  in  der  Matlieniatik  durch  einfache  Definition  zu  fixiren  und 
in  der  Doctrin  zur  Geltung  zu  bringen,  weil  die  Figuren  der  Geo- 
metrie nicht  der  Wirklichkeit  entspredien,  sondern  idealtsirt  sind  — 
und  bemerkt  ganz  richtig,  dass  ein  Erfahmngssatz  im  Lehrsysten 
sich  nnr  durch  den  Namen  von  einem  Axiom  unterscheiden  würde. 
Hierbei  ist  jedoch  von  beiden  Seiten  ttbersehen,  dass  die  Tatsachen 
der  Erfahrung  weder  selbst  Erkenntnisse,  noch  den  Erkenntnissen 
coordinjrbar,  sondern  blosse  der  Erkenntniss  bedürftige  Gegenstände 
momentanen  Bewusstseins  sind.  Will  man  also  auf  Erfahrung  recur- 
rlren,  so  kann  man  nicht  etwas  Formulirtes  als  Erfisbrung  substituirea, 
sondern  muss  den  psychischen  Weg  von  der  erlebten  WirUichkeit 
zur  ideellen  Erkenntniss  ans  Licht  ziehen,  dies  aber  nicht  bloss  bei 
dem  einen  Satze,  sondern  bei  den  gesummten  Elementen  der  Mathe- 
matik tun.  Der  begriffliche  Unterschied  zwischen  Tatsachen  und 
Sätzen  ist  leicht  genug  zu  fassen;  es  fehlt  sogar  jede  Aehnlichkeit 
Wenn  man  aber  nach  vulgärem  nachlässigem  Wortgebrauch  SMm 
Tatsachen  nennt,  so  ist  es  nicht  nur,  wie  Helmh(dtz  sagt,  schwer 
eine  Grenze  zu  definiren,  sondern,  wie  Genocchi  findet»  gmdezu  kein 
Unterschied  voriiaaden.  H. 

Lehrbuch  der  descriptivcu  Geometrie  von  Dr.  Beruhard  Gug- 
1er,  Professor  au  der  K.  polytechnischen  Schule  zu  Stuttgart.  Mit 
12  Kupfertafeln  in  Mappe  und  21  in  den  Text  eingednickten  Holz- 
schnitten.  Dritte  Autlage.   Stuttgart  1Ö74.   J.  B.  Mctzlcr.   466  S. 

Das  Lehrbuch  handelt  ausschliesslich  von  der  Orthogonalprojec- 
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Uon  auf  2  einander  rechtwinklig  sehneidenden  Grundebenen.  Es 
stellt  eine  kleine  Anzahl  von  Sätzen  Aber  die  Beziehungen  und  die 
gegenseitige  Bestimmung  zwischen  den  darzustellenden  Figuren  und 
ihren  Projectionen  auf,  gicbt  das  gebräuchliche  Verfahren  beim  Kennt- 
lichmachen der  notwendigen  Bestimmuug8stflcke  in  der  Darstellung 
an,  und  löst  dann  eine  längere  Reihe  Yon  Aufgaben  in  synthetisch 
aufstoigeuder  Folge,  erst  bezQglich  auf  geradlinig  eben  begrenzte, 
dann  auf  krumme  Figuren.  Der  eingehen  Natur  des  Gegenstandes 
entspricht  auch  in  der  Tat  eine  einfache  und  leicht  verständliche 
Darlegung.  Wir  empfehlen  das  Buch  als  seiner  Aufgabe  genügend. 

H. 


Die  Elemente  der  kinematischen  Curvenlehre.  Ein  Leitfaden  fttr 
den  Schulunterricht  Von  Dr.  Heinrich  Grosse.  Berlin,  1874. 
Emst  Wasmuth.  32  S. 

Die  Curvenlehre  auf  kiiu  inatische  Grundlage  zu  stellou,  ist  ohne 
Zweifel  der  Natur  der  Sache  vollkommtni  gemäss;  auch  ist  es  nicht 
schwer,  und  würde  keine  grosse  Umständlichkeit  erfordern,  hiorin 
ganz  elementar* zu  binnen  und  ohne  Ansprüche  an  weitere  Vor- 
kenntnisse, ohne  Stützung?  auf  fremde  Theorion.  eine  in  voller  All- 
gemeinheit genügende  und  docli  le  icht  fassliche  Doctrin  zu  entwickeln. 
Dies  ist  nun  in  der  vorliegenden  Bearbeitung  nicht  geschehen ,  und 
zwar  ohne  Erklärung,  dass  und  warum  sie  es  nicht  tut  Sie  zeichnet 
sich  mit  kühnstem  Auftreten  in  Verschweigung  dessen,  was  zum  Ver* 
ständniss  notwendig  ist,  aus,  während  sie  im  Grunde  so  gut  Avie  alles 
aus  fremder  Theorie  entlehnt  Um  so  mehr  ist  es  wol  im  Hcnchte 
geboten,  das  Verschwiegeue  ans  T.itlit  zu  ziehen.  Zunächst  ist  mit 
keinem  Worte  gesagt,  dass  das  Buch  nur  von  ebenen  Figuren  und 
Bewe^gnugen  handelt  Der  Betraclitung  räumlicher  Gebilde  wird  sogar 
im  voraus  der  Weg  versperrt  durch  Aufstellungen,  welche  im  allge- 
meinen unwahr  sind  und  in  der  Ebene  nur  gerade  zutreffen,  z  B. 
durch  die  Definition  der  Kvolute  als  Ort  des  Krümmungsmittelpuiikts, 
durch  den  Satz,  dass  die  Bewegung  eines  starren  Systems  durch  die 
einer  Geraden  bestimmt  sei,  u.  a.  Ferner  steht  in  der  Einleitung; 
der  Bewegungslehre  seien  die  Bogriffe  der  Geschwindigkeit  und  Be- 
schleunigung entnommen.  Gleichwol  wird  schon  in  §.  1.  die  Zerlegung 
in  Componenten  als  bekannt  vorausgesetzt,  und  weiterhin  erscheint 
(iberhaupt  die  ganze  kinematisclie  Theorie  als  selbstverständliche 
Grundlage  aller  Deduction.  Da  tragt  man  doch  billig,  wie  und  wo 
diese  Vorbedingungen  gegeben  werden,  worin  sie  besteheu,  und  was 
der  Gegenstand  des  Vortrags  ihnen  gegenüber  noch  neues  bietet? 
Ferner  ist  nur  beiläutig  im  Vorwort  vou  Ausschliessung  der  Inünite- 
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flimalrediniiiig  die  Bedo.  Hierzu  mius  bomorict  werden:  letztere  ttsst 
sieb  in  der  Lehre  von  der  stetigen  Bewegung  (zn  nnterscheidcn  tob 
der  Kinematik  der  endlichen  Transposition)  ehrlicher  Weise  nicht 
ansschliessen.  Der  Begriff  der  Geschwindigkeit  ist  identisch  mit  dem 
Differentialqnotienten;  jenachdem  eins  von  beiden  verstanden  wird 
oder  mcht,  gUt  das  gleiche  vom  andern.  Hier  nnn  vertritt  ersterer 
den  letztem;  die  Beziehung  aber  zwischen  der  momentanen  Lage  und 
der  Geschwindigkeit  fehlt  in  allen  Aufstellungen.  In  diesem  wesent- 
lichen, zu  aller  Anwendung  notwendigen  Punkte  ist  die  Doctrin 
mangelhaft  und  lässt  den  Schaler  im  Stich,  der  natllriich  nicht  merken 
kann,  wie  sehr  er  in  Unkenntniss  erhalten  wird.  Dass  bei  der  An- 
wendung, wie  de  hier  ausschliesslich  auf  Kegd  schnitte  und  Cykloiden 
nachfolgt,  die  Blösse  nicht  zum  Vorschein  kommt,  ist  sehr  begreiflich« 
da  bei  geradliniger  und  Kreisbewegung  jene  Beziehung  ein£ich  genng 
ist,  um  unvermerkt  Ober  sie  hinwegzukommen.  Nach  allem  Usst  dch 
Aber  die  Bearbeitung  kein  anderes  Urteil  fiUlon,  als  dass  sio  auf  Tftn- 
sehttttg  der  Schüler  berechnet  ist.  ^H. 


lieber  Schwingungen  verbundener  Pendel.  Von  W.  Dumas. 
Separatabdruck  aus  der  Festschrift  zur  dritten  Sftcularfeier  des  Gym- 
nasiums zum  grauen  Kloster.  Berlin,  1874.   Weidmann.   16  Si 

Dor  lubalt  der  Scliritt  ist  die  tlurchgefülirtu  Berechnung  der 
Schwiugungeu  eines  Systems  in  derselben  Yorticalebeuc  drehbarer 
Pendel,  besuchend  aus  einem  Hauptpcudel  mit  fester  Axc  und  be- 
liebig vielen  Nebenpendeln,  deren  parallele  Axeu  am  Hauptpendel 
fest  sind,  liuter  Voruussotzuug  kleiner  Amplituden.  Das  Alembert- 
ßche  Priucip  gicbt  die  Differentialgleichungen  der  Hewt'gnn^'eu;  durch 
Vernachlässigung  der  hüheni  Potenzen  und  Producte  der  Ablenkungen 
lassen  sich  dieselben  linear  hersft  llcii.  Iiineu  wird  zunächst  durch 
Annahme  einer  gemeinsamen,  gleichzeitig  beginnenden  Periode  mit 
verschiedener  Maximalablcnkuug  (Amplitude)  genügt,  einer  Periode 
die  der  einfachen  PendellÄnge  A  cutspricht.  Nach  Elimination  der 
Amplituden  bleibt  zur  Bestimmung  von  l  eine  Gleichung  der  Form 


welche  lauter  positive  und  im  allgemeinen  ungleiche  Wurzeln  hat 
Nur  wenn  auter  den  einfachen  Pendellängen  /j,  f^,...  welche  den 
Nebenpendeln  entsprechen,  gleiche  vorhanden  sind,  eigeben  sich  gleiche 


Mechanik. 
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Wurzclu,  die  iudes  von  Anfaug  weggehen,  wenn  mau  die  Gleichung 
uach  Verschmelzung  entwickelt.  Ks  giebt  demnach  für  Neben- 
pendel n-\-l  einfache  Schwingungen,  jede  mit  resultirendcr  eigener 
Periode  uud  Amplitude  und  mit  willkürlicher  eigener  Anfangszeit. 
Die  Amplituden  haben  nur  einen  willkürlichen  gemeinsamen  Factor. 
Die  Supoq)08ition  der  so  erhaltenen  einfachen  Schwingungen  ergiebt 
die  ailgeiiieiiiste  niüglielie  Bewegung,  wie  sich  zeigt,  indem  man  sie 
mit  einem  beliebig  gegebenem  Aufangsznstaud  idcntificirt,  und  die 
Willkürlichen  daraus  bestimmt. 

Hierauf  folgen  eine  Anzahl  Beobachtangen  and  Anwendungen. 
Es  wird  die  Möglichkeit  periodischer  Schwingungen  von  kleiner  Am- 
plitude f&r  ein  Pendelsystem  besprochen  für  eine  feste  Axe  unterhalb 
des  Schwerpunkts;  dann  die  Aufgabe  gelöst  eine  bestimmte  Schwin- 
gungsform  durch  gesuchte  Anlangsbewegnng  nebst  Anordnung  der 
Massen  und  Längen  su  erzeugen.  Eingehender  weiden  dann  die 
2  Fälle  behandelt,  wo  nur  1  Nebenpendel  vorhanden  ist,  und  wo 
beliebig  viele  Nebenpendel  von  kleiner  Gesammtmasso  im  Verhältniss 
zur  Masse  des  Ilauptpendels  gleiche  Schwingungsdauor  haben.  Bei 
solcher  Ungleicbheit  der  Massen  ist  im  ersten  Falle  die  Periodcn- 
Iftnge  nahezu  umgekehrt  proportional  der  Quadratwurzel  aus  der 
Masse  des  Nebenpi  udels  und  dem  Abstände  beider  Axen.  Zum  Schluss  ' 
wird  noch  die  Vorrichtung  beschrieben  zur  Herstellung  des  Falles, 
wo  die  Masse  des  Ilauptpendels  null  ist  Die  experimentelle  Bestä- 
tigung mehrerer  Hesultat«  hat  der  Verfasser  in  der  Berliner  physi- 
kalischen Gesellschaft  an  einem  Seconden  schwingenden  Hauptpcndcl 
mit  3  liebenpendeln  gezeigt.  H. 


Optik. 

Neuere  Untersuchungen  über  die  Ideutitiit  von  Lieht  und  strah- 
lender Wilruie.  Von  R.  Franz.  Separatabdruck  aus  der  Fej^t^jchrift 
zur  dritten  Sücularfeier  des  Berlinischen  Gymnasiums  zum  grauen 
Kloster.   Berlin,  1874.   Weidmann.    14  S. 

Die  Schrift  charakterisirt  den  Standpunkt  der  Frage,  ob  lacht 
und  strahlende  Wärme  sich  auf  dieselben  Bewegungen  desselben 
Aethcrs  s^irflckführen  lassen,  indem  sie  die  Resultate  der  bisherigen 
Untersnchangen  kurz  zusammenstellt,  in  Betreif  der  Untersuchungen, 
selbst  aber  die  Abhandlungen  dnzeln  nachweist,  in  denen  sie  be- 
schrieben sind.  Die  bedeutendsten  Fortschritte  sind  hiernach  gemacht 
im  Kachweis  der  flbereinttimniendett  Katar  beider  Bewegnogen:  jedes 
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objcL'tive  Lichtphilnomeii  entspricht  auch  einem  gleichartigen  "Wärnjo- 
phäuonion ;  ein  entgejjen^insetzter  Fall  ist  in  keinem  Pnuktc  entdockL 
Alle  diese  Phänomene  sind  jedoeh  die  allgemeinen  Wirkungen  dir 
Erregung;  eines  elastischen  Medinms  und  können  aus  verschiedent  ii 
Annahmen  übereinstimmend  liervorfjehen.  Was  anfänglich  der  Iden- 
tität am  meisten  entiie.u;enstiui<l .  war  die  Absorption  der  Lieht-  und 
Würmestrahlen  unter  verscliied('n<;n  Bedingungen.  Diese  Abweiehnn» 
kam  nun  in  erster  I^inie  auf  Reehnung  der  versi  hiedenen  Hrechbar- 
kcit  der  v(>rLili(  lienen  Strahlen;  denn  die  grösste  Intensität  des  Wärme- 
spectrunis  lallt  noch  jenseit  des  Rot,  ein  Umstand  dei  /.Ui^lrieh  die 
I  nemptintiliehkeit  der  Netzhaut  gegen  die  dunkeln  Warmestralib'U 
erklärt.  Nacluiem  es  jedoch  gelungen  war,  die  ausserhalb  des  Licht- 
speetrums  fallenden  Wärmestrahlen  «jetrennt  /u  absorbireu.  niusste 
es  sich  frat:eii .  ob  die  Li«  bt-  und  Wärmestrablen  von  gleicher  Ge- 
schwindigkeit nngleicli  absdrbirt  werden.  Oti'enbar  steht  auch,  wenn 
dies  der  Fall  ist,  die  Annahme  frei,  dass  sich  die  gleichzeitig  fort- 
schreitende Vibration  in  Kiemente  zerlegt,  die  unter  verschiedeuea 
Redingnngen  auf  die  Materie  wirkou.  Doch  ist  hieriibiT  kciu  ent- 
scheidender Versuch  angeführt.  H. 

Das  SpoctroBkop  and  seine  Anwendungeu.  Eino  Qbersicbtliche 
Darstellmig  des  gesammteu  Gebietes  der  Spectralaoalyse.  Von  J.  N. 
Lockyer,  F.  R.  S.  Emgefbhrt  und  bevorwortct  durch  Dr.  H.  Schel- 
len. Mit  62  Figuren  nnd  1  farbigen  Spectndtafel.  Brannschweig, 
1874.  Goorge  Weatemuuin.  186  8. 

Die  Schrift  entwickelt  in  einem  äusserst  leicht  verständlichen 
Vortrag  ohne  Voraussetzung  irgend  welclier  mathematischen  oder 
physikalischen  Vorkenntnisse  erst  die  Gesetze  der  wenigen  in  Betracht 
kommenden  Erscheinungen ,  wobei  die  Tlnuirie  des  Lichtes  ganz  aus 
dem  Spiele  bleibt,  dann  die  Einrichtung  und  den  Gebrauch  der  Spec- 
troskope,  sehr  einfach  und  deutlich  vor  Augeu  gestellt  durch  die 
eingedrui  kten  Holzschnitte,  und  teilt  die  haupt.sächlichsten  Entdeckun- 
gen mittelst  der  Spectralanalyse  mit.  Sie  eignet  sich  vorziiglieh  zur 
Verbreitung  der  Kenntuiss  von  diesen  Entdeckungen  in  einem  weite- 
ren, wissbegierigen  Publicum,  und  empfiehlt  sich  durch  vortreä liehe 
Ausstattung.  IL 

Die  Farbenlehre  im  Hinblick  auf  Kunst  und  Kunstgewerbe.  Von 
Dr.  Wilh.  V.  Bezold,  ord.  Professor  der  Physik  am  Polytechnicura 
in  München.  Mit  63  Figuren  and  9  Tafeln.  Brannachweig,  1Ö74 
Goorgo  Westermann.  296  S.  . 

Wenn  gleich  erst  das  letzte  der  5  Capitcl  ausdrücklich  der  Knust, 
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uud  zwar  bcsondtTS  der  ornamcntaleu  Kunst  und  der  Malerei,  ge- 
widmet ist,  so  ist  doch  auch  in  don  t  ersten,  welche  die  wissenschaft- 
liche Ausbildung  bezwecken,  der  künsthMisch  gewerbliche  (iosiclits- 
punkt  durchweg  entschieden  massgebend.  Dieser  Umstand  ist  jedoch 
writ  entfernt  dem  tlieoretischen  Inhalt  Einseiti^^'kfit  aui/.uerlegen,  viel- 
mehr liat  er,  im  Gegensatz  zu  andern  ebeiiso  i)()])uläreu  Bearbeitungen, 
welche  dem  Dilettantismus  zu  Lie])e  obcrtlächlicher  /uwerk(>  gelien, 
die  Foltje,  dass  zur  ernsten  Gründlichkeit  Aiilass  und  deutliche  Kecht- 
fertigunu  gegeben  war  In  der  Tat  zeiihnet  sicii  die  Schrift  durch 
vielseitige,  eingehende  lierucksichti;zii)ig  tier  nlit^\ irktnden  Elemente 
und  durch  richtige  Scheidung  der  Hegritle  hei  Kintaihheit  und  leiclit 
verstäudlichem  Vortrag  au«?.  Hierin  kamen  ilir  die  l'ntersuchungen 
von  Helmholtz  und  die  vollständige  Bearbeitung  des  gleichen  Gegen- 
stands von  Brücke  /\istatt(n,  auf  welch«*  letztere  der  Verfasser  nur 
darum  einen  ueTu  ii  Versin  Ii  folgen  lassen  will,  weil  sie  nur  wenig 
Verbreitung  gefunden  habe.  Wenn  derselbe,  vielleicht  gerade  hierin, 
ein  Vorurteil  der  Künstler  gegen  die  Theorie  annehmen  zu  müssen 
glaubt,  -so  kann  mnn  gewiss  auch  da>  ebenso  häutige  entf^egeugesetzte 
Vornrt«'il,  weiches  von  der  Theorie  zu-\iel  erwart*  t,  hinzurr  i  lmen. 
Auch  die  Kntt;  nschuug  iu  letztem  Siune  liegt  bei  der  hier  i)efolgten 
Methode  fern,  wo  die  theoretische  Bildung  iu  der  genauen  Rechen- 
schaft aber  wirkiiclie,  praktisch  vorliegende  Verhältuiss^e  gesucht  wird. 
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xm 

Der  TnmflfdniuittoiisIlMton 

Von 

Herrn  Mas  €rt9in9t^ 

AHistemen  der  Knlsgewerboichale  sn  Rogenibnig. 


Dto  allgemeinste  Gleichung  eiues  Kegelschnittes,  bezogen  anf  ein 
rechtwinkliges  Coordinatcnsystera ,  ist  von  der  Form: 

Will  man  die  Gleichung;  dos  Kejjelst  hnittos  auf  irgend  ein  anderes 
rechtwiuklijies  Coordinatensystem  beziehen,  das  mit  dem  orsprttng- 
licheu  in  einer  Ebene  liegti  so  bat  man  die  Substitutionen: 

««-fa,y -|- ctg 

SU  machen;  wobei  bekanntlich  zwischen  den  TransformationBgrOPsen 
«,  ^,         die  Benehnngen: 

«1         ^  1 

stattfinden  mfisaen. 

Durch  diese  drei  Bedingangsgleichungen  bleibt  aber  noch  die 
Wahl  von  drei  der  sechs  Trausformatiousgrössen  wiUkürliib,  und  es 
können  dieselben  insbesonders  so  gewühlt  werden,  das»  die  trausfor- 
mirte  Gleichong  des  Kegelsduüttee  die  Form: 

k^x^+hv^—  p  —  0  annimmt 

X«U  LVil. 
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Bieae  Gleichung  ist  aber  nmi  auf  ein  Coordiiiatensystein  bezogen, 
das  belcaimtUch  mit  den  Hauptaxen  des  Eegelscimittes  zusammen- 
ftUt  und  znm  An&ngspunkte  den  Hittelpankt  des  Kegelschnittes  Int 

Da  aber  die  auf  die  Hanptaxen  bezogene  Gleichnng  einer  Ellipse 
oder  Hyperbel  die  Form: 

hat,  worin  a  nnd  b  die  Längen  der  lialbaxcn  des  Kegelschnittes  be- 
deuten, so  Iftsst  sich  immer  eine  GrOsse  k  so  bestimmen,  dass: 

K^+Ky*—9  =  Ar(A*«*±aV-  «**^)  =  0  wird. 

Die  Grösse  h  Iflsst  sich,  wie  in  Nachstehendem  geseigt  wiid, 
durch  die  Coeffidenten  der  gegebenen  Kegelsdinittsgleichung  onnrai- 
dentig  ansdrflcken  nnd  kann  knnweg  der  Transformationslisetor  gs- 
nnnnt  werden. 

Führt  man  nämlich  die  oben  augodeutcteu  Substitutionen  aos; 
so  ergibt  sich  die  Gleichung: 

«^HiC<H-«bir4^)M-«hi(M-Ay+ft)H-3^^ 

Durch  Glcichsetzuug  der  Ck)e£&cientett  gleich  hoher  Potenzen  von  x 
and  ff  folgt  sodann: 

«oo«='+«ii^*+2«oia^  -  **"  a) 
aoocr,»+«„/5,»+2ao,a,|5,  =±*a«  (2) 

aoo«Oi+«u/^/^i+«oi(«/^i  +  «i/')  =  0  (3) 

«^««i+<»ii^A+«oi(«/*t  +  «i/5)+aof«+Oi»/'  =  0  (4) 

«»•^•+%ifc*+»%i«kfc+*%s«t+a»ti/^+ii„  (6) 

Nun  sind  aber  %  und  die  Cioordinaten  dea  An&ngspnnkCes  des 
nrsprfln^icheii  CoonUnatensystemes  und  somit  die  Coordinaten  des 
Kegelsdmitkniittelpanktes;  weshalb  die  Gleichnngen: 

aoo«t+«ot/'«+aoi  =  0 

bestehen  mUsaeu,  woraus  folgt: 

Demnach  geht  Gleichung  (0)  Uber  in; 
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oder  in: 


<ho  «Ol  «oj 
«10  *Hi 

fl^Mk  Am  ttttA 
•TB  "Tn  'Tl 


1  «Ho  «11 


Aas  den  Gleichungen  (1)  und  (3): 

«  («00«+««  («oi«+«iift  - 

«1  («üo«+«oi  /5)  +  /'i  Hl  «+«11 W  =  Ö 
folgt  unter  Berücknchtigang  der  Bedingong^leichongou: 

ontt+ooiß  ="*^^^   nnd   aojtt-j-ajj/S  = 
and  demnach 

«oo«+5H)iß  ^  5 
aM«+«ii?  ^  ß 

oder: 


«        «00-- «11  ±  V(«0O'-«ll)'+^l' 

2«ot 


(7) 


Und  weil  ^  -=  —  ^  ist,  so  folgt: 

«I     qn..  -  Ott  T  V(^  — «11)^+^1* 

Ans  Gleidinng  (1): 

kb'-  =  «00  «*+aii/3'+2«oiO/' 

folgt: 

-  «00  (p)  +20^ (p)  +««  -  «00+^00 
oder,  da 
ist,  hat  mau: 

*A*  ==  aoo±^*  VÄi^flu)*+ W 
£hen80  folgt  aus  Gleicbung  (2): 

±*a«  «  «^T  fc*  V  («00  -  «it)»+*«oi" 


840  GreiNcr;  Dtr  Trwt^fimaiioiiafaetor, 

Mit  Zuhilfenahme  der  Gl^ehuigeii: 

o*+ß*^l  und 

folgt: 


oder,  wenn  num  der  Kitne  halber:  V  («uo  -  ''u)^+^<'oi^  Mtit» 
80  ergibt  eich: 


Somit  ist: 


1 

«"±("00  — 

ß'  " 

1 

«"  +  ("00  — 

ßl'^ 

-TT  oad 

«Ii)) 


und  femer  ist: 


(«00— Oll)  ±«' 

9/7  8 

Durch  Multiplicatiou  dieser  beiden  Gleicliuugeu  folgt  sodann: 


Setst  man  nun  der  Kflne  halber: 

«00  «Ol  *'ot 
«10  «M  «If 

«10  ^'m 


«00  «Ol 
«10  «II 


(XO) 


und: 

io  hat  man: 


«00  «Ol 
«10  «M 


uud  ferner  bat  man  nach  Gleichuug  (7): 

*,»»•  —  ^ 

io  dase  durch  Division  beider  Gleichoagen  folgt: 
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oder: 


«10  ^'ll 


«00  ^'oi  "ot 
«10  «11  «1» 

"so  "'»i  "m 


(U) 


Somit  ist  der  Wert  des  Transformationsfactors  aasgedrückt  durch 
die  Coefficienten  der  Kegelschnittsgleichiing ;  fflr  die  Ellipse  ist  das 
obere,  for  die  Hyperbel  das  untere  Yorzeichen  zn  nehmen. 

Da  nan  die  Grösse  t  bekannt  ist,  so  folgt  ftlr  das  Prodnct  der 
Halbazenqoadrate  Mner  EUipse: 

Weil  aber  der  Inhalt  einer  Ellipse  gleich  nbn  ist,  so  ergibt  sich  fttr 
das  Quadrat  des  Inhaltes  einer  Ellipse,  deren  Gleichoags 


= 


«M 

«10  «It  "II 

«jo  «II  «ti 


00 


Ol 


«10  «Ji 


(12) 


Femer  folgt  durch  Addition  der  Jleichuugeu  (ti)  uod  (9): 

*«*±**»-±(«bo+<'ii) 


oder: 


"OO  "Ol  « 


OS 


Ol 


00 


'Ol 


I  «10  «M 


(13) 


I  11,0  «»1  «ff 

Wollte  man  nun  die  KegelBchnittsgloicbnng: 

in  die  Qloichnng  bezüglich  der  Haoptaxen  des  Kegelschnittes  über- 
fahren, so  hätte  diese  Gleichung  zu  Coefticientea  der  Variabcln 
nnd     die  k  fachen  Halbazenqnadrate,  and  somit  mnsa  die  Gleichung: 

lA^hP)  -  ^«*+^y»+24»«f +2Jos«+2^|r+^  -  0 

nach  der  Transformation  gerade  die  Halbaxenquadrate  zn  Coeffidenlen 
der  Variablen     nnd  ^  haben. 

Diese  Form  der  Kegelschnittsgleichoiig,  welche  ans  der  gegebenen 
nor  dnrdi  MnltlpHeation  mit  dem  Factor  |  hervorgeht,  kann,  ähnlich 
wie  in  der  Theorie  der  geraden  Linie,  die  Normalform  der  Kegel- 
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Gfiucn  JJer  IVantJormationtfadior, 


schnittsgleichung  pronannt  worden  und  lÄsst  sich  in  vielen  FäUeu 
Aiuserst  zwecknUUsig  anwenden. 


Da  lach  Vorigem: 


1^ 


«Ol 

«II  1 


und 


ferner  allgemein: 


ist,  so  folgt: 


^10  -^u  ' 


Ist  also  die  KegeLschnittsgleidmug  durch  Multipiication  mit  dem  Factor 
^  auf  die  Normalfonn  gebracht,  no  stellt  diejenige  Detenninaate, 

deren  Verschwinden  eiu  Linienpaar  bedinj^fen  würde,  den  Wert  a'-l>* 
und  die  Summe  der  Coefhcicnten  von  x*  und  den  Wert  von 
o«  ±  6«  dar. 

Die  Kegelachnittsgleichuug  in  der  Kormalfom  gestattet  also  mit 
Httlfe  der  Formeln  (14)  direct  ans  ihr  die  Werte  Ihr  die  GrOasen 
und  d'  +  d*  abnilesen. 

Mit  Hülfe  deh  Vorangehenden  Iflsst  sich  nun  au«  h  sehr  einlach 
zeigen,  dass  mau  zur  Kegelbchnittsgleichung  in  der  Normalform  nnr 
das  Produet  der  Ilalbaxenquadrate  zu  addiren  hat,  um  die  Gleichung 
des  Asymptuteupaares  des  durch  die  Gleichung  dargestellten  Kegel- 
Schnittes  zu  erhalten. 
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xxm. 


nie  orthoptische  Lbrfe  eines  Kegelseli&ittee. 


Von 


Mas  OT9in9n 


Der  geometrische  Ort  aller  Punkte  der  Ebene,  von  welchem  m 
ein  gegebener  Kegelschnitt  unter  rechten  Winkeln  gesehen  wird,  heisst 
die  orthoptiBche  Linie  dieses  Kegelschnittes. 

Es  bat  somit  jeder  Punkt  der  orthoptischen  Linie  die  p]igenschaft, 
dass  die  Tangenten,  die  von  ihm  aus  an  den  Kegelschnitt  gezogen 
werden  können,  zu  oinaii(l<'r  sonkreclit  stehen;  so  dass  also  die 
orthoptische  Linie  auch  als  der  geometrische  Ort  der  Schnitt[>unktc 
der  m  ei))ander  scukrechtciu  Tangcntenpaarc  dc8  KcgelschDittos  dc- 
timrt  werden  kann. 

Sei  nun: 

die  Oleichnng  eines  Kegelschnittes  in  honiogeuen  Coordinaten,  so  sind 
die  Gleichungen  der  Tangenten  irgend  sweier  Punkte  mit  den  Coor- 
dinaten xq^o^  ^\yiH' 


(1) 


wozu  aber  noch  die  Gleicbangen  treten  mflssen: 


(3) 
(4) 


weil  die  Punkte  (0)  und  (1)  dem  Kegelschnitte  angehören. 
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Ortintn  Dk  orthoptiMehe  Unk  mnu  &gtMmttu» 


Sollen  aber  die  beiden  Taugeuteu  der  Piiiiktc  (0)  und  (1)  d<-s 
KogeUchuittes  zn  einander  senkrecht  stehen,  so  iniiss  noch  die  Be- 
dinguigsgleichttng: 


/"(a-o)/V,)-|-/'(yo)/'W^O 


Co) 


stattünden. 


Eliniinirt  man  nnn  aus  den  fünf  Gleichungen  die  Grössen  ^  1%, 
%  and  «I,  y,,  S|,  so  erhiüt  man  ab  Besnltat  der  Elimination  die 
Gleichung  der  gesuchten  Orlscurve. 

Setzt  man  nun  der  Karze  halber: 
so  geht  CHdchnng  (5)  Aber  in; 

Eliniinirt  man  nun  aus  dieser  Gleichung  nnd  aus  den  Gleichungen 
(1)  and  (3)  die  Grössen  ar^^      ^  so  folgt: 


f'i^)    f\y)  f\^) 

/'W  /'(jfo)  riH)  I 


»  0 


oder,  indem  man  diese  Determinante  nach  der  letzten  Horizontabeihe 
entwickelt: 

/'(«a)(rr'(jf)-#i/'(«))+/'(|ro)(^'W--v/'(«))4V'X^^ 

Eliminirt  man  nun  aus  dieser  Gleichung  und  den  Gleichungen  (1) 
und  (6)  die  Grossen  /'(rj,  /"(</o)^  /'(^o),      hat  man: 

«  y  »  0 

Ans  dieser  Gleichung  folgt  aber; 

v«/'(«)-f»y/'(«)+Ay/'(i^)]+/'(yi)[/*^/''(a:)-^ 

— v«/'(y)+|*»/'(«)]=0 

Addirt  und  subtrahirt  man  im  Factor  von  /'(.'i)  die  Grösse  Lr/'iu) 
und  im  Factor  von  /"'(y,)  die  Grosso  |u,y/'(y),  so  gebt  obige  Gleicbuug 
unter  BerUcksicbtiguug  der  Gleicbbeit: 
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^'W+y/'Cy)+»/'(»)s2/ 

Aber  iB: 

(7) 

f'M  [2  W-f  v»fl+/'(jfi)[2,*/-/'(y)(iUH-Hy+>'«)]-0 

Mnltiplidrt  mau  die  Oleichuugen  (6)  der  Reihe  nach  mit  m  und 
addirt  dieselben,  so  folgt: 

und  somit  wird  ans  Oleichnng  (7): 

/'(»i)[4a/-/"(^)(r(«)/'(-i)+/'W/W)] 

+/'(yi)[W--/'(y)Cf>)/'(«i)+/(3f)/'(yO)]  =  0 

Substitoirt  mau  iu  diese  Gleichuug  die  Werte  von  k  tmd  fi,  so  er- 
hält  man: 

Diese  Gleichung  enthftlt  nnnm^  die  Coordiniitcn  des  Punktes 
(1);  Würde  man  nnn  ans  den  obigen  ümf  OleichuDgcn  ebenso  die 
Coordinaten  des  Punktes  (0)  etindniren,  somOssteman  selbstverständ- 
lich anf  dieselbe  Endgleichang  (8)  zorttckkommen,  und  somit  folgt, 
dass  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  (8)  nichts  anders  als 
die  Grossen: 


sind.  Demnach  ist: 


Da  aber  sufolge  der  Gleichung  (5)  s  0  ist, 

so  folgt: 

oder: 

(«00+  =  0  (9) 

Diese  Gleichung  stellt  also  den  Ort  der  Schnittpunkte  aller  recht- 
winkligen Taugenten  des  Kegelschnittes  dar  nud  ist  somit  die  Glci- 
cbuug  der  orthoptischen  Ljoie.  Ordnet  mau  die  Glieder  derselben 
nach  Potensen  von  g  und  y  so  folgt; 
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«10  "ii  —  « 


-11  "M   2«  -u»  1 

—  «Ol*        ^  "oo«ii  — «Ol* 


floi  «08  —  «00  «1« 


«'oo'4i 


+ 


«00  «M  "l~  «U  «88  —  « 


08 


8  


a 


u   


«00  «II  —  «©! 


=  0 


Da  aber  die  Coefficienten  'hofttnMflp  ^oi«o._-:5bo5ii^ 

«00  «11  — «Ol  «00  «11  — «Ol 

anders  als  die  Coordinaten  «  und  ß  des  EegeledmittmittelpiinklM 
Bind,  80  folgt  ans  obiger  Gleichung,  das«  die  orthoptiflche  liiüe 
KegelsciinitteB  ein  mit  ihm  concentrisofaer  Kreis  ist,  Sei  nun  ü 
so  wflre  seine  Oleichnng: 


und  somit  ist: 


woraus  folgt: 

JB«  =  —  («00+111,) 


«00  «Ol  «0« 
«10  «11 

»fl  «11 


(X) 
10 


ff 


Ol 


11  I 


Aus  dem  Uber  dvn  Trausformatiousfactor  I^wäbfiteu  geht  henor, 
daas  zufolgo  der  Gleichung  (13): 

i{S»A,±6>  ist 

d.  h.  Die  orthoptische  Linie  einer  Ellipse  ist  ciu  mit  ihm  couantri- 
scher  Kreis,  dessen  Radienquadrat  gleich  der  Quadratsumme  der  Ualb> 
aze  ist  Und: 

Die  orthoptische  Linie  einer  Hyperbel  ist  ein  mit  ihr  conecntri- 
scher  Kreis,  dessen  Radienquadrat  gleich  der  Differenz  der  Halbaxeo- 
qoadrate  ist 

Für  die  Parabel  ist  bekanntlich  aoo"]i — 'oi' "°  somit  ist  dar 
Radius  ihres  orthoptischen  Kreises  unendlich  gross ,  also  ihre  orthopti- 
sche Linie  eine  Gerade,  die,  wie  leicht  /u  beweisen  ist,  senkrecht 
auf  ihrer  Hauptaze  steht  und  mit  ilirer  Leitlinie  zusammenftUt 

Besonders  interessante  Sätze  ergeben  sich  aber,  wenn  man  sich 
die  Gleichung  des  Kegelschnittes  in  homogenen  Liuieucoordinaten 
gegeben  denkt 


Sei  nAmlicb: 


0 
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(1) 

(2) 

(8) 
(4) 


die  Gleichung  des  Kegelscbiiittos,  so  müssen,  wenn  «o,  »o»  "'o  ^» 
vj,  tr,  die  Coordiuaten  zweier  Tang(;uteu  des  KegclscImittM  siod,  die 
Gleichoogen  bestehen : 

Die  Oleicbmigoii  der  beiden  Tangenten  sind  aber: 

Und  die  Bedingang,  daaa  dieaelben  auf  eliumder  «enkrecht  stehen,  tet; 

Aus  diesen  ftnf  Gleichungen  sind  nnn  die  Grössen  «Iq,  v«,  i/'o»  «if  «i» 
zu  eliminiren,  nm  die  Glächang  der  orihoptischen  Linie  m  er- 
halten. 

Durch  Elimination  der  Grössen     ,    ,  den  Gleichungen 

(2),  (4)  and  (5)  folgt: 

4F'(tt,)    iF'iy^)  iF'K) 
ff         y  * 

und  hieraus  ergift  sich,  wenn  man  entwickelt  und  nach  u^,  w»,  i/*, 
ordnet:  ^ 

SetiEt  man  ftlr  die  Coeffidenten  14,  »1,  w,  der  Kttnte  halber  die  Grössen 
A,  BfCt  90  fölgt.ftr  obige  (Heiehnng: 

Elimii^  man  nnn  ans  dieser  Gleiehnng  nnd  den  Gleieiinngen  (4) 
und  (5)  die  Grössen  «1,  9,,  tO|,  so  hal  man: 

ABC 


0 


9    y  M 

«0   »0  Ö 


Entwickeli  man  diese  Determinante,  setst  die  Werte  von  ^  c 
ein  nnd  ordnet  die  Gleiehnng  nach  Potensen  von  1^  nnd  1^  so  folgte 
nachdem  man  die  ganze  Gleiehnng  mit  «0*  dividirt  bats 
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Wflrde  man  ms  den  Anf  Oleichnngen  statt  der  Grössen  «|, 
die  Grössen  «ot         elimlnircn,  so  erhielte  man  ganz  dieselbe  End* 

gloichnng  in  ^^^i  folglich  siud  die  Wurzeln  obiger  qaaürati«cbcn 
Gleichung  die  Grossen: 

nnd 

und  somit  ist: 

Da  aber  zofolgo  Gleichung  (5)  i^iii+t\)V|  s  0  ist,  so  folgt  ans  der 
letasten  Gleichung: 

Folglich  ist  die  GIcichnng  der  orthoptischen  Linie,  ausgedruckt  durch 
durch  gewöhnliche  Coordinaten: 

if>  —  «M(flc*+/)  — 2cugaj— 2«,2y-f- (^ooH-c,i)  =  0 

aus  welcher  ebenfalls  ersichtlich  ist,  dass  dieselbe  ein  mit  dem  Kegel- 
schnitte concentrischer  Kreis  ist  # 

Für  den  Kegelschnitt,  dessen  Gleichung: 

^{UyV^w)  —  i^«*+«ji«*+Cnte>+2<ntiv-f  2coi«w+2c^,«w  —  0 

ist  ergibt  sich  ganz  analog  dein  Obigem  die  Gleichung  der  orthopti- 
scheu  Linie  als: 

JT*—  2io,«—2e„jf+(«oo+Sii)—0 

und  somit  ist  die  Gleichung  der  orthoptischou  Linie,  welche  dem 
Kegelschnitte  von  der  Gleichung: 

F(«,tf,t9)— A^(«,9,w)     0  sugehOrt: 
Alle  Kegelschnitte,  deren  Gleichungen  die  Form: 

F{u,  Vy  u')  —  k0  (u,ü,  tc)  =  0 

haben,  sind  aber  bekanatUcb  einem  and  demselben  Vierseit  einbe- 
schrieben,  und  somit  eiiibt  sich  der  Satz: 
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Die  orfhoptisdieti  UnieD  aller  KegelBehaitte,  die  dnem  und  dem- 
selben Vieneit  einbeecfarieben  sind,  gehen  sftnimtlich  dnrch  zwei  feste 
Punkte.  Da  abc^r  diese  bdden  festen  Punkte  nnr  eine  einzige  Ge- 
rade bestimmen,  so  gibt  es  nnter  den  sftmmüicben  Kegelschnitten, 
die  einem  gegebenen  Yierseit  einbeschrieben  sind,  nur  ^ne  einzige 
Parabel,  deren  Leitlinie  eben  die  Yerbindnngsllnie  dieser  beiden  ÜBsten 
Punkte  ist 

Unter  den,  einem  Vierseit  eiubcschriebenen ,  Kegelschnitten  gibt 
88  aber  insbesondere  drei,  die  sich  auf  Pnnktepaare  rcduciren;  näm- 
lich auf  die  beiden  Gegcneckcnpaare  und  auf  das  Schnittpunktepaar 
der  Gegenseiten  des  Vierseits.  Die  orthoptischen  Linien  dieser  Kegel- 
schnitte sind  diejenigen  Kreise,  die  mau  Uber  den  Diagonalen  des 
Vierseits,  als  Durchmesser  genommen,  beschreiben  kann.  Somit  folgt 
der  Satz: 

Die  Aber  den  drei  Diagonalen  eines  voUstftndigon  Vierseits  als 
Durchmesser  beichriebenen  Kreise  haben  eine  und  dieselbe  gemein^ 
achaftliche  Sehne. 

Daraus  folgt  unmittelbar: 

Die  Mitten  der  drei  Diagonalen  eines  vollst&ndigon  Vierseits  ge- 
hören einer  und  derselben  Geraden  au. 

Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  diese  Gerade  d«r  Ort  der  Mittel- 
punkte  aller  dem  l^erseit  einbeschriebpneu  Kegelschnitte  und  somit 
die  Aze  der  einzigen  nnter  diesen  Kegelschnitten  befindlichen  Para- 
bel ist 

Denn  bekanntlich  ist  die  Gloichoug  des  Mittelpunktes  eines  Kegel- 
schnittes, der  durch  die  Gleichung: 

dargestellt  wird: 
oder: 

woraus  sofort  ersichtlich  ist,  dass  die  Mittelpunkte  aller  einem  Vier^ 
seit  einbeschriebenen  Kegelschnitte  einer  Geraden  angehören. 

Da  aber  die  Mitten  der  drei  Diagonalen,  welche  als  die  Mittel- 
punkte jener  Kegelschnitte,  die  sich  auf  Punktepaare  reduciren,  an- 
gesehen werden  können,  einer  Geraden  angehören,  so  niuss  diese  auch 
die  Mittelpunkte  der  übrigen  dem  Vierseit  einbeschriebenen  Kegel- 
schnitte enthalten.  Ihr  unendlich  ferner  Punkt  ist  alsdann  der  Mit- 
telpunkt der  einzigen  unter  den  Kegelschnitten  behudlicheu  Parabel. 
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XXIV. 

Untenaehmigeii  Uber  algebimiaeht  Qleleliimgeiu 

* 

▼oa 

Alfred  SieöeL 

FortaeUttiif  Yoa  M.  III. 


Artikel  UL  (§  10-|  12.) 

Berechnung  der  reellen.  Wureeln. 
Elnleitnng. 

Wir  beschäftigen  uns  im  Folgenden  mit  der  Bestimmnng  der 
reellen  Wurzeln  auf  analytischem  Wege.  Dieselbe  lehnt  sich  an  ein- 
fache geometrische  Coustructionen  an  (§  2.,  Aufg.  III.,  §  3  ,  Krit.  II. 
u.  Krit.  III.).  Wir  können  nns  Schritt  für  Schritt  ein  Bild  von  den 
Rechenoperatloueu  machen,  worin  ein  nicht  nnwefientUcher  Voiteil 
beiteht 

Wenn  wir  liier  geometrisclie  I/tanngen  mit  urterianta  lasten 
and  auf  Figuren  Terweisen,  so  geichSelit  ee  einerseits  nm  diesen  2b- 
■Mimeiiliing  vor  Angen  ra  haben,  olme  ihn  erst  ans  dem  Frfihflm 
lieranssnchea  m  mfissen,  andrerseits  um  ans  kflner  fiusen  n  kOaneo. 

Zugleich  geht  daraus  hervor,  wie  die  analytische  Methode  dnrch 
geometrische  Hülfsmittel  unterstützt  werden  lunn,  abgesehen  von  der 
geometrischen  Auf  Itenng  in  Artikel  L 
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§  la 

Wir  Stelleu  uns  zimächst  das  für  die  Treunang  der  reellen  Wur- 
zeln wichtige 

Problem  L  Auf  der  |  |  Seite  eine»  beliebig  ge- 
gebenen Wertes  ein  Intervall  |  ^  bestimmen, 
in  welchem  höchstens  eine  Wurzel  w  von/ix)  «0  liegt 

G^omßtriaohe  Äu/lÖtung. 
(Vergl.  §  3.,  Kiit  H  n.  §  JSL). 


1)  Löse  §  2.,  Aufg.  I.  ftr  o 


< 


^1- 


2)  Gonstmire  Imt  Flg.  L  der  Beibe  nach  HK^  C,  |)  und  be- 
stimme einen  Curvenpunkt  F  auf  der  |  ^  |  Seite  ?on  P  so,  dass 

die  Tangenten  in  T  (siehe  §  3,  Anmerkung  1))  die  Ordinate 
nicht  nnteriialb  schneidet**). 

X  <->  AbaciBse  von  T, 

In  Flg.  L  ist 
d.  h. 

i  (« — Ä)' + («i  -  «)  A  r  (« — ;^  8(«4) 

also 

Dividiren  wir  durch  substitoiren 


*)  Zar  kflraoreii  AusdrncksweiM  kOnnen  wir  solche  Intervalle  sj^mbolisib 
dnreh 

(xi?t'jx)jo  resp.  w(potogXi) 

beseichnen.    (Siehe  z.  B.  Modi  f.  Verf.). 

••)  Der  geoniotrischc  Ort  der  Berührungspunkte  der  Ton  ^  an  das  System 
y  =r  k{x  —  hy,  k  Tariabcl,  gezogenen  Tangenten  ist  nach  f  8.,  IL  eine  gleieb- 
seitige  Hyperbel. 


352  Sit  Ith  üntennekimjfen  über  algebraische  GUiekungen, 

sowie 

Bo  ergibt  Bich  folgende 

Algebraiseke  Lötung, 

1)  LOse  §  2.,  Aufg.  L  iBr  0^fl^. 

2)  Berechne  h  «  e— 


s  ^  1  SO,  dass 


BChlieBBlich: 


(9) 


»  — «(a;^—A)+Ä^e  (3) 
Die  Lösung  von  (2)  ersiehe  aus  §  12. 

Problem  U.  Aus  einer  |  " Jcren"^  }  ^'^«^«e  einer 
ur       1      .      i  obere  ) 

Wurzel  IT  eine  ^  „„^^^^  j  Urenze  x  derselben  zu  berech- 
nen 

A  it/U  a  u  ng. 

Löse  wiederholt  Problem  I.,  das  gefundene  «  jedesmal  als  neoes 
«1  bi^trachteud,  so  lauge  bis  f{x)  das  cntgegongesotzte  Voiaeicben  tob 
/(r,)  erhält.  Dieser  Fall  tritt  stets  ein,  wenn  w  keine  mghrfiigh^ 
Wurzel  ist  (§  8.,  m.,  1)). 

Wir  branchen  nur 

•  —  einem  NfthenmgBwert  von  (2)  (i) 

XU  nehmen. 


•)  Oder  was  dMwIbe:  Ein  Intcrvnll  ^  f''        ^  /"  hostfmini'ii,  wclrb« 

genau  einr  Wurzol  enthält.  Ks  m.-Mlifr.  sirj.  .-nipfohlcn  milchr  IntcrvnUc  fjm- 
boliaeh  dwrdi  (Xi«'x)  resp.  (xu^x,)  vu  beliehnen. 
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Für  diejenigen       für  welche  p<Cl  (9(<i^)^0).  genflgt  nach 
§  a,  lU.,  2),  indem  wir  in  §  9.,  I.  (5)  statt  «,  w\  J^ 
und  statt 

ferner 

«  — l  +  (j»  wie  oben) 

setzen,  der  Wert: 

I»t  j»>l  (S(«i)<0),  80  gentigt  M  •~;rz:i  (2) 

Liegt  j\  der  Wurzel  hinreichend  nahe,  so  iiat  man  Problem  1. 
nnr  einmal  auizulOsen. 

Ist  w  €äne  mehrüMshe  Wand,  so  findet  eine  fertwihrende  An- 
näherung auf  der  |        |  Seite  statt 

Wie  in  diesem  Fall  die  Wurzel  getrennt  werden  kann  von  der 

I  vohL^S        1  *****  nwammenfaUenden  WotmI, 

geht  aus  der  Schlussbemerkung  in  Artikel  L  hervor. 

Ist  «e  =  Fi»i)  eine  Lösung  von  Problem  L  in  der  angegebenen 
Weise  nnd  sddiessen  wir  den  Fall  ans,  dass  w  eine  mehr&che  Wonel 
ist,  so  genügt  dem  Problem  die  riacb  iterirte  Fnnction 

wo  r  endlich  ist,  «  1  oder  *•  2  etc. 

Seiipiei  L 

(§  2.,  Beispiel  IIa.,  (3)). 

Die  kleinste  positive  Wurzel  w  wa  trennen.  Hter  ist  0  eine 
untere  Grense  von  w,  eine  obere  wird  gesncht 

Wir  lösen  §2.,  Axtfg,L  fttr«^*Q,üsOiindA  —  1  und  finden 
wie  in  §  3.: 
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Weiter  ist 


1)  ftr  «Bi  —  0: 

6      1  10« 

9>«(ö)<j>J   «=-5;  «  =  (0-1)0,1  =  0,4, 

Da  /((Vi)  —  8^76  >  0,  80  liegt  zwischen  0  «nd  0,4  keine  Wnnd, 
wir  fUuren  also  fort: 

2)  für  0,4: 

P  "  *  ^.2,076.64  »  2,74  (|)  -  1  <,,; 

»-.g-1,2;  »-1,2(0,5)-0,1-0,6. 

Es  ist  wieder  /((\5)  -  1,391  >  0  also 

3)  für  xj  =»  0,5: 

1/(0,6)      1  1,801.10» 
^  =  eÖ(5r6l*  =  6Ö-      6^  yaM4)  =  0,422  <pi 

»=1,14;  0  —  1,14.0,6-0,1=0^...;  /(0,58)  =  0,43. 

4)  flir  «,  —  0,68: 

P^^'(^%f"^   log;>=0,860...— 2;   log^PeW  <  logf ; 

•  »1,06;  «  =  1,06.0,68—0,1=0,6208;  /(0,62)  « —0,021 ... 

Die  Warzel  liegt  also  zwischen 

0,688  nnd  0,62. 

Zur  geometrischen  Interpretation  verweisen  wir  auf  Artikel  1., 
Fig.  IV  a. 

Wir  können  in  dieser  Weise  fort&hren  nnd  die  Übrigen  Wnneln 
trennen,  nnter  Beibehaitnng  von  e  —  0  nnd  anch  d^  Werte  «,  r,  i; 
h  bei  der  Trennung  der  8,  6  ...Wurzel  (in  pos.  Snne),  während  der- 
jenigen der  2,  4  ...  Wnrzcd  ein  anderes  f  (hier  f  <10)  so  Gninde 

gelegt  werden  muss  (r  kann  durchweg        beibehalten  werden). 

Im  vorliegendeu  Beispiel  kann  sich  die  Methode  an  die  Fig.  IVa 
nnd  Fig.  IVb  des  Artikel  I.  im  Geiste  anlehnen. 

Es  kann  indes  hierbei  der  Fall  eintreten,  dass  die  Tkennang 


sebr  langsam  von  Statten  geht  Um  diesem  Uebetotande  an  begegnen, 
lassen  wir  e  nachrftcken,  d.  b.  wir  setzen  z.  B.  die  Trennung  der 
Wnrzeln,  die  >1,  >10,  >100  ...  sind,  bezüglich 

c«-l;  10;  100. 

Mit  Vorteil  köimen  wir  uns  des  Fourier 'scheu  Kritehum's  be- 
dieuen  *). 

Beispiel  IL 

f{m)  -  »HiB«— 6s^— 6««4-10«>-|-6«'— 4»— 1  -  0  (1) 
Die    —  <—  2  auf  der  pos.  Sdte  benachbarte  Wurzel  zu  trennen. 


*)  Anmerkong  L  Habea  wir  hi  6iiMm  Intmall  m  NeUeWanelii  er> 
nittolt  vnd  gehen  in  demselben  c  Ze{eben*Weebael  „Tetlwren*,  io  enttprieht 
die  DiffiMvns  (=  pemr  oder  0)  eben  lo  Tielen  complesen  Wnndn. 

(Die  in  einem  anderen ,  gene  nateerbalb  dee  ersteren  liegenden  LitervmU  ei^ 
mitteile  DUSnens  iT,  a  s,  —  mi  entspricbt  rf,  weiteren  imaginlren  Wnrieln). 

Anmerkung  II.  Um  einen  Vergleich  des  vorliegenden  Verfahrens  mit 
denen  tmi  Lagrange  nnd  8tnrm  anemtellen,  beidebnen  wir  die  raeeeedY» 
«ihnltenen  Werte  x  «  welche  wir  nie  nene  X|  betraehten  ^  mit 

*i»o  2*1,1  a:i,ä  ...  xi,r  ari.,  f-i  ... 

Es  licpt  dann  zuibchon  je  2  aufeinander  folj;enden  Werten  z.  B.  xi,r  nnd 
xi.r+l  keine  oiler  eine  Wurzel,  je  nachdem  J\xi,t)  und  y(xi,r-fl)  gleiche  od. 
entgegs.  Vorzeichen  haben. 

Die  Methode  vun  Lagraoge,  verbessert  durch  Cauchy,  bestimmt  die 
Reihe  der  Xj  so,  dass 

x\,r\\  —  XI. r  =  f  ==  coustant. 

Die  von  Sturm  ;;iht  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  in  einen  beliebigen 
Intervall  j')  als  Zahl  der  Zoichenwcchscl  einer  pewie.'^en  litihc,  während 
wir  in  (ri.o  ti.i)  —  dessen  Endglied  vom  Anfangsglied  abhängig  ist  —  eben- 
falls die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  nis  Zahl  der  Wechsel  einer  Beihe  finden. 
W&hrend  aber  bei  Stnrm  dieWnrseln  enrt  getrennt  werden  mflieea,  iinddie- 
•elben  hier  bereite  getrennt. 

Wir  können  indes  auch  gleiebs^tig  von      ans  dne  Bdhe 

^1^01      ^HU     ^Itt  "' 

nnd  von  x"^Xi  ans  in  ähnlicher  Weise  in  negativem  Sinne 

.«»^  ...  Ä»^,   »l'l,  »i'ö 

büden. 

Als  Bspl.  hierzu  empfehlcu  wir  obige  61g.  für  X|  =0  und  *'=  1  «u  be* 
hmdeln  (Art.      flg.  XV  a). 
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Es  ist  /•(;»•,)  — —  1<0,  §  2.,  Aufg.  I.,  FaU  b)  zu  lösen.  Wir 
fiudeu  als  zulAssig  «3=  —  2  uud  <i&  die  Jiach  — 2  transformirte  Glei- 
cliuug 

13x«+66sr6— 165ar*+210a-3— 126z«+28x— 1  =-  0  (2) 
lautet  (dieselbe  Gig.  wie  in  §  2.,  Bspl.  IIa  (1)),  so  weiter: 

A  =  l,  p=:6,   r«6.    a«0,l,   f  40 

Ferner 

'  "  "  42     (ü;iy«    42  =  ^^^^  -  >  ^^''^^^ 

s  «-  1,49;  <t  =s  1,49.0,1  —9—0,1     -  24-0,049. 

Da  /"(— 2)  und  /(— 2  +0,049)  entgs.  Vorzeichen  haben,  so  liegt 
also  zwischen 

—  2  und  —2+0,049 

eine  «od  nw  eine  Warze!  Ton  (1). 

Wir  haben  also  die  Wurzel  getrennt  durch  einmalige  Lösung 
des  Problems  I. 


Betiaelitei  wir  (2)  als  ursprünglich  gegeben  und  saeben 
obere  Grenze  der  kleinsten  pos.  Wurzel,  so  finden  wir,  x^^O  waik 
«  s  0  gesetzt,  »  —  0,049.  (Die  Operationen  sind  dieselben). 


Beispiel  III. 

(>"■-{'.>■+(?)■■-(•.>■•+••• 

+-(I5HS)-+S)-»-' 

Die  kleinste  positive  Wurzel  zu  trennen.  Wir  setzen  a?,  =  0 
uud  c  =  0  uud  lösen  §  2.,  Aufg.  1.,  FaU  a),  da  /"(O)  —  + 1>0; 
r  «  22}  femer: 

/22\  /22\  /22\  /22\ 

(f)  "  o    m  m 


*)  Die  Wnrseln  sind  siiünitlich  poi.  fmII  nnd  swur  der  OrOoe  nedi 
(28in2)^  (28in8.2)»   (28in6.2)>  ...  (28in48.2)* 
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/22\  /22\  m\  (22  \ 

*^     /34\''''^«     /32\"'*^     /30\'''**     /28\  ' 

\ioy        V12;       \u)  UJ 

Us;  V20; 

Wählen  wir  a     0,1,  80  ist  der  kleinste  dieser  Werte 
i+M  =-  0^^»*  -  N^i  «»  =  f  (A  =  1  gonommcn), 

U)  (4} 

•  f/(0)     V  2  '   1  _  lüü 

U  j 

»—1,06;  «  —  <t—l)a  — 0,006;  /(«)<0. 

Es  ließt  also  zwischen  0  und  0,006  eine  und  nur  eine  Wurzel. 
(Dieselbe  ist  =0,00487        die  folgende  0,C4371  ...). 

Die  Tremui^g  ist  also  wieder  beim  ersten  Sduritt  erfolgt 


Modi/icirtB»  Verfahren, 

Bei  der  Trennung  in  pos.  Sinne  können  wir  uns  eines  Verfahren« 
bedienen,  wonach  die  Bedingung  Problem  I.  (2)  dadurch  erfüllt  wird, 
dass  wir  nicht  zuerst  a  wiUiien  und  dann  a  bestimmen,  sondern  um- 
gekehrt 

Wir  wollen  dies  an  einem 

Beispiel 
erlftntem.  Es  sei  f  2.,  Beispiel  IIL: 

6x''-|-9x»+5x3  — 15«2+0.a:+5  =  0. 

Die  kleinste  pos.  Wurzel  von  «rj  =  0  ans  zn  trennen. 

Für  c  =  0,     =  0  finden  wir:  r  =  6,  ferner 

AH-»^  =  dem  kleinsten  der  Werte  1,    ^a*,  4o'. 
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Ist  a<  Vi     0,62996  und  <  ^  —  0,4166...,  80  ist 

!/(0)  20. 

s  

obige  Bedingung  algebr.  JLOsoug  (2):  ^  ^^z}'  können 
also  sagen: 

Zwischen  0  und  x  —  a{z — 1)  liegt  höchstens  eine  Wnrzcl,  wenn 

«>  1  und  o  <0,4166...  and  <|/~^  ist. 
Wählen  wir  s.  B. 

1)  3  =  2,    80  erhalten  wir  «  —  0,4166 . 1    =  o,4ir,6 

2)  —  3,  -  -  »  —  0,209  .2  =0,118 
a)  «  o.  2^,  -      -        -  s  —  0,ai5  . 1,5  —  0,472 

Der  letzte  Wert  ist  also  der  vorteilhaftere. 

Transformiren  wir  die  Gleichung  nach  einem  c  ^     etwa  =  0,47, 

behcaudcln  die  neue  in  (lersrll)rn  Weise  u.  s.  w.,  so  iiiuss  die  kleinste 
pos.  Wurzel  getrount  erschuinou  und  so  nach  und  nach  jede*). 

Auch  hierbei  können  wir  mit  Vorteil  das  Fourier'sche  Krite- 
rium anwenden  (Anmerk.  I.  nach  Bspl.  L). 

Als  Beispiel  enii)fehlen  wir  di(^  kleinste  pos.  Wurzel  der  obigen 
Gleichung'  vom  22.  Grade  zu  treouou. 


I  11. 

Kaehdf'ni  wir  im  Vorigen  gezeigt ,  wie  die  reellen  Wurzeln  ge- 
trennt wridrn  Können,  bleibt  nns  noch  übrig  anznLreben,  wie  mau 
sieh  einer  beliebigen  Wurzel  von  einer  oberen  oder  untureu  Grenze 
derselben  aus  annähern  kann. 

FteUeai  L    Auf  der  |        |  Seite  eines  beliebig  ge- 


*)  Dies  Verfithren  itt  gleieh  dem  folgenden: 

Bestimme  —  wir  verweisen  auf  Problem  I.*)  — :    (0,47  lo  Ar 

? 

es 0,47;  Mtse  *  =      und  beetimiiM  («i  w  xjw  fbr  e  =  «|  tt.  «.  £ 

? 
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\    an  bestimmen, 

in  welchem  keine  Wurzel  von/(x)=0  liegt. 

Geometrische  AuflönuHij. 

(Yergl.  §  2.,  Aufg.  III.,  §  3.,  Krit.  IIL). 

1)  Löse  §  2.,  Aufg.  II.  far  c^x^, 

2)  GoDBtniire  laut  Fig.  II.  nacheinander  HK^  C,  O,  |>,  die 
Tangenton  in  P  und  ^      K  resp.  ft  nach  S  8.,  Anmerkung,  nnd 

El  ist  fiBr  ein  solches  x: 

wo  «-8 Vi)  und  ß^-'tM-^ii'i^x). 
oder 

A(af— Ä)^-  a(«— A)  —  (OA4-/J)  0, 

W+»  (.irj+  -C-Ai)"'-'?* 

-i(-f-').i.r+i{-!-').ir'-K-!-'r>» 

Dies  giebt  folgende 

1.   Algebraitehe  Auflösung, 

1)  Wie  vor. 

2)  Berechne  nacheinander  fM\  A  — c— a; 

ß  —  g(ai)  — «.«1» 


*)  Symbolisch  können  wir  die»e  Intervalle  durch  (x,x)w  bezflgl.  «?(xj,) 
be^wicbnen.   (Vcrgl.  §  10.  Problem  I.*)  nnd  Probien  11.^)) 
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und  zwar 

a)  wenn  «  >     sein  loll: 

lowie 

1.  falls  a  >  0  und  y  >  0  (also  a>ü):0<»<*'""^ 


r 


3.    „       <       „      >     (  „    q<0):  a>l. 

(Der  Fall  «  <;  0  und  y  <  0  kann  nicht  eintreten). 

b)  wenn  x  <^a^  verlaugt  wird: 


sowie 


1.  fiUUifi>Onndy>0  (also  g>0):  ^~^<»<:i 

2.  sonst  s  «.  — ^  = 

SeUiesslich  finden  wir: 

Die  Lösnng  von  3)  kann  uach  §  12.  erfolgen. 

Beispiel. 

(§  2.,  BspL  U.  a,  (3)). 

Auf  beiilcu  Seiten  von  ==  0,8  ein  Intervall  zu  berechnen, 
welches  keine  Wurzel  enthält. 

1)  Da  /(0,8)  =— 1,245. ..<0,  so  ist  zonftchst  §  2.,  Adg,  TL 
flir  c  <  0|  zn  lösen.  Es  sei  «  0,  so  können  wir  die  §  2.  gefn- 
denen  Werte  benutzen: 

X  — 1,  a  — 0,1,  r  =  6   nnd   I  — ^• 

2)  /(0,8)  =-1,245376...;  /'(0,8)  - -0,W39...j  A— 04; 
^(0^)  -  3,54294 
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o  =  3,55817  i  F(0,8)  =  0,531441;  g  (Ü,8)  -  0,552197  j  jS«— 2,29434 
2,29434  2,65016.  (2,6501 6)''^     ,  « 

'     3,55817  3,56817  '  «  ^  (3,ÖÖ817)» '   Wg«  -  0i«)8W-2 

Es  sei  zmiftchst  «     «,  verlangt. 

Hier  liegt  der  FaU  a)  1.  vor,  wdaas  s<     =»(^837...  und 

<C  ~r~     0,833 . . . ,  aber  >  0  sein  muss. 

Wir  finden  nach  §  12.  log  i^«  0,789  »  0,80968-2  >  logg,  also 

2  6501 6 

«  -=  0,789;  X  =-0>l  +  3^i7 .0,7^  '  log (x+ 0,1)  =  0,97496-1; 
«+0,1-0,944;  (B- 0,844. 

Zwiscbou  0,8  und  0,844  hat  diu  Gleichung  mithin  keine  Wurzel. 

Berechnen  ivir  jetzt  ein  solches  Intervall  anf  der  negativen  Seite 
von  C|  —  0^. 

Es  liegt  Fall  b)  1.  vor,  also  inuas  0.833. ..<<  ^  <C  1  seiii.  Da 
1»»e  0,872  =  0,8C>981— 2  >  logg,  so  ist  a  =  0,87200,827)  statthaft; 

«-_0,1  +  3^5t(Jö72»    log(«+0A)  =  0,93152-1; 

a5-|-0,l  =  0,a54...;  «=0,754... 

Zwischen  0,754...  und  0,8  hat  die  Qleichnng  also  eben£sUs  keine 
WnneL 

2.    Algebraische  Lösung. 

Diese  Lösung  ist  einfacher  als  die  vorige,  die  Annfihemng  an 
die  Worael  aber  eine  langsamere. 

1)  Löse  bezüglich  | in  §  2.  für  c^as,,  mit  dem 

Unterschiede,  dass  an  die  Stelle  von  »±nji :  *±»a  tritt,  sodass  geom. 
interpretirt  die  Curve  y=;g(x)  von  der  Absdsse  e  an  beständig 
anisteigt 

2)  Berechne  nach^nander: 

Ä  —  e— a;    p  =  \  »  besügKch  ^  Vf^p  (oder  —  Vi^p); 


(Es  ist  z  bestimmt  durch  F{x)  ^  g  (xj  rcsp.        ^  jj  (xj) ). 
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Beispiel  L 

In  §  10.,  Bspl.  I.  fanden  wir  eine  Wurzel  w  zwischen  0,58  und 
0,62.  Es  ist  /(O/))  -  0,2...  >ü,  dagegen /(0,62)<0i  w  üegt  also 
zwigchen  0,6  und  0,62. 

Bestimmen  irir  e  so,  dass  0,6  <  2  <1  to  «0,62).  Wir  finden 
als  zälflssig  (nach  §  2.,  Bspl.  n.  b.): 

c  — 0;   A  =       a  =  0,li   r  =  3;    l  =  --0,02; 


also 


Ä—    0,1,  ^^j^y^,    -    (7)3,  «—7  » 


a;  =  0,1  (y347  — 1)  0,6027. 
Die  Wurzel  »  ist  »  0,618... 

Beispiel  IL 

Eine  untere  Grenze  «  der  positiven  Wurzeln  der  vorigen  Gloi- 
cliung'ztt  borechneo. 

Mittelst  der  obigen  Worte  finden  wir 

1»  =  (0,1)»  »  =  yi01;  «-0,l(Vl01-.l)- 

w  =r  0,3667. 

Die  Wurzel  selbst  ist  0,610... 

—  .        (unteren)  _ 

Ftoblen  II.  Ans  einer  i    .     ^     )  Grenze  einer 

{  oberen   )  ' 

Wurzel  to  einen  NAliernngswert  m  anf  der  |        |  Seite 

zu  bestimmen. 

Löse  wiederholt  Problem  I.,  das  gefundene  »  jedesmal  als  oeues 
«1  betrachtend. 

In  Betreff  der  Wahl  von  <?,  r,  ...  gilt  Analoges  wie  in  §  10., 
Problem  II.  nach  Bspl.  I.  bemerkt. 

Bei  der  Annäherung  von  einer  oberen  *)  Grenze  ans  kdimen  wir 
uns  des  sehr  einfachen  Nahemngswertes: 


Eine  untere  Grenze  einer  Wurzel  w  kann  durch   die  Substitution 

»  SS-  in  ein»  obere  Greiute  tob  -  verwanddt  werden. 
s  « 


r 


8 Übet:  OtUtmukimgm  iSbtr  a^«brai$€^  OlMcAin^im.  3$3 

t/M  - 


bedienen,  worin  die  Constauten  nach  der  2.  algebr.  Lösung  von  Pro- 
blem  I.  (fAa^i)>0)  zu  bcrechueu  siudj  jP'(«i)  =■  Ar(;ci  — 
h  =  c — a. 

(Vergl.  diesen  Wert  mit  dem  sogenannten  En  1er 'sehen  ,^ähe- 
mngsweri'S  §  3.  Anmerkung,  2.) 

Wir  wiederholen,  dass  j-,  beliebig  ist,  während  die  Eulcr'sche 
Formel  voraussetzt,  dass  a-j  bereits  ein  Näherungswert  ist. 

Ist  c  F(xi)  eine  Lösung  des  Problems  I.  dieses  S  in  der  an- 
gegebenen Weise,  so  kann  die  Wurzel  w  dargestellt  werden  durch 
die  in's  Unendliche  fortiterirte  Fonction 

«-^(/^(/•'(....(xi)....))). 

ISS       r=a»  821 

Je  grosser  r,  desto  kleiner  w^x. 


§  1:2. 

L    Nach  §  10.,  Problem  II.  lässt  sich  die  Trennung  der 

reellen  Wurzeln,  d.  h.  die  Bestimmung  einer  |  |  Grenze 

(unteren ) 
oberen  ]  wiederholte  Auflösung  der  Formel: 

wo  r  eine  ganze  Zahl  und  ;>(I>0)  varürt-,  oder  auch  von 

logyrW^logp  (2) 

znrflckftihren    >  0). 

Es  ist»  zur  Abkürzung  statt  gesetzt: 

<p'{z)  =^  r(r-l)(;3-l).'-  2, 

-  r(r-l)|(r-l)a-(r-2)|»'^-«, 

«^logy(«) 

dB  ' 

log  10. 9  (s) 

rf»logy(g) 

 i  T^^^r 

lOglO  ^'^  ' 
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Diese  Differeutialquotieaten  lasscu  deu  Vorlauf  der  Canren: 
ff=sipr  (9)  und  y  —  log^« , 

bezogen  auf  rcchtw.  Achsen,  erkennen. 

Eine  vollständige  Disonsslon  wOrde  nns  zn  weit  Alhreo.  Wir 

bemerken  nur,  dass  die  Function  im  Zähler  von  —-^f^~-  gleich  0 

Uz*  ° 

gesetzt  ausser  der  2 fachen  Wurzel  s  —  1  keine  positive  Wunel  be^ 
sitzt  (Ist  r  ungrade  so  auch  keine  negative,  ist  r  grade  so  eine 
solche). 

In  Fig.  III.  haben  wir  die  obigen  Fuiictioncu  fiir  r  =  6  graphisch 
dargestellt.  Wir  heben  hervor,  dass  die  erste  t'urve  in  W  emeü 
Wendepunkt,  die  zweite  in  der  Geraden  x  »  1  eine  Asymptote  hat 
(für  beide  Zweige). 

II.  Die  Annäherang  an  die  reellen  Wurzeln  nach§ll^ 
Problem  II.  besteht  in  der  Lösung  von: 

^riz)  ^  +  zr-l^q  (1) 

WO  r  =  gz.  Zahl  fbr  verschiedene  Werte  von  q\  oder  auch  von: 

±  log  ±  tj^r»  ^  ±  log  d:  «. 

Zar  Bourtoilang  des  Verlaufs  der  Functionen  resp.  der  Curvcu: 
y  — ♦rW  und  y  — ±log±^r(») 

Jßthea  wir: 

,^"(a)  =  (,._i)((r— 2)— r«)Ä''-3, 

logl0.i/;(a) 

rf«log»»  1       lr*z*—2{r  —  l)rz-{-r(r~l)]^-* 

r  log  10  ^  ' 

Der  Ausdrxiek  in  der  Klammer  ist  stets  positiv,  also  der  letzte  Diffe- 
rentialquotieut  negativ  für  0  <^  2  1,  entsprechend  ^(»)  0;  da- 
gegen ist  für  t(»)<0:-'-!~^j,^^^-^>a 

In  Fig.  IV.  sind  obige  Functionen  Ar  r  —  6  zur  Darstellung  ge- 
bracht Die  erstere  Curve  hat  in  IT  einen  Wendepunkt;  die  loga- 
rithmische  in  den  Geraden  9^0  und  « 1  Asymptoten;  sie  besteht 
aus  drei  unendlichen  Zweigen. 
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m.  Ans  L  tmd  II.  ist  ersichtlich,  dass  im  Falle  eine  namerische 
Gleichung  vorliegt,  z  (§  10.,  Problem  I.,  uud  §  11.,  Problem  L,  1.  AI- 
gebr.  Lösung  3»  leicht  dorch  Probiren  gefunden  werden  kuin. 

Durch  Anwenduug  der  Rt-guhi  falsi  oder  der  Euler'icbeu  Nähe* 
ruugsmcthode  lüsst  sich  z  berechiieu  oder  darstellen. 

Wie  sich  die  Trennung  auf  die  Lösung  von  GleidiuQgen  1.  und 
2.  Grades  znrackfftbren  lässt  —  die  Annfthernng  linear  oder  durch 
die  Bestimmung  der  positiven  Wurzeln  reiner  Gleichungen 

wo  r  ^n,  bewirkt  werdeu  kaim:  haben  wir  bezüglich  in  §  lü.,  Pro- 
blem n.,  S  11^  Problem  n.  und  Problem  L,  2.  algebr.  Lösung,  geseigt 

Wir  vorweisen  aiu  h  aui  da»  „modificirte  Verfahren"  in  %  10.  zur 
Trennung  in  pos.  Siuue.  ' 

*  Andere  Dantellnngen  von  s  eigeben  sieh  geom.,  wenn  wir  beaditeo  ,  daM 
die  Waneln  von         =  p  Abscissen  der  Berttbrnngipttnlite  der  TMkgenten 

von  Punkt  ( 1 ,  1  —  p)  nn  die  Curve  jf  =  i^,  eUo  nnch  |  S.  II.  die  AbidMen 
der  Darcbechnitte  der  Curve  K  and  |t,  dargeetelll  durah: 

■ind  und  auf  dieecs  Syitem  die  Kriterien  §  S.,  1.  anwenden,  indem  wir 
2'8  II  X*X  wihlen  oder  dweh  0  gehen  huMen  oder  aneh  die  Kriterien  |  6.,  5. 

Anl  letstere  Weite  finden  wir  s.  B.  das  «  in  f  10^  Probien  IL  (t),  all 
Mihemngiwert 

Auch  können  wir  nach  Gauss  mit  Hülle  von  Tafeln  für  Loga- 
rithmen von  Sunimoii  und  Differenzen  oder  auch  der  log.  trig.  Tafeln 
(Beiträge  z.  Theorie  d.  algebr.  Gig.  U.  AbÜL,  Güttingen,  Dieterich'sche 
Buchhandlung,  1849.)  «  berechnen. 

Am  rationellsten  möchte  die  Trennung  und  Annäherung  an  die 
reelle  Wurzeln  numerischer  Gleichungen  sich  bewürhen  lassen  mit> 
telst  Tabellen  über  die  Functionen  in  L  und  IL,  indem  wir  dann  % 
nur  abzulesen  brauchen. 

Im  folgenden  Artikel  werden  wir  das  Problem  der  Trennung  der 
Wurzeln  als  das  ungleich  wichtigere  dieser  beiden  Probleme  specieller 
behandeln,  wobei  wir  hauptsächlich  die  praktische  Brauchbarkeit  der 
Methode  zur  Auflösung  numerischer  Gleichungen  im  Auge  haben. 
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XXV. 

Zain  Problem  des  dreifach  orthogonalen  Flächensy^teius. 

StMwAitikd.  Mictnnf  tm  V.  XIY. 

Tod 
ü.  Hoppe, 


14.   AUireBMloste  Fliehe  Ton  {sremeinsamen  eVenen  SjiUb 
mit  einer  Flftelie  &  Grades. 

Nacbdom  wir  im  Yorhergehcnden  die  orthogonalen  Flächen- 
Systeme  antersncfat  haben,  wetehe  2  ebenen  Systemen,  hervorgehend 
aas  Lösungen  der  Difforentialgleichang  (8)  fflr  den  Fall  der  w- 
schwindenden  rechten  Seite,  entsprechen,  w^en  wir  non  den  i^eich- 
fiUls  augedeateten  Wog,  nftmlicb  von  der  lütte  des  ProUemt  SM 
nach  beiden  Seiton,  Terfulgen,  indem  wir  Ton  einer  Flftcbe  ansgehen, 
deren  Krammnngslinien  bekannt  sind.  iUs  einfachstes  Beispiel  jlelet 
sich  eine  Flftche  2.  Grades  dar,  deren  Gleichuugeo  in  Parametern 
der  Krflmmungslinien  «,  9  lauten: 

ar  —  a — 5— («* — a)(v — a) 


WO 


J  —  C*— c)(c--ci)(a— 


im 


Boppa:  Ztm  BroUm  dt»  dn(fkek  mrAogumlm  Ftaehmtg$tm». 

Dieselbe  FlAcbe  ist  MUgedrftckt  durch 

a* 

Bezeichnen  also,  wie  Kohagß,  |>,  9»  r  die  BichtmigBeoslniis  der  Kor- 
male, 90  hat  man: 

piqir  =  -  .7:- 

Da  nim 

(I)  +  (I)  +  (;)*-  S7  x-'J 

+<» (a—  c)  (u—b) iv—b)  +  ab{b^d){u  —  c){v  —  c)\s=  — 

ist,  80  ergiebt  sich: 

f-iKw  «-![/„»i  '--«K»^ 

wodurch  zugleich  die  positive  Richtung  der  Kormale  definirt  sein 
mag.  Diese  Relationen  stellen  die  Abbildung  der  Urfläche  nebst 
Ihren  Krflnunungslinien  auf  der  Kugel 

dar,  wenn  man  /),  9,  r  als  die  entsprechenden  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  betrachtet.  Bildet  man  sie  von  dieser  wieder  nach  den  Re* 
lationeu 

auf  der  Ebene  ab^  wo  I,  ^  die  ebenen  Coordinaten,  t  eine  Abkttmng 
ist|  so  erfaUt  man: 

w  p 

t-    '  * 


Elimiairt  man  beliebig  t*  oder  und  beaeiehnet  durch  h  einen  belie- 
bigen von  bdden  Parametern,  so  findet  man: 

+kla-o)  P+ (Ä -  c) (k  - a)  1,«}  (1  - ^  -  0 

als  gem^same  Oleichimg  aller  Cimrea  des  ebenen  Systems.  Die 
•leh  rechtwinkUg  schneidenden  2  Scharen  kOnnen  sich  denmacfa  nur 
dttfioh  dJ0  Werte  yon  k  nntemMdsn. 
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Es  siud  uuu  ferner  die  Differentialgleichungen  für  die  HaopV 
krümmuugeu  nach  (8)  herzuleiten.  Differentürt  man  die  Weite  (246), 
BO  findet  man: 

and  analoge  Aufldrflcke,  worans  nach  (7): 

A/I-  (^A^^  A  I    «V_  ,    J»9«     .     ^r«  ^ 

ahc  i  7/*       \  \ 

«Ar  (f  —  Ii) 


4u^i;(tt — a)(tt — b){u  —  e) 

also,  wenn  man  zur  AbkftKung 


setzt: 


Die  neue  Differentiation  ergiebt: 


8  log  iV/       _  «       ^      ülogjy  r 
bv         2r(ü  —  tt) '         Sil     '   2u(u — 1>} 


woraus : 


und  die  nochmalige  Differentiation: 

a       aif  3t> 

a  au 

Demnach  lauten  für  nnsern  Fall  die  GL  (8): 

2t;(ti-t;)  du    2ii(«— r)  a»  " 


a^  ,        V       an  3u_  ^ 

aua«  2i»(u— p)  an  ~  2r(u— »)  a»  " 
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nud  zu  jeder  Lösung  einer  vom  beidett  Olddraugon  findet  man  die 
zugehörige  Lösung  der  andern  mittelst  der  Relationen: 

^  II — V  dm  ,  ^  u  —  vdn  /«.^v 

„  =  ,„_2»— g^-}      „  =  „+2«  — gjj  (249) 

Zur  Vorbereitung  der  Integration  setzen  wir 

1.1  11 

^       U  *  UV 

dann  geht  Gl.  (24b)  Uber  in 

Bhn  .iBm      d^m     2  dm  .  . 

'^^v^^W^'v"^  ^^^^ 

Iq  dieser  Form  wollen  wir  ihr  durch  den  speciellen  Wert 

m  — ^  (251) 

zu  genügen  suchen«  wo  o  constant,  Function  von  v  ist  Dies  giebt 
nach  Einsetzung: 


■    8,«  -       +  (252) 

Ein  Integral  dieser  Gleichung  ist: 

worans: 

»«^«•Cti+r«»*)(l-|_co9^)a^  (253) 

Hiemach  mosB  die  GL  (248)  als  lineare  anch  befriedigt  werden  durch 


n 


«» =^  9'(^  -f.  V  cos  ^)  (1 + cos  d)  (254) 

wo  (p  eine  willkürliclic  Function  bezeichnet;  denn  betrachtet  man 
(p' X  als  Function  von  und  entwickelt  diese  in  die  taylorsche  Reihe, 
80  ist  jeder  Tei  ni  des  Integrals  enthalten  in  (263). 

DUferentürt  man,  w  DarsteUnng  des  ziigeh<>rigen  «,  den  Wert 
mit  Beachtung,  dass 

hm  1^  /  8w  .  8w\ 
^^^\^'^^) 

ist,  so  findet  man: 

^  9'V  +  vcoed)Bin«*0* 
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370    Boppti  Zum  FnilUm  dn  dre(faA  wrAogomJm  fUkhmqfitm»» 

und  nach  ieUwieiaer  lategratioD: 

n 

Dies  in  GL  (249)  in  der  Fom 
eingeführt  giebt: 

n  -^9'(|i+yo08»)(l  — CM^)d»  (355) 

Um  ans  den  HanptkrOnimangea  m,  n  die  Gleichungen  der  FUche 
ahznleiten,  wenden  wir  statt  «,  v  nnd  f»,  v  ein  drittes  System  Unab- 
hängiger ff,  i  an,  mü  jenen  verbanden  dnridi  die  Relationen 


u  3 


—  1 —  


(256) 


»        *    "    3  A 
Zar  Abkürzong  sei  überdies 

e-,»+vco8^=^|l-x(A  cos*  I + i  si"-  2  )  )  '  ^ 

Dann  wird  nach  (346)  (344) 

,-±)/'-^-^.»«l)ff  '  (358) 

HnltipUcirt  man  die  Gl  (356),  so  kommt: 


Hfemach  ist 


ff«  -        —  (869) 


au  V        u       k  ^  ' 

09  I»  9  A 


folglich  nach  (358) 


Es  war  aber  (s.  Gl  (10)) 


Bm^7n^du+n^dp  (360) 
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daher  hat  man: 

das  ist  nadi  (254)  (256)  (257): 

n 

Bx^^dJ*  q,'m(dK  +  '^~bk^d&  (261) 
Zur  Transformation  entwickeln  wir: 

+ ''^^^  7  ^  d  V 

(AW|  +  Bin^|) 

81  ä   i     ^"""S*^^*^^  d 

Beides  addirt  und  swischen  0  und  x  nach  d  integrirt  gieht: 

ünndtteUMr  eclillt  umb: 

0    Acos^g -|-j^8m^2  0 


woraos: 


t4* 
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S72     Hopp  et  Zum  Problem  de»  drei/adk  orthogwudm  FUthtnsyttem», 


Integrirt  man  nach  dieser  Fonnol  die  61.  (261),  so  kommt: 


-ioZ>p/   \  (2Ü2) 


0    Acos'^g -j- j^siir  2 


Nun  ist  nach  (257)  (258) 


folglich,  mit  Anwendimg  der  Analogie, 


9(0)8^ 
2 


Hier  ist  die  Grösse 


/cos«? 

nnahhängig  Ton  nnd  bleibt  daher  bei  Snbstitation  der  Ana« 

logen  zum  Aasdmck  der  beiden  andern  Coordinaten  nnveriUidert 
Bas  gleiche  gilt  von  der  Fanction  ^'{B)^  nicht  aber  von  der  Inte> 
grationsconstante  in  qp(6),  welche  ftlr  jede  Coordinale  einen  andern 
Wert  haben  kann,  lieber  diese  3  Constanten  ist  nun  derart  an  ver- 
lllgen,  dass  die  3  Functionen  nnter  dem  Integralzeichen  im  ganien 
Intervall  der  4^  stetig  werden.  Es  ist  leicht  zn  beobachten,  dass 
immer  einer  der  3  Nennw  fiOr  einen  Wert  von  ^  verschwindet  Da 
nAmlich  %l  reell  ist,  so  hat  gleic  hes  Vorzeichen  mit  also  nach 
(258)  auch  mit 

^    hcie^h)  1 


Wie  aus  (262)  zu  ersehen,  findet  im  Ausdruck  vou  x  die  Stetigkeits- 
unterbrechung  statt  oder  nicht,  jeuaclidem  A^,  also  D*  negativ  oder 
positiv  ist  Die  Ikdingoug  eiues  uegativeu  D*  ist 
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mit  Beziehung  der  Zeichen.  Um  sie  211  erfbllcD,  muss,  j  c  na  c  h  il 0 m 
unter  den  Grössen  a,  e  keine,  eine  oder  zwei  negative 
existircn,  a  die  mittlere,  grOsste  oder  kleiuste  von  ihnen 
sein.  Daraus  folgt,  dass  b  oder  c  ftr  a  gesetzt  in  allen  3  Fällen 
ein  positiTOs  2>«  eigeben,  dass  also,  wenn  in  »  die  Unstotigkeit  ein- 
tritt, y  und  «  davon  frei  sind.  Setzen  wir  die  soeben  bezeichnete 
Anordnung  voraus,  so  lauten  die  von  jeder  Unstetigkcit  befreiten 
Gleichungen  der  Fläche: 


n 


71 


Was  die  Bedeutung  der  Constanton      C  betrifft,  so  findet  man: 


b%^ — 1""./  /  :rT^  .  

 1  / 

2  f   u  —  b  v  —  b 

Da  nun 

,  1/00(0 — a)      >6  0 — & 

^  —  — 

ist,  80  heben  sich  in  (264)  die  variabcln  Factoren  weg,  und  B  ist 
einem  constanton  lucn  nu  nt  von  rj^  ebenso  C  einem  solchen  von  2 
proportional,  wolcho  beide  nur  eine  Verschiebung  der  ganzen  Fläche 
ausdrücken,  daher  als  gleichgültig  unberücksichtigt  bleiben  können. 

Für  rationale  Functionen  9  ist  die  Fläche  stets  algebraisch.  Ist 
9  zunächst  eine  ganze  Function,  so  kann  man  sie,  wegen  des  ttber 
den  Gonstanteu  Term  Bemerkten,  in  der  Form  darstellen: 


9(8)  -  £  Jt(e»+i— d»*!)  (266) 


und  nach  einander 

,222 
a     b  e 
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T     y  z 

setzen.  Daun  ist  eine  beliebige  der  3  Grobscu  -»  -ausgedrückt 
durch 


n  n 


Ö  —  k=0  A=0 

und  man  findet  uach  (263) : 


=^  i:  Ak  £      /  e^B» 


n  n 

Fuhrt  man  dies  ein  und  vertauscht  die  Snmmationen,  so  wird  die 
gesuchte  Grösse 

»=»,  g=k  /,A  7  A=k  /       2  \* 

-.f.^"'*,fo<-*^'(-*)    d  <-*>*(-*) 
Dies  Iftsst  sich  symbolisch  ansdrtlclcen  durch 

r  1  1 

mit  der  Bestimmung,  dass  die  Grösse  in  eckigen  Klammem  nach 
Potenzen  von  -  und  -  entwickelt  werden,  und  die  Keiho  da  ab- 

brechen  soll,  wo  die  Snmme  der  Exponenten  den  Wert  k  erreicht 
In  dieser  Schreibweise  lanten  die  Gleichnngen  der  Flftche: 


-  b)  »— a  f»— a 

U  V 

£  Ak 

-  c)  U  —  /;  r  —  h 
U  V 

£  Ak 
*=o 

a)  u —  e  V — e 

U  V 

k-k^ 

£  Ak 

k=Q    \aj  [r  u — a  v — aji 


»=0     \cj  17  u — cv — cj» 
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Die  enten  ParticalarlOsiiigeii  sind  hiernach: 


«  ]/^(^-^)        Hz:?  (266) 
w       J  UV 


\a  '  u  *  vjw       a        «  « 

etc.  die  y  ond  «  analog. 

Die  ento  Lösang  stellt  nur  eine  Kogel  dar.  Die  atweite  giebt 
xnnAchst: 

-V+»V+«V-<-r(^H-;)(i-3+«Kl+9'„l 

WO  rar  Abkflrznng 

gesetzt  ist.  £Uniinirt  man  u,  «,  so  erhalt  man  folgende  Gleichung 
loten  Grades: 

—72  («r^+fc^rH^* — y  )] + 27  a)^« + 6(6-/?)^^« + «(u-y )  '  | 
X  ia(a-a)»«+i(&-i5)/+c(c-y).«|« 

Die  Krümmungslinicn  dieser  Fläche  erhält  man  durch  Elimiiialion 
von  u  oder  r  zwischen  '1  holiobigen  derselben  Gleichungen.  Aus  den 
beiden  ersten  findet  man,  woiin  k  einen  beliebigen  der  Parameter 
tt,  V  bezeichnet: 


376    Hoppti  Zum  PrMtm  du  dre^aek  wthegonak»  Flieketuytima. 

Die  ilauptkrümmimgen  sind  bei  der  Annahme  (266) 
das  ist  uacli  der  oben  ansgoftthrten  £ntwickelnng: 

n  -  —2«  2)^  a -f  1)  Ak  \ )^+ 1  (-  *  v~9 

Der  vorstcliciidou  Paiticularlösung  entspricht  ^1,  =     daher  ist  hier 

3.2  2  .  3 

Fttr  die  dritte  ParticttlarlöBang  ^     -  hat  man: 

_3/5      ß      6\  3/6  ,  n  .  5\ 

Ist  fomer  9  ein  rationaler  fimch,  so  kann  man  diesen  zerlegt 
denken  in  eine  ganze  Function  und  Terme  von  der  Form 

Sei  zuerst 

dann  wiid  ciuo  beliebige  der  Grössen 

*     ^  1 

0  0     ^~+eJcos22  +  ^-  +  ejsiü>'j 

—  Xl-ÜL,]/  ^  

^  'rf+e  r  CM +2  ct;  +  2 
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2     2  2 

wo  ä  die  Werte  ->   r-    ~        Daher  ist  im  einzelnen 

a     o  e 


n      a      l/bc{c — b)  u — «    v — a 
*  "  ^  2  2+ ^  V      J      «Hh  2  iH- 2 

n      b      ^/ca{a—c)   n  —  h    v—h  \ 
2  2+beV       J       eu+2  ev-\-  2    (  ^^'^ 

"^^2  2  4-ce  V  J 


—  a)  u  —  e   V — e 


-{-ce  r        d       ei*-|-2  ctJ-|-2 

Hieraus  erhält  man  durch  Differentiation  nach  a  für 

^e)  -  ^-^^^  =  (ö+e)  -'-X  -  (<i+.)-»-> 

den  Wert: 


gemeinsam  für         »        Sei  z.  B.  ^•  =  1;  Uauu  wird 

^    *"   (268) 

TT      a     \/hc{c-^  b)  u — a    o  —  nf    %i      .  «      ,  _  \ 

*     +  4  2+i  r       J      ^2  er+2\2+a«"^«i+2"*" w+2; 

y  *"     4  2-f     r  eu4-2  ct;+2  \2HPÄc"'~ctt-f-2"*"ct?+2/ 

^        e     \/ab(b"-a)  u^e  v—e  (   ^     i  _j_    ^  \ 

'  -  +  4  2+  ce  r       5      iu+2  ev-^  2\2  +c«'*" w+'2"'"w+2/ 

Die  Gl.  (267)  geben  nach  Elimination  von  «, «: 

[a         +     [b  +  V  +     U  +  V      4(2+ae)(2+6e)  (2+c.) 

das  ist  eine  Fläche  2.  Grades,  welche  einer  homofocalen  der  Urflftche 
(2  ir>)  ähulii'h  ist,  und  fftr  «  =  0  nach  Division  der  Lineardimonsionen 

durch  —  1 71  Ynbc  in  die  Urtiäche  übergelit.  Der  ürfläcbo  cutspricht 
also  der  Wert 


Digilized  by  Googl( 


378  HoppMt  Zmm  PnUtm  da»  dreifaek  ortkogomdm  Fl9ehmt§tlm§, 
worai»  nach  (254)  (255): 


TT 


»  1  9tVabcJ 
0 

das  ist 

Von  dieser  SpoeiaHösniig  der  6K  (248)  ausgehend  kann  man  ann 
leicht  eine  allgcmeinoro  Löeaug  ableiten.  SU.  (8&0)  zeigt  nimli«^ 
sofern  sie  bei  einem  eonstanten  Increment  m    ntt?erftnd«i  bleibt, 

dass  man  in  jeder  Lösung  zn  ^  nnd  ^  dieselbe  Constanto  ^  addiren 
kann.  Es  gehen  dann  «,  «  Aber  in 

Kach  Substitution  cUescr  Grössen  und  Division  durch  erhalt  man 
zunächst  aus  (269): 

dann  allgemeiner 

r  o*<f  /  (tt+tfjiVü-f-tf  r         (,;+ a)Äytt+o 

wo  die  willkflrliefaen  Functionen  n^,  und  die  ebenso  willkflrliehea 
Grenzen  der  Integrale  naabkftDgig  von  v  sein  mttneii.  Leitfit  man 
ans  m  nach  (249)  it  ab,  so  ergicbt  sich  der  vorstehende  Aosdraek 
fttr  }[(0)  =  t^(<f),  also  enthalten  m  nnd  n  nur  eine  willkoriiche 
Function. 


Nach  Einsetzung  dar  Werte  von  m  und  n  in  (200)  erhAlt 

d      f        '        Vc«— a)(ü -a)l(tt+a)(o+a)|l 
oder,  wenn  ti,  —  *i  gesetzt  wird: 

also  nach  Integration: 
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V                ^              J  (rt+  a)  l/(u -f-  (T)  (y  -fö) 
_  |A(a-ü)(tt-^)(o~&)  /*  a/;(ff)aa  

Hier  entsprechen  jedoch  rationale  Functionen  ip  logarithmischou  Aus- 
drackon  der  Coordinaton.  Um  statt  dessen  eine  uucudlichc  Kciho 
algebraischer  Lösmgmi  sa  erhalten,  kann  man  von  don  Worten  (270) 
ans,  denen 


entspricht,  durch  Differentiation  partiell  nach  c  nene  Werte  ableiten. 
Dies  giebt  sncccssive : 

3  2  3  ) 

+ ÖH^'+(«+«){«+«)+FF»)*  1 ' 

In  tlirscn  Formeln  trägt  o  nichts  zur  Allgenieinlicit  hei,  man  kann 
CS  daher  uaeh  dcu  Opcrationcu  uuU  sctzeu,  uud  eiuiach  schreiben: 

So  gelangt  man  anf  ganz  verschiedenem  Wege  wieder  zn  den  Lö- 
sungen (266). 

Die  allgemeinste  Lösung  der  Gl.  (248)  würde  2  willkürliche 
FüiHtioiieu  einer  Vanabcln  enthalten  müssen.  Diese  Bedingung  lasst 
sich  erfüllen,  indem  mau  \üm  voUständigcu  Integrale  der  Gl.  (252) 

=  »'i{9'(ö)+'P(ö) y*^»! 

ausgeht,  dieses  in  (2r)l)  für  einftihrt,  dann  nach  a  zwischen  den 
weitest  möglichen  constauteu  Grenzen  iutfegrirt.   So  erhält  man: 
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wo 

7t 

und  würde  daraus  n  und  di''  Ciiordinatcn  in  der  beschriebonou  Weise 
bcrccbueu  können ;  doch  iässt  sich  davon  schwerlich  eine  Anwendung 
machen. 


16.   AllgemeinNtes  ortho^onaloR  F1i{clionsysU'm,  dessen  etae  8ehar 
aus  coaxialen  Flächen  2.  (xnides  besteht. 

Bei  der  foln;endon  Untersuchung  will  ich  die  bis  hierher  ange- 
strebte Allgemeiuheit  der  Urtlächc  ganz  fallen  lassen  und  von  einer 
Flilch(^  2.  Grades  ausgehen,  die  sogar  in  Bezug  auf  Mittelpunkt  und 
Axeiiricbtungeu  nicht  variiren  soll.  Allein  die  Bedingung  fester  Brenn- 
pnnkte  fällt  hier  weg;  dies  ist  der  einzige  Schritt  der  Verallgemeioe- 
rang  vom  confocaleu  Syst<*m  aus.  Doch  schon  in  diesem  einfachen 
Falle  zeigen  sich  einige  neue  bemerkenswerte  Beziehungen,  die  bei 
grösserer  Variabilität  sich  der  Beobachtung  entziehen  wurdcu. 

Es  werde  die  eine  Flächenschar  gebildet  von  der  Yariabelii  FUtebe 
2.  Grades 

— a^^(Ä— a)(i— a) 

yi  ^  (k-h){l-b) 

^  -  C)(i— C) 

WO  a,  h,  V  Functionen  eines  dritten  Parameters  m>,  k  Function  von 
(u,  tr),  and  l  Function  von  (»,  w)  ist  IKeee  Functionen  sind  so  n 
bestimmen,  dass 

dx  dx      c;/  dy      dz  dz  ^ 
du  dtp     du  dir     du  dic 

dv  dw^dv  Äi»  '  9»  du» 

wird;  dann  wird  die  Fläche  »•  =  coust.  von  den  Flächen  »t  =  const. 
und  ü     const.,  welche  einander  bedingungslos  rechtwinklig  schneiden, 
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(^eichfiOIs  mbtwinklig  gMcbnitten.    Dividirt  man  de  bshw.  durch 

dk  dl 

Sh'  8^^^  sie  über  in 

&  aw"^&  aio+ä«  Äi'^^ 

Aasserdem  ist,  identisch, 


Setzt  man 


so  wird 


flk     a  —3—  (Z — a)  -=  r  


and  glebt  nach  Differentiation: 


^  a«        2  8x    1  ar,    1  /ajfc  a 


also  nach  Mnltlplication: 

dx 
dk  Bto 


Öm>  """i; — a\dw  ) 


Beseichnen  yi,  die  analogen  Ansdracke  ftr  «ri,  so  erhält  man  nach 
Einmhning  in  (272): 

Nnn  ist 

«i-ryi-r«i  =  —1 

daher  flllt  der  erste  Teil  der  Linken  weg,'  und  nach  Mnltiplication 
mit  {k^a){h'-b){h-'c)  bleibt: 

a(c-4)(«-a) (*-^) (*-.c)  «') 
+  6(a-^)(/-Ä)(A-.e)(*-«)  g  -  6') 


Digitized  by  Gc) 


882    Boppt:  Zim  BrMtm  du  dnifiKh  orO^yMMfai  fttdkmyiteu. 

das  ist»  eaiwick»lt: 

und  aualog: 

("^ '     +^^*~ +  ^»)  "  y-c)  (274) 

wo  zur  AbkürzoDg 

p  —  a(6— c)a'+i(o— o)*'+c(a— (275) 

P,  »  abo\(b  —  c)a'  +  ic  —  a)b'  +ia—b)c'\  (277) 

gesetzt  ist. 

Soll  nan  Ol.  (273)  unabhängig  von  soU  eltenso  Gl.  (274)  nn- 
abbftngig  toh  k  erfüllt  werden,  so  mttssen  znr  Linken  die  beiden 
Klammem,  nur  Bediten  P  verschwinden,  nnd  die  gesammten  Bedin- 
gungen sind  jetst: 

P-0 


dl 

Die  erste  Gloichnng  redacirt  die  3  Fonctionen  von  w,  nftmlich  o,  ^,  e, 
anf  zwei.  Da  sie  nun  sichtlich  dnrch 

a'  -  »'  - - 1 

und  durch 

oa'  =  W  =  «?'  =  1 
erfbllt  wird,  so  ist  ihre  allgemeinste  Lösung: 

wodurch  die  Gl.  (276)  (277)  Übergehen  in 

P,  =  JQ'  -^     p^  -  ^jit  (27^ 
und  die  CH.  (273)  (274)  in 

Hiernach  sind  a,  6,  c,  A;,  /  s&mmtlich  LöBungen  einer  Gleichung 
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WO  Q,  IK  willkOrHclie  Fimctioneii  tob  w  beseidmeii.  Ist 

t  —  /(m?,  const.) 
das  Integral  derselben,  so  hat  man: 

yto  B,  C  willkürliche  Constanten  bezeichnen,  uud  u,  v  zur  Ver- 
einfachung statt  beliebiger  Functioaen  bzliw.  voa  u  uad  von  v  ge- 
schrieben sind. 

Ist  beispielsweise  12'  -=  0,  so  giebt  Gl.  (279): 

t  Q-J-cOüßt 

daher  ist  hier 

a^Q+A-,    Ä-Q+ü;  e^Q+C 

und,  wenn  man     =  — setzt,  so  gehen  die  Gl.  (271)  aber  in 

B—  C 

«•  —  — (tt— -d)(»— ul)(ur— -4) 
^=^(ii-Ä)(»-J«(«-Ä) 
«•  -  ^^(tl— C)(tr— C)(«— C) 

demnach  entspricht  der  Fall  if  »  0  dem  confocalen  Flftchen^ystem 
2.  Grades. 

Umgekehrt  geht  aus  der  Annahme  fester  Brennpunkte  der  Ur- 
fl&che  hervor: 

a— i  =  con8t.;    a  — «»const.  also 
o'  -  6'  -  c' 

daher  nach  (277)  und  (279): 

P,  «  0  ;    Ä'  —  0 

Folglich  braaehen  wir,  um  den  Fall  eonfocaler  Flftcheo  anuaadiliesseo, 
nur  fesCsnsetsen,  dass      nicht  eonstant  nnll  sei. 

Ein  zweites  Beispiel  der  Integrabilit&t  ist 

Q'-O 

Wir  setzen  der  Einfachheit  wegen  R'  ^     dann  wird 


^4    Büppti  Zum  PirMam,  du  dnifaiA  orClojyoMoIn  FUiAmmf$Um» 


daher 

and  man  hat  das  orthogonale  Flächensystem: 

y »/'  -|-  u — y  tr-\-  B  y  «r^-fT» — y  /7  ^  ^ 


y^+Ä 


1» » 


yw+c— ytr-h-ö  yiü+-d— ytc-i-i^ 
yK?-i-yi  — Vic-fcyip-f/y  yir-fc  ''^ 


Der  Aasdruck  cntliält  5  Quadratwurzeln,  deren  jede  nnabh&ngig  Ton 
der  andern  durchgängig  positiv  oder  durchgängig  negatiT  sn  nehmen 
ist  IHe  Yorseichen  der  Wnrzehi  VtHM,  Vv>+B^  y«p^ljlc  sind 
helielng,  nnr  nicht  sftmmtfich  negativ,  weil 

y»/-  -\-Ä      \B   y ,r  -f  c 

ist.  Von  diesen  VorzcicliL'U  sind  die  der  Wurzeln  y?/7-(-»*i  yir -f  r 
nach  dem  Gesetze  abliängif;,  dass,  wenn  man  alle  5  Wurzeln  sainmt 
0  und  -j-  X  nach  GrüssenfolRe  orduet,  zwischen  die  2  letztem  und  0 
und  X  je  eine  der  3  erstem  lallt.  Das  Flächensystern  nnifasst  dann 
samnitliche  hiernach  gestattete  ('ond)inatiouen  von  Vur/eirhen  und 
ist  nach  dieser  Hestiiinnung  identisch  ndt  demjenigen,  welches  resül- 
tirt,  wenn  mau  die  Gleichungen  in  rationale  trausformirt 

Die  Gl.  (279)  ist  anch  leicht  zu  integriren,  wenn  R  linear  in  Q 
ist  Sei  also  Q  »  hw^  dann  wird 

integrirt: 

ir-<-Mog^    oder   <-j_A  =  conste  *" 
DioB  giebt: 


—  t — tf  f  -» 

Das  orthogonale  Fl&chensystem  läset  sich  dann  noch  durch  m  Sjstera 
von  8  Gleichungen  darstellen,  indem  man  die  5  vorstehenden  zu  den 
3  Ol.  im)  hinzufügt. 
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Ableitung  des  ailgemeineu  Ausdruckes  fär  dus 
KrftmmiuigaiiuM«  der  Fliehen, 

Von 

Herrn  Dr.  G,  J£sekerieh^ 
Privuulocent  an  der  Universitit  Gras. 


Oauts  entwickelt  in  seinen  Disqidaitio^eB  generales  drca  snper- 
fides  cnrvas  znent  den  Ansdnick  fttr  das  KrOmmnngsniaasB  unter  der 
YonuissetzaBg»  die  CHeiehung  der  Flflche  habe  die  Form  »  —  /(«,  y) 
—  wobei  sieh  zugleich  der  Sati  ergibt,  dass  das  KrOmmnngsnuMSS 
gleich  dem  reciprolron  Prodncte  der  beiden  Hauptradien  ist  —  und 
trausformirt  dann  den  so  erhaltenen  Ausdruck  in  die  Variablen  ji^  9. 
Bei  dieser  Transformatidn  sind  die  schleppenden  Bechnungen  des 
Art  10.  nicht  su  umgehen  und  ich  versuche  daher  die  Formel  fBr 
das  Krttmmungsmaass  direet  fBr  die  Variablen  p,  q  su  entwickeln. 

Ay  /?,  C,  G  habeu  dio  vou  Gauss  gegebene  Bedeutung-, 

p,  q  seien  die  Variablen  der  Fläche  F\  p\  q  die  einer  Kugelfläche 
vom  Iladiua  1,  deren  Centrum  im  Coordinateuursprung  ü  liegt.  Zieht 
mau  längs  dem  Contour  des  Elementes  th  der  Fläche  alle  Normalen, 
80  werden  die  durch  0  zu  ihnen  parallel  gezogenen  Geraden  auf  der 
Kagelfläche  ein  bestimmtes  Element  da  umgrenzen.  Da  nur  diese 
Parallelen  Normalen  der  Kugeltläche  sind,  so  hängen  die  den  Ele- 
menten ds  und  dQ  zugehörigen  Variablen  durch  die  Gleichungen  von 
einander  ab: 

Es  wird  also  dem  Punkte: 

IMI LVU.  S6 
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9    »nf   der  Punkt  p\  ^ 

p^dp,      q       -    -    -       -  P+^'^l'»  5  +  ^*'^" 

Op'  dp'  -     öo'  C^o' 

auf  der  Kogel  entsprechen.  Daher  ist 


also: 


Differentiirt  mau  ^  =^  i^'  sowol  nach  |)  als     so  erhalt  maa: 

hAdB    BABB     (BÄ^BB*    BA'BB'\(dp'dq'  Bp'a^'X 

woraus  mau  bildet: 

BBdC    BBdC  _(BB^BC^    BB' BC'\  (Bp' Bq     dp' Bq'\ 

BC  dA  _  oC  cA  _  (dC  a£  __  ac'  dA[\  (?p'  Bq'  _  dp'  dq'\ 
BpBq     Bqdp~\dp'dq'     eg'V/Wög     Bq  Bf ) 

Die  rechts  stehenden  ans  den  DiflSerentialquotlenten  von  A\  ü*,  C 
gebildeten  AasdrOcke  lassen  sich  durch  die  Bemerknng  transfcmüreii 
dass  fhr  jeden  Punkt  se,  y,  «  der  Kugel  Ist: 

A'       W\  B'  -  pW\  C  -  mW 

wo 

Multiplieirt  man  die  so  nrngewandeltcn  Gleichungen  der  Hoiho  nach 
mit  y/,  C  und  berücksichtigt,  dass  für  die  in  Rechnaug  stohciKjon 
Elemente  A  =  A',  B  =  B\  C  C  ist,  so  erhält  man  durch  Addi- 
tion der  drei  Gleichungen: 

.(BBBC  (BCdA    BCBA\        (BAdB  lUdiA 

^Wag-~8g  dpf-^^K^  Bq'-Bi^)^^\^^''9iif) 


I 


/Sr  doi  KräamuH^maat»  der  /Ueftm, 


d89 


and  daraas 


d9 


Da  nun 


a4  ac 

dA  dB  de 
Bq      dq'  dq 


ist,  so  ist  das  Prodoct  der  beiden  Detenninanten 


Ay  C 

dA  dB  de 

^  ISp 

dA  dB  de 

dq'  dq  dq 


X 


dx 
dp 

dx 
V 


dy 
dp 

dy 


dz  I 
dp  \ 


dz  i 
di  I 


dp  dp*dp  5  ?p  ?P* 
dAdx    dBdy  dCd» 


^^öj  dp^dq  dp    dq  dq'^dq  dq'^  dq  dq 


jB,  C 

dAdm.dßdijJdCdx 
üp  dq*op  dq*dpdq 

dAdx     dBdy  dCdz 


Diese  Detenninante  snvelteii  Gndes  lisst  sli^  dordi  Sabstitatl(m  der 
ans  den  Ol. 


mittelst  DiffDrentiation  nach  p  and  q  erhaltenen  Besnltate  in 


"^dp^^^dp^^^  dp^ 


8«x  8^       .8''*  .  „S"*  ,  pS'» 


nmwandoln.  Da  die  früher  als  Multiplicator  fuugirende  Determinante 
selbst  =  A*-^B^-^C^  ist,  so  ergibt  sich: 


d_A  dB  de 
d^'  dp 

dA  dB  de 
dqt^dq'dq 


\     d^x  ,       8»y  .  dh 


dp' 


dp* 

dh 


I      d^x  d^y 
\    dpdq*     dpdqi*  dpdq 


dpldq  dpbq 
^df^^df^^dq^ 
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M»ckeri<k: 


9n 

ZeOt 


I  4er  DeteromwBfie 
die 


Ar  Ab 

'  Si  dl  a^ 


Die  Glieder  der  nreitea  Zeile  sind  dieselben  Determinintf  mm  m 
umgekehrter  Anordaiuig.  Ds  also  je  zwei  in  derselben  Zeile  Mekadr 
DetemnBaaleB  immer  iwei  Cokmnen  Ton  Gliedern  gemeinrnm  bibn, 
■0  erb&U  man  ueli  dem  Ln  PUee'n^ea  Belendutfn-Ms: 


•  er 

i  a^i  3c 
I  a^  dB  ac  I 


9x 
dp 

ab 

a*x 

dßg 

dpBq 

0. 

0 

5^ 

av 

0 

a« 

dq 

a>> 

a% 

dpdq 

0, 

0 

0, 

0, 

8»x 
BpBq 

B*x 

Bx 

Bx 
dq 

0, 

0, 

B\ 
dpdq 

8»y 

ay 

Cp 

By 

h 

0, 

0, 

Bh 
dvdq 

d*z 
d^ 

Bz 

cz 

Diese  Determinante  multiplicire  man  mit: 
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1  9m 

00 

0. 

1  ^ 

dpdq 

0 

o 

Ol 

• 

0, 

i 

M 

! 

Vj/VU 

0 

1 

0. 

0, 

Bx 

0. 

P, 

-a,  i 

1 

a*a 

0, 

Beachtet  man  bei  der  MnltipUcation,  das« 


0ar  a*jr     8y  5^  ,  c»  8*a 


aß  ar  a^   ay  av    a«  a«3  aE 


ag  ap^  ^  Bq  dp^  ~^  Bq  '( Bp 
Bx  B*x     By  B*y     Bz  (  ^z  BF 


dE 


9 

BO 


BG    bx9h  ,  ByB^  B»9U 

f^BqB 


BG 


ftr  Sßx     dif  d*y     Bz  Bßu  _   .  V,         -        ^  -j?:  I     zjl     i — . 

BqBpBq'^BqBpBq'^BqBpBq  "  ^  Bp      BqBq^^  BqBq*'^  BqBq*"^ '^^^ 


Bh^      B^y  B\  B^z  dy   /  d^s  \*_  /  r^^v      /  a«z  \ 


so  findet  aan  alt  Benillal  dieser  HaltipUcation: 
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?E     (BF       dK\,     8«F      ,       _  , 


0, 

0, 


dG 


0, 
0. 


0, 


dnrck  Tertanaehmig  der  Beih«  gewinnt  mu  UenoB: 


I 


0, 


-B, 


-0', 


0. 


/Bf    ,  dE\ 


3^ 


Diese  Detenninante  ist  eine  Betenninante  gaucbe;  sie  ist  also  selbst 
ein  Quadrat  and  zwar  ist  nach  Jaeobi's  Beseichnnng: 

HEG—F»)  -»  (1,  2,  3,  4,  5,  6) 

worans  man  nach  den  Rpgeln  zur  Berechnung  ron  (1,  2,  3,  4,  5,  6) 
k  selbst,  ansgedrOefct  dnrch  die  Grossen  E,  F,  G,  findet 

Das8  dieses  k  auch  «loich  dem  reciproken  Produkte  der  Haapt- 
radien  der  Krümmiiug  ist,  erhellt,  sobald  man  p  und  q  in  die  ortho- 
gonalen Coordinaten     y  spedalisirt  Man  erhült  dann 


A 
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wo  p,  s,  r,  <,  (  dio  bekannten  B«deatiuigen  haben. 
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xxm 

üeber  die  regniiren  md  Polnsofflelieii  Körper  und  Ilm 
InilHltsbestiminung  verniittelst  Determinanten. 

Von 

Herrn  Dr.  O.  Lö$ß9 

in  Marburg. 


Die  vorUegendü  Untcrsucbang  hat  den  Zweck,  die  Inhalte  der 
fÜof  regnUbren  und  der  Poinsot'schcn  Körper  durch  Determinanten 
zu  bestimmen.  Da  sich  indessen  diese  Aufgabe  in  Beziehung  auf  das 
Tetraeder,  Hexaeder  und  Oktaeder  fast  allzu  einfach  gestaltet,  so  möge 
die  darauf  gerichtete  Untersuchung  gleichsam  nur  als  Einleitung  an- 
gesehen  werden,  während  die  Betrachtung  des  Dodekaeders,  Ikosaeden 
und  der  Poiasot'scben  Polyeder  den^haaptsftchlichsten  Inhalt  bildet 

Aas  der  analytischen  Geometrie  ist  bekannt,  dass  bd  redit- 
winkligem  Coordiaatensystem  das  sedis&die  Yolnmen  eines  beliebigen 
Tetraeders  durch  die  Determinante 

a-'»    y\  1 
»'\  1 
1 

x^y,  yiy,  1 

ausgedrflckt  werden  kann,  worin  die  mit  den  Indices  versehenen 
Grössen,  die  Coordinaten  der  vier  Eckpunkte  des  Tetraeders  be- 
zeichnen. Diese  Determinante  reducirt  sich  jedoch  auf  eine  des  drit> 
ten  Grades, 

„m     ,»i     jtt  I 


sobsld  eine  Ecke  des  Tetraeders  mit  dem  Anfangspunkt  des  Coor> 
dinatenqrstems  snsammmiftUt 


BeidcliiMii  wir  die  kalbe  Aohie  mit  so  eriialtaa  wir  beim 
Heiaeder,  wenn  wir  ein  reehtwinkeligei  CoordinateMyBtan  n  Gnmde 
legen,  deesen  Anfangsiiankt  der  Mitleipnnkl  des  KOrpers  ist  nnd 
dessen  Achsen  senkreelit  anf  swei  gegenflberiieienden  Seitenflächen 
stehen,  die  Goordinaten  der  8  Eckpunkte 


fl^  =  a 

flc^  —  — a 

«4  « 

— a 

-« 

III  « 

JTl  — • 

%  — a 

—  « 

»4  —  « 

«  a 

mg  — — a 

a 

ys  — « 

tfe  — « 

y?  —  — « 

yg  —  a 

«5  —  —  a 

%  — 

wobei  «=r^a,  |f^±««  «ss^ta  die  Gleichnngen  der  Wftrfel- 
flächen  sind. 

Der  Inhalt  des  Hexaeders  ergicbt  sich  aus  eiuem  Totraodcr,  dessen 
Ebenen  durch  3  benachbarte  Eckpunkte  und  den  Mittelponkt  goboUf 
für  welchon  wir  nach  Obigem  die  DetcrmiQante 


I 


a 
a 


o  I 


III 
1  1—1 

1-1  1 


2 
1 

2 


0 
1 

U 


2 
— 1 

0 


2«' 


babeo.  Wir  erhalten  d  =  welches  mit  12  multiplicirt  ^  6ft\ 
den  Inhalt  des  Wflrföls  giebt 

In  Beziehung  auf  das  reguläre  Tetraeder  sehen  wir,  dass  die  mit 
den  Indiccs  2,  4,  5  und  7  versehenen  Coordiuaten  Eckpunkte  eines 
solchen  bezeichnen,  dessen  Inhalt  wir  aus  der  Determinante 


1  1—1 
—III 

1—1  1 


2 
0 

0 


0  -1 
2  1 

0    1  I 


4a* 


finden  kOnnen.  Der  ganse  Inhalt  des  angenommenen  Tetraeders  ist 

8a* 

demnach  i.Ja»-—-. 

Für  das  Oktaeder,  dessen  Ecken  die  Mitten  der  Flächen  vom 
obigen  Würfel  sind,  erhalten  wir  alsdann  die  Goordinaten 

Ä-0    fi  — a    »^-0    jf4-0       fS— •    fi  — 0 
%     0    «^—0    «i— a    »4—0       «5«— 0       i^— — • 
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Dar  Iiifatlt  flffgtolit  rieh  gldeh  dm  «chtlMfceii  InWlt  ta  ToCfteden, 
wekfaer  doreh  die  Marninaato 


a  0  0 
0  a  0 
0  0a 


4a' 


beBtuumt  ist,  wonos  fOr  den  Inhalt  des  Oktaeden  foigt 


Gehen  wir  nnn  iiir  Eatatehnag  de»  IkoBaedan  aas  dem  Oktaeder 
flher,  80  ist  bekannt,  daaa  sich  die  13  Eckpunkte  denelben  darch 
eine  nach  stetiger  Propottion  vorgcuonunene  Teiinng  der  OIrtaeder- 
kanten  erhalten  lassen.  Wir  wollen  hier  diese  Entstehung  dnrdi 
eine  iweimaligo  Abstampfmig  der  Ecke«  des  Oktaeders  bewiiken. 
INe  Gleichnngen  der  8  Oktaederflichen  sind 

— a  —  0  aB+y— a  0 

« — y-\-%^a^O  SB — y — t — a«0 

— a;  —  y-\-3 — o  =  0  —x — y  —  z  —  a  =  0 

— -a  =  0  — • — o  «=•  0 

Logen  wir  senkrecht  zu  den  Achsen,  in  der  Entfernang  am  (m  <^  l) 
vom  Mittelpunkt  des  Coordinatensystems^  Ebenen,  so  worden  die 
Ecken  des  Oktaeders  durch  quadratische  Flächen  abgestumpft.  Be- 
zeichnen wir  die  Ecken  des  nun  entstandenen  Körpers  mit  Uik^Ut 
u.  8.  w.,  80  berechnen  eich  aus  i'  ig.  1.  die  Coordiuaten 


für  Qj: 

fttr  Qt: 

y  —  a(l — ro) 

y  =  0 

»  am 

t  =  am 

«»  —  O 

a(l — m) 

aa-ii») 

s  =  am 

y-0 

y  =  o(l  —  m) 

M      a(l — m) 

mm 

•  ae  am 

jf-0 

y«-a(l-m) 

s  » — a(X  —  m} 

ss»0 
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filr  Q^:  «  —  a(l— m)       Ar  O^«:  »  »  0 
y  — am  y  = 

tu    B.  W. 

Die  6  Punkte  (^QAQft<2sQb4io  ^^«^  Sechseck  mit  abweckseliid 
gleichen  Seiten.  Sämmtlidie  Ecken  dieses  KOipers  Hegen  tnf  einer 
Kogel  mit  dem  Radius  . 

Jetzt  stampfen  wir  ferner  die  Ecken  Qf^  Q^^  vu  %,  w.  derart 

ab,  dass  von  jeder  quadratischen  FUche  nor  eine  Diagonale  als  Kante 
ttbrig  bleibt  Der  Kdrper  hat  alsdann  nur  noch  12  Ecken  und  wird, 
wie  Fig.  1.  zeigt,  von  20  Dreieckstiächen  begrenzt,  von  denen  8  (Ok- 
taederflächen)  gleichseitige,  die  12  ttbrigen  (die  Abstumpfangsflftchen) 
gleichschenklige  Diciocke  bilden,  und  es  leuchtet  sofort  ein,  dass, 
wenn  jene  gloichschenkUgen  Dreiecke  ebeufalls  gleichseitige  werden, 
unser  Kdrper  in  das  regoUre  Ikosaeder  ftbergeht 

Um  diese  Bedingung  an  erftülen,  betrachten  wir  die  Fläche 
^  Qs«         Gleichnng  wir  ans  folgender  Determinanti*  erhalten 


0 
0 


y 

«(l-m) 
<-a(l— m) 

0 


—  jr 


0 
0 


1 
1 
1 

o(l— m)  1 

am  1 
am  1 

a(l— TO)  1 


X  I  — a(l — m) 
0 


am 
am 
a(l  — m) 


1 
1 
1 


0  a(l— m)  1 
0    — a(l— m)  1 

am  Ol 


0  a(l  -  m) 
0  -«(l-m) 

am  0        a(l«*in)  | 

d.h.   (2m— l)a:+ms— am'  — a 

Ganz  analog  ergeben  sich  als  Gleichangen  der  fibrigen  gleich- 
schenkligen Dreiecksflächen 

—  (2m-— l)3*-f"'^^ — '"^  ^ 
m»+(2m— l)y  — am^ -»  0 

m«— (am— l)y— am*  —  0 

my+(9m  -1)»— om^  —  0 

mf — (8m — 1)*— am*  —  0 
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und  die  anderen  sechs  darch  Umkehning  der  Yorselclien  der  OHkdet 
mc,  mp  und  am. 

Die  Grösse  m  ist  Jedoch  in  diesen  Gleichnngen  nodi  imhestlnBi 
Sie  liest,  wie  schon  oben  gosagt,  zwisdien  m  »  0  nnd  m  =  ±  l  nnd 
bestimmt  sich,  fftr  den  Fall  des  Ikosaeders,  aas  einer  Belation,  die 
man  ftr  Qi  Qs  »  Qj  Q&  erhalt,  nftmüch  ans  der  Bedingungsgleichong 

4a«(l— »»)»  =  a«m«  +  a«(l— m)*-f  a»(l— 2i»)«    d.  i. 

m'-f-w»  — 1—0  woraus 
m  =  — =  0,61808  =r  2sinl8» 

welche  Zahl  bekanntlich  den  grösseren  Abschnitt  einer  in  stetige 
Proportion  geteilten  Linie  miast.  Dieser  Wert  in  obige  Gh«icbungcn 
mid  Coordinaten  eingesetzt,  giebt  als  Gleichungen  der  eben  betrsch- 
teten  Bogreninngsflftchen 

2(y6-2)»+(V6— 1)»— a(3— y6)  -0 

— (y6-2)«+(y5— 1)«— a(3— y6)  — 0 

(y5— 1)«4-2(V5  — 2)y  — rt(3  — yo)  —0 
(Vö  — l)x-2(V5  — 2)y— a(3— y5)  =  0 

(yö— i)y-f-2(y5— 2)«--o(3— y5j  =  o 

(y6-l)y— 2Cyd— 2)*— a(3— yö)  -0 

oder 

« 
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Der  seukrechte  Abstand  dieser  12  Dreiecke  wird  jetzt  gleich  dem 
lenkrechteu  Abstaud  der  8  Oktaederfläcbeu  vom  Mittelpunkt  =  aVi, 
da 

Die  Cooidintleii  der  12  Eckpunkte  des  Ikoeaeden  lind  aladaun, 
wenn  dieselben  (s.  Fig.  S.)  dnreh  P^P^F^,,»,F^  beseiehnet  werden, 
wobei  die  Punkte  'Mp-  entsprechen, 

folgende 

filr  Fii  «  »  0  iBr  Pf:  «  «  0 


„  i,:  .  „  i,  (3^) 

Jf— —  — ^ — j  jf  — 0 
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P,  i'^=^' 


ir  — a 

M  -0 


— m 


Mit  Hfllfe  dieser  Goordinaten  ei^l  lidi  der  Inhalt  dsee  Te- 
traeders, welches  durch  drei,  einer  Seitenflflcbe  aogehörige  £ck- 
piinkte  «sd  den  MItteliNinkt  gebOdei  wird,  dinth  Ae  DetaroilBaiite 

\  0        o(l— m)       am  I 
QJ  =  ,  0    — ad— »)       am        =  2a^iii<(l-») 
Ml  0         «(1— m)  I 

3— yö\    /ys— r 


0 
0 


=  o3(7~3y5) 


^  —  $"(7— Syfi);  demnach  wird  der  Inhalt  des  Dcosaeden 

--3-(7-3y5). 


Bezeichnen  wir  mit  tp  den  Winkel,  welchen  eine  der  Coordinaten- 
achsen,  mit  der  nach  der  benachbarten  £cke  geaogcnen  Oeiaden  bil- 
det, 80  dass 


8U19 


_iKaate  y_«(3~y6) 


9r 


M      a(y5  — 1) 

Wird,  so  erhalten  whr  ftr  die  Befcpnnkte  -P, Ai^f—^it  des 
ders  die  Goordinaten 

iBrP,:  «  —  0  ftrP,i  «  — a. 

f     — rsin^  y  — rginijo 
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11 


•  — reoty 

ff  >»  rdn^ 

f-0 

IT     — rCOS^ 

«  — ■  rsing» 

• 

c  — — riin^ 

ff     — reOB^ 

jf  — — reoi^ 

lf-0 

•  -0 

s  rsiii^ 

•  — rsiii^ 

ff  »  rC0S9 

y  —  rcosqp 

y-0 

«  =  0 

M  — — rsinqp 

«  — 0 

ff  — — rcoBq» 

r  — — riiny 

•  — — rlfai^ 

•    — rrin^ 

ff-0 

y  =  rsimp 

s  -0 

M  — — rC0S9 

Den  Inhalt  dei  Tetraeden,  welchea  von  den  Eckpunkten  PiPfit 
und  dem  Mittelpunkt  des  KOrpera  gebildet  wird,  finden  wir  ana  der 
Delenninante 

0      — rain^  rcoaqp 

6^     —       0         r  sin  <p   r  cos  tp 
rcoBtp        0  rain^ 

sr*(8ln99.eoa9) 

Hieraua  der  Inhalt  dea  Ikosaedera 

10  , 

=        (sin  29.  cos  9) 

Der  Radius  r  lüsst  sich  leicht  darch  a  ausdrücken,  da  stets 
X*  -\-j/^-}-z*  —  r*  ist.    Wir  erhalten ,  wie  schon  oben  erwähnt, 

r  =  a  Vi  —  2i»-f  j»*  =  a  Vö— 2y5. 


Die  Gruppinng  der  Fliehen  dea  Ikeaaedera  in  ihnr  Aamämng 
m  flinf  wird  anaehauttcher,  wem  wir  au  einer  Oeordinatanaohse, 
t.  B.  der  •  Aehae  eine  Eckenachae  wftUen,  daa  Goordinaten^jrBteni 
alao  um  die  ff  Achae  in  der  y«  Ebene  um  dm  eben  beaproclienen 
^Hnkei  9  drehen,  (a.  Flg.  8.) 

Alsdann  geht  die  z  Achse  durch  zwei  gegenüberliegende  Eck- 
punkte des  Kdrpen,  die  in  der  Projiection  taU  der      Ebene  aia 
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Ifittelpuikt  eines  gleichseitigen  Zehneeks  auftreten.  Die  neoen  Coor- 
diuaten  der  Pnnkte  rii\Pi  o.  8.  w.  erhalten  wir  durch  SubsUtutioD 
der  alt»  CoordinaieB  Iii  die  GMehangen 


X' 

r 


— jf  sin  9 -|- «  cos  9 


Dieses  giebt 

8,  — r 

■in>y 

Bm2<p 


ftar  P^:      — 0 

fl  —  rsin2qp 
gj  rC082<p 

<^4*  ^  —  rsin^ 

— — roo89* 

sin  29) 


»1 


3 


r  cos  29 


«  if:  «j  — rsing) 

— rC089' 

sin2(p 
«1  r  — 

„  P,:  «,-0 

=-  —  rsinS^ 

«I  «»  —  rco8  2gp> 
n  ^n-  »1  — —  rsiny 
^1  -"rcosy* 
■1     — roosS^ 


P^i  mg  — — r00S9 
yi  rsih^* 

P^:  acj  —  rcosg) 

rsiny* 


—  —r  cos  29 


IS! 


rC0s29) 

fl^     — r0089 
yi  rsinv* 

«,  —  —  rco82a> 
«1  =  0 

r 


Hiernach  ist  es  nun  leicht,  die  Gleichungen  der  Tenchiedenea 
Ikosaederflilchen  aufzustellen.  Ordnen  wir  dieaelben  zu  5  zusammea, 
so  erhalten  wir  zuerst  5  Flächen,  die  sich  um  den  Punkt  Pg  lagern. 
Es  reanltirt  Iflr  die  Gl.  der  FL  Pi^tPs  ^  Determinante 


X  y  «  1 

0  0  r  1 

0  riiiiS^  roOiS^  1 

reoay  rsin^*  rcos29>  1 


r*sm(p.x 


0  1  1 

2cos9  cos 29  1 
sin^    ooaS^  1 
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0  11 
0       C082qp  1 
cos  9    00s39  1 


0  Ol 
0      2coi9  1 


0  0  1 

0      2cos9  cob29 

C0S9    Bin  9  0082^ 

8in2(p 


Um  jedoch  sofort  die  Abschnitte  erkemieii  xn  kfinnen,  welche  die 
bis  zum  Durchschnitt  mit  den  Achsen  verl&ngerten  FlAchen  «nf  den- 
selben hervorbringen,  ist  es  rfttsam  diese  Gleicbnngen  anf  die  Form 

za  bringen.  Wir  erbitten  alsdann  fOr  die  Fliehe  PtP^P^  die 
Gleicbnng 

 «  t    y  -l'^—i  q 

 rcosy*   *  rcolgy''r    *  — 

sin9'(2coe9  —  sin^) 

Aus  der  Bedingungsgleichang 

f»«+»— 1  -  0, 

sowie  aus  dem  System  überhaupt,  können  wir  uns  jedocli  verschie- 
dene Relationen  herleiten,  die  zur  Vereinfachung  unserer  Coefticienten 
bexleutend  beitragen.   Ks  ist 


reoB^  —  am,      rsin^  «  a(l — m) 
m  1 


sin^ss 
sin29>  <= 


eos^ 


tang9  — 


1— « 


C0829>  — 


2m  2(1— m«) 
l-f»«~ 

1— m« 


l+m' 
SooB^— nn^  « 


l+m> 
1 


C08  9>^ 

8in9'-|-C0B9>'  »  2  sin  (p  cos  9* 
oos9*~8in9*  »  2aiB^*C0S9 

n.  t.  w. 

T«a  LTU. 


Gos^ — sin^  —  sin^.tg9 


S6 
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K«eh  Anwendung  dieser  Fomen  finden  wir  endlieli  flir  die  Flidie 
i\P,P|  die  Gleiehiing 

rCOBqp.cotgijp*  '  rcotgqp  '  r 

Für  die  Flftche  Pi^sP«  erhalten  wir 

1 
1 


0 


0 


r 

rcoe«  rsiay^  rcosS^  1 
rain^  ^rcoB^'  rooeS^  1 

0         1  1 
—        eo»ip   coe29  1 
nn9   eoB2^  1 

0 


0 

sinqp* 
—  COS  9* 


1 

cos29> 


1 

1 


0 

nn^  coiS^ 
8in9>  — eoeS^ 


0        0  1 

•in^  — 0019*  1 

1 


d.  h. 


r(ring)^+cogy»)       r(8iny^ -}-  cos  y')       r     ^  —  ^ 
9  sin  9^         2fliu9)'(sin9>—  co8(p) 

Der  Coefficicnt  von  x  ist  hier  gleich  der  Halhachse  aarcosy.oolg^. 
Die  Gleichung  gehörig  reducirt  liefert 

 2  4-^-1-0 

rcos^eotg^    reotgv*  '  r 


Fttr  die  FlAcbe  i'ji'APe  ist 


0              0  r 

rsin^   — rcos^^  rcosS^ 

— rsin^   —  roOB^'  rcoe29 

0  0  1 


— — r*siny.y^ 


1—11 
— 1  —1  1 


d.  h. 


0  11 

1  cob2(p  1 
— 1  C0829  1 

0  0  1 

1  —1  cosSy 
--1  --1  oos9f 
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FiF^F^  liefert  die  Determinante 


0 


9 

0 


—  rsinqp   — rC08g>* 


ran  9' 
0 


M 

r 

rC08  2<p 

rco829 
1  1 


1 

1 

1 

1 


mm  fJ« 


0  1 
sin  9*  cob29 


1 
1 
1 


—  siiKjp    C0ü2q>  1 

—  C089    COS  29    1  i 

0 


0 


—  sin  9  — 


0 

—  sinqp 
— cosy 

1 

C0s2qp 

COS  29 


0  1 

— cosgj*  1 
siQ9>^  1 


d.  h. 


  I  ?  

r(8iny^+cosy^)  ~    r(8i:i  y=^-|-co8  y') 
28m^  28m9>*(8in9>  —  CO89) 


rCOSyCOtgy 

P,/'^/»,  liefert 

s           y  •  1 

0          0  r  1 

— rcostp  rfliny'  veosSy  1 

0        r sin  29)  r  cos  29»  1 

0  11 


rcotgy 


1-0 


sr'siny.« 


0  1 

Siuqp  C0829 


1 
1 


— r*co8  7>.y 


^1  cosSy  1 

0  cos  29  1 


8in2<p 


2C0B9    C0829  1 

0  0  1 
—  1     8iii9  1 

0  2cos9  ^ 


0      0  1 

— 1      liliy  CtM^Up 

0  2co8gp  cos2qp 


a.  iL 


rC08<p' 


tiiiyS(3G0B9 — sin^) 


'  rcotg9  '  r 


rcoS9>cotg97^  '  rcotg9>  r 


S6* 
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Die  nftduten  FlAchen,  deren  Gletchoiigeii  beetimmt  werden  mOi^ 
fen,  sind  dkgenigen,  welche  sich  mit  ihren  Seiten  an  die  soeben  be- 
stimmten anlehnen.  Wir  erhalten  für  die  FUkshe  PfPsPf 


X  y 

0  r  sin  29 

reoe^  rsin^' 

rsin^  ro089»' 


— r*oos89).tf 


a  1 
rcos29>  1 
rC0s29  .1 

T00S2^  1 

0        1  1 
CO89)  1 
tin^  —1 


siu  29>  1  1 
sm<p'  1  1 
cos  9'  —1  1 


1 
1 


—r*  cos  29 


0 
OOS  9 

sin  9 

1 
1 

rin^  cos^  ^1 


sin 
sin^* 
oosqp' 


1 
1 
1 


0  8in2<)P 
cosg»  sin^' 


d.  h. 


.   .  ^  .   L_. 

r  cos  9  cotg    *  r  •  r  cotg  V* 


1-0 


giebt 


m  y  •  1 

rcos^      rsin^*     rcoB29  1 

rsin<)0    — rcosqp'^      rc08  2<p  1 

rcos^  — rsin^*  — rco829  1 

—  r^cos2<f  -y 


I     sin  9' 

—  1^*0082^.«   — COB^ 


1 
1 


— sin^  —1 


'  COSqp 

1  1 

'  oosip 

sin^»* 

1 

sin  <p 

1  1 

sin  tp 

•cos  9* 

1 

1  cosg»  - 

-1  1 

-C0S9>' 

1 

COS9 

sin  9* 

1 

r*oos29> 

sing» 

— cosq)* 

1 

COS  9 

— siny*  — 

1 

d.  h. 


^«PtPs.Uefert 


rcosf) 


_y   4.   •  i_o 

r  cotg  (p^^r  COtg^ 


0  y 
rsinqp  — rcosg)* 
— rsiny*  — rcos^p* 


z  1 
rC08  2(]p  1 
roos29  1 


0      — rsin29  — rC0B29>  1 


=  -     sing» cos 29). y 


1 

— 1 


1 

1 


0  —1 


1 
1 
1 


1 

1 
1 


• 
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also 


8in29> 


1  eoBip  1 
— 1  eoBfp  1 
0  2tiR9  1 


+  r 


3 


1    G0I9  1 

— 1   COSq»  1 
0  2Bin9  —1 


+ 


r  cos  2(p 


—  1 


rcosgp 

2  sin  9    (2  sin  9— cos  9)  sin  9 


da  für  unsere  Bediqgongen 


Die  Flftche  P^P^  P^  liegt  in  Bedehuig  rar  yt  Ebene  Bymmetrisch 
SU  PtPiP^*  Wir  erhalten  die  Determinante 


X  y  s  1 

— rsin^  — rcos9>'  rcoa29  1 
— reosqp  rtin^'  rG0i29  1 
»rOOB9  — riiny*  — rCM2ip  1 

j     .  11 


r'c0829>.x 


•C089* 


1 

Sin  9'  1 
— sin^*  — 1 


1 
1 
1 


IU19 

0089  1  1 
CO89  —1  1 


+r*C0829 


sin^  —cos  9* 
0009      flia^'  1 
0019  — tin^*  — 1 


8U19  --0089'  1 

0019       810  9*  1 

CO89  — 8in9*  1 
1 


also 


^  y     4.     '  -1-0 

r0089    «'C0<;g9'  '  rG0tg9* 


P5P9PJ],  welche  in  Boziehnng  zur  £bene  symmetrisch  zu 
•'s'^s^T  liegt,  giebt  die  DAterminantc 


— ro089 

0 


W  •  1 

rsin9*  rco8  2<p  1 

r  sin  29  rco8  2<p  1  j 

— rBin9   1*0089*  — rco829  1  l 


1 8in9'      1  1 

—  r*C0829,«  1^029     1  1 
0089*  —1  1 
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L9wes  üeber  die  regulären  und  PoinsoC sehen  Körper 


COS^       1  1 
0  11 

siny  —1  1 


COS  9  siiKp^  1 

0  sin  2fp  1 
am9>  G0S9^  1 


-|-*'€0829 


cot9  siii^  1 
0     8fii29  1 
ain^  C089)'  — 1 


d.  iL 


•rcosqpcotgy  '  r  '  rcotgv*     1  "^O 


Da  Jede  der  Hbrigen  Ikosaedorfllcben  einer  der  soeben  Abgelei- 
teten parallel  ist,  so  ist  es  sehr  einfocb,  ohne  weitere  Bocfanangen 
die  Gleiobangen  dieser  Flftchen  aoftostellen.  Wir  erhalten  doreh 
Umkehning  der  Vorzeichen  ÜBr  die  Glieder  mit     y,  « 


y 


rco89>Cütg49'    rcotggp  r 
9 


1—0 


rcoe^GOtg^  '  rcotgv*  ^ 


geotg^* 


-1-0 


rcos^cotg^  ~rcotg^  r 

»  y  3 


—  1=0 


^«  ^M^ji  


rC0S9»C0lg9     r  rcotgf'^ 

I  — *'   1— rt 


r    ^  rcotgo> 


1  =  0 


-P«  ^7  A  —  — ^ — I  ?— 5  ^—1  —  0 

*         rcos^^rcotgv»    rcotg^  " 
P,  - 


rcos^COtgqp      r  reo 


—1-0 
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Ans  dem  regulären  Ocoeieder  kOnnen  Jedoch  nodi  swel  nene, 
alemftrmigo  Körper  abgeleitet  werden,  die  nach  ihrem  Entdecker 
Poinaot,  die  Polnaofachen  Körper  genannt  werden.  Denken  wir 
uuB  am  Kemeder  dnrch  Je  5  Giskea,  welche  einer  Ecke  anliegen 
nnd  Ihr  sich  ein  reguUrea  FOnfeck  bilden,  Ebenen  gelegt,  so  erhalten 
whr  den  ersten  Pomsotf  sehen  KOrper,  dessen  Ecken  die  des  Ikosaeders 
sind  nnd  dessen  12  Flftchengleichnngen  Idcht  ans  folgenden  Deter- 
minanten hergeleitet  werden  kdnnen. 


FOr  die  FlAcho  P^F^PiPu^^  erhalten  wir  die  Determinante 

1 

1 


0 

^  rc089> 
1  rsin^ 


9  » 

r8in2<p  rco829 

rsin^)^  rco82(p 

-roos^'  r  OOS  29 


1 
1 

0 
cos  9 
sin^ 


0 

C0S9 

sin^ 


sin29 
sin  9* 


— cosqp' 


sin2(p 

^2 


1 

Sin  9'  1 

•coav'  1 


d.  h. 


rcoB29 


0 


da  wir  nur  die  Coordiuaten  von  o  Punkten  aufzustellen  braueben, 
um  die  £beue  zu  bestimmen. 

FOr  die  Gleichnng  der  Flidie  PjPtPfPgi^  haben  whr  die  Deter- 


0 
0 


0  r 
rBin29  rcoo29 


raia^  roos9*  -'rco829 


— r*sin9.2^ 


0 

0 

1 


1 

cos29 
— oos29 


sin  2<p 


1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 

0 
0 

1 


8in29> 


1 

28in(p 
C089> 

0 
0 
1 


1 

cob2(p 
—cos  29 

0  1 
2sin9  1 
C0S9  1 


1 

1 
1 


0  1 
Ssin^     cos  29 
coaqp   — cos29 


d.  h. 


rshi9  *^rcotg9  r 
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m 

liefert 


«                  tf  Ml 

0             0  r  1 

rG0t9      riiii^*  rcosS^  1 

rooi^      rdn^*  — rcosQq»  1 

0  1  1 

1  GO889  1 
1  — COi29>  1 


0  1 

1  C0829 

— 1  — 


1 
1 

1 1 


4"  r*«m9*eoiv.» 


0  0 

1  1 

1  —1 


1 
1 

1 


d.  h. 


0  0  1 

1  1  oesS^ 

1  — 1  -^cob2<p 


rco89 

Die  Gleichung  der  Fläche  I'tP^FtFt^P^  erhalten  wir 

»  y  »1 

0  0  r  1 

rsinqp    — rcosgp'       rcos2<p  1 

0      *r8in29»  —rcM2^  1 

|0      1  1 
—  r*8in^.y  I  1   co82(p  1 


Olli 

C08^    00899  1  • 

28iu9>  cos29  i| 


1 0  00829   1  i 

0  0 


2 


0 
1 
0 


0 
cos  9 
28iii9 


1 
1 
1 


8ln2y 
2 


+*-l-0 


1 

1  cos  <p  008  2g> 
0  28i]i9  — G0t29 

d.  h. 

X 

rcos<p 

dft  sie  zur  vorheiigehenden  FlAche  87iiimetri8ch  li^ 

Die  Fliehe  PjPjPioi'iii'f  Kegt  qnnmelriMii  m  APi^AA 
Ihre  Determinftnte  ist 

•  y  •  1  ' 

0  0  r  1 

— rsiny  ~rc089'  rco829  1 

0  r8in29  rooe29  1 


I      0  11 

=  r*C089>.irj — C089>    0082^  1 

1  28in9  co«29  1 
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+r*  Billy. y 


0 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

C08  2<p 

1 

—  1 

—  C08<3P 

1 

0 

C0829 

1 

0 

28m9 

1 

— 1  — 

0     2siii^  cm29 


d.  h. 


'  rCOtgqp  '  r 


r  smy 

AAAiA  A         die  Determiwuite 

•  1 

r  1 

roo829  1 

—  rcosSy  1 

1  1 

coey     eosSy  1 

sin  9   — C082qp  1 

0 


m  f 

0  0 

—  rnnqp  rcosqp^ 
0 


0 

oosy' 


1 

60829» 


0  0 

1 


1 
1 

1 


d.  h. 


1 
1 


— G082y    1  I 


4*«**  C089  8in9*  eo82qp 

sin  9  co89>'  — 008  2^ 

Die  Gleichungen  der  6  anderen  Ebenen  erRcben  sich  gleichfalls 
ans  diesen,  duich  Multiplication  der  a-,  y  und  z  mit  — 1,  da  diese 
wieder  einzeln  denselben  parallel  laufen. 

Wir  erhalten  alBdami  «U  Gieiebuigeii 


r cos 29 


+i-o 


 1  -0 

r 


rcosy 


+ 


rtangy    r    ^  ^  ^ 
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+  ^  *  -^-1-0 

*  rem 9    rcotg^  r 

r  r 

3 

Der  Inhalt  eines  solchen  Körpers  besteht  aus  12  con^menten 
Pyramiden  und  kann  derselbe  ebenfalls  durch  Determinanten  bestimmt 
werden,  wenn  man  dieselben  durch  2  Ebenen  jedesmal  in  3  Tetraeder 
/ATlegt,  wovon  immer  2  ebenfalls  congment  sind.  Einfacher  rcsultirt 
jedoch  noch  der  Inhalt  aus  den  Coordinaten  des  Mittelpunkts  Tom 
Körper,  des  Mittolpunkta  der  öseitigcn  Grundfläche  und  zweier  an- 
einander liegenden  Eckpunkte.  Die  Pyramide  wird  dadurch  in  5 
gleiche  Tetraeder  zerlegt  und  das  mit  12  multiplicirte  Resaltat  liefert 
den  Inhalt  dieses  Körpers.  Bezeichnen  wir  deoselbea  im  Folgendea 
kan  mit  ^^^oiiuot  imd  iteltan  fta  «iBen  Inliall  dla  Deleminaiite 
aus  den  eben  erwfthnten  Coordinaten  an^  so  erhaltm  wir 


0       0  coa39 
0     iin29  cofl29 
0089  gin^  C0829 


—  r'GO029siii24^oM9 


d.  i.  Foinsot  L  —  10r>eo829>8in290089. 

Vergleichen  wir  liiermit  den  Inhalt  des  Ilcosaeders,  fttr  welchen 
wir  früher 

IkoB.  —  ^r*Bin29C089 

fuiden,  10  erhalten  whr  die  Proportion 

liioB. :  Poinsot  L  =:  i :  3  cos  2^. 

Den  zweiten  Poinsot'schen  Körper  (Poinsot  II.)  erhalten  wir, 
wenn  wir  jedesmal  durch  3  Eckpunkte  eine  Ebene  so  legen,  dass  ^io 
einer  Ikosaederfläche  parallel  läuft  Der  neu  entstandene  Körper 
besitzt  alsdann  20  Fl&chen,  w&hrend  die  Anzahl  der  Ecken  dieselbe 
geblieben  ist 

Betrachten  wir  hier  die  Eläche  P^BfP^^  lo  gehört  diese  dm 
Poiniot  n.  an,  and  kann  die  Bichtigkeit  ihrer  Gleiehnng  leicht  wm 
der  Bedingnn^eicbuig  für  iwel  parallele  Ebenen  nachgevleMB 
werden. 
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(SoUoi  I.  B.  mei  Ebenen,  deren  Oleicfanngon 
sind,  parallel  sein,  so  sind 


Ol 


?1 
Ol 


Bedinguugc'u  ihrer  Parallelität.) 


Bilden  wir  hier  diese  Gleichungen  durch  Detemiaaiiteiiy  so  er- 

giebt  sich  für  die  Flftcfae  PjP?  A 


j  «  y  M  1 

j   0  0  r  1 

rsin^  rooe^'  — roosSip  1 

;    0  — r8in2qp  — rC082gD  Ij 

0  11 


—  r'cos^.ac 


0  1  1 

COS  97     -0082^  1 

— 28inqp  — cos29»  1 


»r'Bin^.y 


1  —€082^ 

0  —cos  2^ 
0 

sin  29  4 
-r»-2-  1 

0 


1 
1 


+ 


2  sin  2(p 
2 


0 

006^  —00829 

— 2fllii7  — oot29 


0  0 

1  cos  9 
0  — 28in9 

1 


1  : 

1 

1 


also 


rsin9> 


tang9>    rtang^  '  r 


Die  Bichtii^eit  dieser  Gleichang  kann  dadurch  Ideht  erwiesen 
den,  dass,  da  sie  mit  der  Flflcbe  P^P^Pb  parallel  Iftuft,  nach  obigen 
Bedingnngsgleichongen 


COtg 

C0S9> 


und    cotg9  = 


tang^ 


sin^tangqp' 
sein  mnss,  was  auch  der  Fall  ist 

Die  Olewig  der  Ebene  PtPiPio  fP»^  ^  Determinante 

m  y  8        1  i 

0  0  r  1 

rsin^      rcos^»*  — r  cos  29  1 

— r0089  — rstn^*  — rG0B29  1 


cosqo 
— sin^ 


s   


%   


00829» 
cos  29 


1 
1 
1 


• 
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itöW€:  üeber  die  regulären  und  PointoCathen  Körper 


0  1  1 

8iD9>    — C082<p  1 

—  C0B9  —  gob29  1 

0 

—  r«' 


0 

+  r^9  Bintp 
— COS  9 

0  1 

Sinqp        CO8<)0'   — C0S2qp  j 

— cosv  —  amy*  — gob2ip  \ 


0 

C08<3P* 


1 
1 
1 


folglkh 


  1  K  r  i  1  --.  Q 

r  sin  q>  tang  p  ^  r  tang  ~r 


deren  Richtigkeit  gleichfalls  sofort  oacluEnweiseii  Iflt,  da  diese  FlAchc 
der  Flttche  Fn^^Fn  paraUel  ist 

Ben  Inhalt  dieses  Kfiqiers  -finden  wir  dnrdi  Addition  der  90 
Tetraeder,  welche,  wie  schon  erwfthnt,  von  dem  Utttel|Ninkt  des  Kör- 
pers nnd  diesen  mit  den  Seitenflftchen  des  Ikosseders  paraUelea 
FlAchen  gebildet  werden.  Es  eiigiebt  sich  fbr  diese  die  DetemunaBte 


 r» 


0  0  1 

sln^     GOS9'  — G0s29 
0    —  sin29  — cosSg» 

Folglicb:  Poinsot  II.  ^r*sin9sin29. 

Stollen  wir  nun  den  Inhalt  des  Ikosacders  mit  demjenigen  des 
Poinsot  I.  und  Poinsot  II.  zusammen,  so  erhalten  wir  folgende  Pro- 
Portionen: 

Ikosaed.:  Poinsot  II.  —  Ittangg»  —  l:m 

Poinsot  I.:  Poinsot  II.  —  3co8g>':l 

Ikosaed.:   Poinsot  I.:  Poinsot  II.  >»  l:3co829>:tg9. 


Gehen  wir  jetzt  zun  Peatagonsl-IMehaieder  (Fig.  4.)  ober,  so 
ist  klar,  dass  dasselbe  dnrch  12  Ebenen  gebildet  wird,  welche  dvrch 
die  Ecken  des  Ikosaeders  senkrecht  znm  Badins  der  nmschriebenen 
Kogel  gelegt  werden.  Die  allgemeine  Form  der  Gleichung  einer  Be- 
rthnmgsebenet  welche  in  einem  Punkte  x^y^  an  die  Kogel  gelegt 
wird,  ist 
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Hiernach 'ist  et  Behr  einfiMdi  mit  Hfllfe  nnierer  fraberen  Coor» 
dinaten  die  Oleiehnngen  der  12  Ebenen  des  Dodekaeders  anixnstellen. 
Bezeichnen  wir  die  den  Ecken  P|,     etc.  des  Ikosaeders  entsprechen- 
den Ebenen  mit  den  römischen  Ziffern  L,  II., ...»  so  erhalten  wir  als  * 
Gleichnng  der  Ehene 


f 

»  • 

r  =s  0 

IL 

p9Uk2<p-\-zcOs2q>  —  r  =  0 

III. 

X  cos  9  -\-y  sin  <p*-\-z  COB  2(p — 

r  =  0 

lY. 

flpsin^— jfCOS9'+»co92<y>  — 

rsO 

V. 

.r  =  0 

VL 

— «cos  v+ y       +*  v~ 

•r  =  0 

m 

»tintp  -\-ycos  qt»' — «cos2^— 

.r  =  0 

VIII. 

xcoüip  —  1/  sincp-  —  aco82(3p  — 

r  =0 

DL 

— y8in2<p  —  scos2qp  —  r  =0 

X. 

— «COS  9  —  ysin^' — «cos29> — 

r  =0 

XI. 

— ffsin^  +  y^*^' — •cos2^p— 

xn. 

»+r  =  0 

Wir  sebeu  aus  diesen  Gleichongen,  dass  die  Ebeueu  II. — VI. 
ein  Stack  ^  positiven  Bichtnng  anf  der  s  Achse  ab- 

schneiden, während  von  den  Ebenen  VII.  — XI.  ein  gleiches  Stück  iu 
uegativer  Richtung  abgeschnittcu  wird.   Dieser  Punkt  mit  den  Coor- 

dinaten  «-0,  -  V  ist  der  Pol  zor  Ebene  P^P^P^F^P^. 

Ebenso  ist  jede  Ecke  des  Dodekaeders  Pol  tn  einer  Ikosaederebeue, 
was  uns  ein  Mittel  an  die  Haud  giebt,  die  Coordiuaten  der  Dode- 
kaedoreckeu  aufzustellen. 

Es  ist  also  beim  Dodekaeder  das  Verhältniss  der  Flächen  und 
Ecken  ein  umgekehrtes,  wie  beim  Ikosaeder,  indem  hier  2()  Pkkcn 
in  derselben  Gruppirung  auftreten,  wie  beim  Ikosaeder  die  Flii'hcn 
und  gleichfalls  die  12  Ecken  desselben  hier  12  Flachen  eutsi)recheu. 
Wollen  wir  demnach  die  Coordinatcn  der  Eckpunkte  auf  gewöhnliche 
Weise  ableiten,  so  finden  wir  diese  stets  durch  den  Durchschnitt 
drder  Ebenen  bestimmt,  welche  nach  den  Unbekannten  aufgelöst, 
die  verlangten  Coordinatcn  geben.  Die  Coordinaten  von  A',  entstehen 
beispielsweise  aus  dem  Durchschnitt  der  Ebenen  L,  II.  und  III.  Wir 
erhalten  sie  durch  Auflösung  der  Crleichuugen  • 

yiin29+seos29— r  —  0 
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rtang^'  . 

s  OB  r 
Q.    8.  W. 

Anstatt  also  durch  Auflösung  je  dreier  Gleichungen  die  Coordi- 
natcn  zu  berechuen,  können  wir  dieselben  aus  den  Gleichungen  der 
Pohurebenen  finden. 

Beobachten  ivir  hier  dieselbe  Gmppinmg  wie  b^  Ikosteder 
imd  bringen  wir  alle  Gleiehnngen  der  Ikoiaederflicfaen  P^P^P^ 
PtP^Pi^  ...  auf  die  Form 

005+4^-^  c« — =  0 

SO  sind  hier  die  Coeffidenten  der  Variablen  die  Coordinaten  des  be- 
treffenden Eckpunktes.  Stellen  wir  daraus  diese  Coordinaten  ni- 
sanuneUf  so  erhalten  wir,  wie  eben,  ftr 

EiiPtPtP^'.       dann  EtiP^P^P^i 
rtangy'  rtangy 

y  =  rtang9  y  — rtangy* 

•  «  r  »  —  r 

n  rtangy 

oos^ 

jf— —  ^tangy"  ff— — rtaagy* 

f  — ■  r  »  —  r 

^(PjPeP,): 

rtangy« 
C0B9 

f  —  rtang9 

Die  zweite  Gruppe  hat  von  der  AT  Ebene  den  Abstand 

•  —  rtngf* 

Es  resoltirt  Ar 
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rtangtp 
*  CO89 

»  =-  0 


r 

cos  q> 
ff  — — rtAngq^ 
9  rtaog^ 


»  —  — 


CO89 
y  — — rtangqp* 


»  —  — 


rtapgqp 
COB9 

f  —  »■ 

Die  übrigen  10  Coordinaten  ergebeu  sich,  wie  die  Glcichangen,  eben- 
falls durch  Umkohrung  der  Vorzeichen  von      y  und  z. 

Für  den  Inhalt  des  Dodekaeders  berechnen  wir  uns  zuerst  dea 
Inhalt  eines  Tetraeders,  dessen  Kcken  der  Mittelpunkt  des  Körpers, 
2  benachbarte  Ecken  und  der  Mittelpuikt  der  Seitenflftche  sind.  Die 
Coordinaten  dieser  Punkte  seien 


0^  —  0 


rtang  qp* 


■       cos  9» 
—  rtang  9> 

SO  dass  fkkr  den  Inhalt  desselben  die  Detenninante 


r  taug  qp 
COS  9 

Vz     — rUng^ 

%  — r 


0 

rtangjp* 
cosy 

r  taug  9 
cos  7 


0  r 
rtangy  r 


CO89 


0 
1 


0 

1 


1 
1 


^9  ^ 


r»tangy»,,     ^,  2ratang»» 

entsteht.  Multipliciren  wir  das  Resoltat  mit  M2  =  10,  SO  erhalten 
wir  den  Inhalt  des  Dodekaedera 
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20r'tÄng9' 

Wie  schon  erwähnt,  bedeutet  r  der  Radius  der  dem  Dodekaeder 
eingeschriebenen,  resp.  der  dem  Ikosaeder  umschriebenen  Kugel. 
Offenbar  erhalten  wir  jedoch  den  Radius  der  dem  Dodekaeder  am- 
Bchriebenen  Kugel  aus  der  Gleichung 

wo  3-,  yy  z  die  Coordinaten  irgend  eines  Eckpunktes  des  Dodekaeders 
bezeichnen,  eine  Gleichung,  die  zu  gleicher  Zeit  zur  Prüfung  unserer 
R(>chuung  dienen  kann,  da  für  alle  Coordinaten  R  denselben  Wert 
haben  muss.   Wir  erhalten  die  Gleichung 

hieranB 


Wir  erhalten  den  dritten  PoinBotTschen  Körper  (Poinsot  HI.)« 
wenn  wir  jedesmal  die  5  Ebenen  erweitert  denken,  weldie  lun  eine 
Dodekaederflftche  liegen.  Er  liat  12  Ecken  nnd  12  Fliehen.  Die 
12  Ecken  desselben  sind  die  Pole  ra  den  Ebenen  des  ersten  Poiasoi- 
schen  Körpers  eis  Polarebene,  wfthrend  hier  die  Fliehen  dieselben 
sind,  wie  bei  dem  Dodekaeder.  Die  Coordinaten  dieser  Ecken  er^ 
geben  sich  sofort  ans  den  Gleichnngen  der  12  Ebenen  des  ersten 
Pohisot'schen  Körpers. 

Die  Gleichung  der  Fläche  is/sii^öi«  war 

—  1=0    oder    -r^  — r*  =  0 


reo82fp  oos2r 
Hieraus  die  Coordinaten 


0082^ 

Ans  der  Gleichling  der  Fliehe  P^F^FfP^P^ 
MnUrt 
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PjP,Pa^t  A  Uefert  die  CoordiiiatMi 

r  r 
COS9  *  ' 

PfP^PfP^P^  die  Goordinaten 


Q.  a.  w. 

För  die  Inhaltaentwickelnng  ist  es  am  zweckmässigsten,  von  den 
5  Punkten  eines  sternförmigen  Fünfecks  zwei  zu  wählen,  welche  eine 
Kaute  desselben  begrenzen  und  diese  mit  dem  Mittelpunkt  dieses 
Fünfecks  und  dem  Mittelpunkt  des  Körpers  zu  einem  Tetraeder  zu 
vereinigen.  Es  entsteht  alsdann  ein  Tetraeder,  dessen  Inhalt  mit  5 
multiplicirt  den  Inhalt  der  Sterapyramide,  als  den  12teii  Teil  dei 
Körpers,  giebt 

Kelunen  wir  hier  das  Fflnfeck,  desaeii  Ebene 
igt,  80  dnd  die  Goordinaten  ans  den  Ebenen  PgPfP^P^P^  nad 


cotgy 


tangy 


»1  — r 


wovon  «1^1«!  die  Coordinaten  des  Hittelponktea  dea  ttemfiKmlgen 
Fflnfecks  beceichnen.  Den  Inhalt  liefert  die  Determinante 


6J  — — 


0 

r 
sin  9 

r 

I  ""coaiP 


r 


ootgy 
— rcotg^  r 


/C0gy»-8iny»\ 

\  sin^^cosy'  / 


d.L 


3C08f 


Der  Inhalt  des  Poinsot  III.  also  = 


C019 


Wie  wir  schon  bei  einem  ebenen  Btemfftnnigen  Fflofeek  einen 
fidichen  Inhalt  finden,  wenn  die  am  das  FlInleGk  hemmllogeDden 
Ml  uvn.  17 
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Dreiecke  zu  demselben  addirt  werden,  so  ist  aucli  hier  AehBÜcbe« 
der  Fall.  Indem  wir  dort  die  Dreiecke  zum  doppelten  Fünfeck  zu 
addiren  haben,  so  muss  bier  der  Inhalt  sämmtlicher  P^Taniiden  zum 
8 fachen  Dodekaederinhalt  addirt  werden,  wenn  der  Inhalt  d€?s  Poin- 
80t  in.  resultiren  soll.  Entwickeln  wir  hiw  z.  B.  den  Inhalt  einer 
auf  den  Seitenflächen  aufsitzenden  fUnf&citigen  Pyramide,  so  erhalten 
wir  dafür  die  Duetenninante 


0 
0 

rtangy* 

C0S9> 

rtangy 

0 

rtangijP* 


COBf 

rtapgy 

2r>tang^  2f^tang9* 


0 
0 

— rtang^^ 
0 

rtang^ 
— rtangf' 


r 

cos2v> 


1 
1 
1 


1 

1 


+ 


cos2f 


rtangy* 
CO89 

rtangf' 
008  y 


PyramSdeii 

20r'tangy* 
cos  7 


sinspcosy'  GO89 
und  loiiiit  fBr  den  Iidialt 

20r3tang9ä 
sinycosy^ 

Far  den  Inhalt  des  Dodekaeders  hatten  wir 
jj^  •  20r'tangy^ 

"  GOSy 

BiMen  wir  am  dem  dreifuhen  Inhalt  des  Dödekaeden  und  die- 
sen lyraniden  eine  Gleichung  mit  Poinsot  III.,  so  folgt 

cos2y  =  tang9^(l+2cos2f») 

wekher  Ansdmck  sich  nach  Einsetenng  der  Zahlenwerte  anch  als 
gleich  erweist 


Den  letzten  und  vierten  Poinsot'schen  Körper,  Poinsot  IV.,  er- 
hl^ten  wir  endUeb  dadurch,  dass  3  Ebenen  amn 
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werden,  ifelche  den  8  Ton  einer  Ecke  des  Pentagonal-Dodekaedert 
aoigehenden  Kanten  anliegen. 

Die  Coordinaten  erhalten  wir  wieder  aus  den  Gleichungen  der 
Polarebeueu  und  zwar  aus  dor  Gleicbong  der  Ebene  iiif/» 


X  = 


8in^  ' 

and  aufl  A'^iAo  Coordiuaten 


ysss«— rcotgv,    »  =  r 


rcotg9  . 


8Ulf 


U.    8.  W. 


Den  Inhalt  finden  wir  ans  einem  Tetraeder,  dessen  Eckpunkte 
der  Mittelpunkt  des  Körpers,  der  Mittelpunkt  der  Seitenfläche  und 
zwei  an  einer  Kante  liegende  Ecken  sind.  Seinen  Inlialt  erhalten 
wir  ans  der  Determinante 


0 

rcotgy* 
sin  9 

r  COtgff 


— rcotg?  r 
rcotg^  r 


m9 


0  Ol 
cotgv     —1  1 

1  eotgv'  1 


Der  Inhalt  des  Poinsot  lY.  ist  demnach 

g)t^C0tg9* 
sin  9 

Yergleidien  wir  zum  Schlnss  wieder  die  Inhalt  der  znietzt  be- 
handelten drei  Körper,  so  ergiebt  sich 

Dodek.:  Poinsot  III.  =  taug  9^^:! 
Dodek.:  Poinsot  IV.  =  tang<^**:l 
Poinsot  III.:  Poinsot  IV.  —  tang^^:! 
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xxvm. 

Miscellen. 


1. 

Jtowds  elMt  flftlMt  aas  te  TlMtle  te  fonttlea  Op^nÜMML 

Iii  Hankel's  ^Thomdb  der  eomplmtt  ZaUen^ystem^  8. 3S.  iit 
«i&  wieMger  Sati  bewieson,  da»  wenn  iwei  ein^ntige  nnd^aiaa- 
dative  Operationen  dorch  das  volle  distribniiTe  Frineip  mit  einaader 
verbanden  sjnd,  dann  die  eine  notwendig  die  conimntatife  Eägensehaft 
besitzt.  Ich  will  hier  einen  Beweis  dieses  Safcwa  mitteilen,  der  im 
Oninde  mit  dem  Hankerseben  flbeveinBtimmt,  aber  in  allgemeiasn 
Operationsseichen  gefthrt  wird. 

Bedeuten  und  zwei  dirocte  (thetiscbe)  eindeutige  und  asso- 
dative  YerknttpfaDgen,  die  durch  folgende  Gleichungen  verbunden  sind: 

(a,  6,  bedoutcu  hier  irgend  welche  Objecto),  die  das  Distrilmtif- 
gesetz  ausdrucken,  —  so  ist  die  Operation  commutatiT. 

Um  dies  sn  beweisen,  ersetsen  wir  in  der  Qleiehung  (1)  e  dwA 
^(e,  <f)  and  in  der  Gleichang  (6)  a  darch  ^(o,  5),  —  es  wird  daai: 

(a,  Ä),  zf,(c,  d)}  =  ./,[^,|a,  ^f,(c,        J^{b,  J^(e,  d)\] 
Aus  der  Gleichbeit  der  ersten  Seiteu  dieser  Gleichungen  folgt  nun: 
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Wir  transformiren  die  erste  Seite  der  letzten  Gleichung  mitteltt 
der  Gleichung  (1)  und  die  swdite  mittetet  dar  Oldchimg  (2);  mui 
eriUUt  dann: 

Da  der  Yoransietsiing  zufolge  die  Operatioii  4i  asioeiativ  ist, 
80  kann  man  diese  Gleidiang  andi  to  achretbea: 

Yergleieht  man  hier  die  beiden  Seiten,  so  sieht  man  schon,  dass 
sie  sich  nur  dvreh  die  Ordnung  ihrer  Glieder  unterscheiden*  Be- 
seichnet  man  noeh  der  Ktlne  wogen: 

so  htA  man: 

^i(Pi  &  ^9  •)  —  ^1  (i>»  »"i  9i  *) 

Nach  dem  AssodatiTgeeetie  Usst  sich  diese  Gleichoqg  so  dar* 
stellen: 

^1         9»     •!  —  ^1 1^1  (in    «)f  *l 

woraus  vermöge  der  Eindeutigkeit 

9i  *•)  —  ^lip^  »•»  fl) 
folgt  Schreibt  man  noch  diese  Gleichung  so: 

1p>      (2>  Ol  =  ^1  \P,  -^iC»-»  9)1 

«id  berücksichtigt  man  wieder  die  Eindeutigkeit,  so  hat  man  endlich 

welche  Gleichung  die  CommutativitAt  der  Operation  beweist 

Auf  ähnliche  Weise  könnte  man  beweisen,  dass  im  Falle,  wenn 
die  GleichuDgen: 

^ih  ^t(«i  4)]—  ^ft^, («,«),  i^iCo,  d)] 

bcstcbeu,  die  Operation      conmiatativ  sein  moss. 

Warschau,  den  31.  December  1874 

S.  Dickstein. 
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Vier  Punkte  im  Dreieck,  n&mlich  der  In-  and  Umkreismittelpankt» 
der  Schwerpunkt  ond  der  Hdhenachnitt,  finden  bekanntenuuMen  be- 
■ondere  Beachtong  wegen  ihrer  symmetrischen  Bcstimmong.  Man 
kann  sie  demgemäss  Symmetriepankte  des  Dreiecks  nennen,  ond  es 
liegt  die  Frage  nahe,  wie  diese  ihre  Eigenschaft  zu  definiren  sei,  am 
überhanpt  alle  Symmetriepnnkte  von  den  Nichtsymmetriepankten 
unterscheiden  zu  können.  Hierbei  ist  zunächst  auf  einen  Umstand 
aufmerksam  zu  machen,  ohne  dessen  Beachtung  die  ganze  Frage 
illusorisch  sein  würde:  nicht  für  ein  einzelnes  Dreieck,  sondern  nur 
für  das  allgemeine  oder  variabole  Dreieck  existirt  eine  bestimmte 
Classe  von  Punkten,  welche  die  in  Rede  stehende  Eigenschaft  hat; 
jeder  bestimmte  Punkt  aus  dieser  Classe  ist  dann  auch  im  einzelnen 
Dreieck  zu  finden.  Solange  man  daher  bei  den  4  genannten  Symme- 
triepunkten stehen  blieb,  und  auch  wenn  man  deren  Zahl  noch  ver- 
mehrte, trat  dieser  Umstand  nicht  ein-,  denn,  war  einmal  die  Be- 
stimmung eines  jeden  festgesetzt,  so  passte  sie  natürlich  auch  für 
ein  einzelnes  Dreieck.  Ist  hingegen  ein  beliebiges  ungleichseitiges 
Dreieck  und  ein  beliebiger  Punkt  gegeben,  und  man  fragt,  oh  dieser 
Symmetriepunkt  sei,  so  zeigt  sich,  dass  jederzeit  in  ihm  unendlich 
viele  Symmetriepunkte  und  Nichtsymmetriepuukte  zusammenfallen, 
die  aber  nicht  identisch  sind,  sondern  bei  jeder  Veränderung  des 
Dreiecks  auseinander  geben,  dass  also  keine  Entscheidung  existirL 

üm  die  Synunetriepiinkte  so  einfaeb  all  mOgUch  damsteUen, 
wird  man  offenbar  eine  trimetiisebe,  anf  das  Dreied^  selbst  bes§g- 
liebe  Bestiminmigsweise  wtiden;  jede  andere  Hetbode  wflrde  Tide 
winkOiüebe  Elemente  in  die  Beebnvng  elnftbren«  Doch  andi  dann 
bleibt  noch  eine  {presse  Auswahl  flbrig.  Die  Pltlek er' sehen  tnme- 
trischen  Coordinateu  sind  hier  wegen  Ueberbestimmnng  nicht  gut  zu 
gebraachen.  Dagegen  eignet  sich  die  Möbins'eehe  baryeentrisehe 
Bestimmung  vortrefHich ,  weil  sie  nur  von  den  2  Verhftltniseen  der 
3  analogen  GrOssen  abhängt  Hier  kennen  wir  den  Symmetriepukt 
folgendwmassen  definiren. 

Seien  die  den  Seiten  o,,  a,,  gegenüberliegenden  Ecken  eines 
Dreiecks  mit  Gewichten  p^,  p^,  p^  belastet;  dann  ist  durch  letzteres 
System  als  dessen  Schwerpunkt  ein  Punkt  bestimmt.  Wir  nennen 
der  Ktlrze  wegen  ,  p^  die  Gewichte  dieses  Punktes.  Ist  nun 
/(x,  y,  z)  eine  homogene,  für  «  symmetrische  Function,  d.  k  hat 
man 
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80  dnd  die  Gewldtte^äbee  BpmMaptMn  von  der  Fomi 

QBd  Jeder  solche  Punkt  ist  '^vSjrmmetriepimkt 

Da  die  beiden  letzten  Gewichte  ans  dem  ersten  durch  Yertan- 
echnng  der  a  herYorgchen,  so  genfigt  zur  Bestimmnng  eines  Sym- 
mctrieinuiktB  immer  der  Ansdmck  des  ersten  Gewichts  in  oi,  og,  ««. 

Ehe  wir  hiervon  Anwendung  machon,  mögen  einige  Sfttse  ther 
die  barycentrische  Redmiiiig  Tocaugehea.  Ehi  Paukt,  dessen  Ge- 
wichte        P3  sind,  sei  stets  mit  denselben  Bnchstaben  p  bezdchnet 

Sind  Ol/?!,  a^ßf,  tt^ fi^  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  3  Ecken, 
die  des  Punkts  ji^  so  ist  bekanntUch 

w£p  ■=-  Zup\  yllp  =s  £ßp 

Bestimmt  man  den  willkürlichen  gemeinsamen  Factor  der  p  so,  dass 
=:  1  wird,  so  hat  man  kfirasr: 

x^Sap;    tf^Xßp  (1) 

Hat  man  2  Punkte  /),  q  mit  den  Coordinaten  ar^yo  und  x^y^y  und 
ist  JA  eine  nnabliängige  Variabele,  so  ist  p{l  —  u)-\-qH  viu  variabeler 
Punkt,  der  eine  Linie  erzeugt,  und  fUr  t»  »  0  dnrch  j»,  für  t»  <—  1 
durch  q  geht  Seine  €k)ordinaten  sind 

Eliminirt  man  u,  so  erhält  man  eine  lineare  Gleichung  zwischen  y; 
die  Linie  ist  daher  stets  gersde.  Macht  man  £p  *  £g  —  1,  so  wird 

Hier  verhalten  sich  die  Strecken  anf  der  Geraden  wie  die  Differenzen 
der  M,  was  ohne  die  spcciclle  Bedingung  nicht  der  Fall  ist.  Wir 
stellen  daher  die  2  Sätze  auf,  im  erstem  von  beiden  p+q  fOr  q 
snbstitttirend : 

L  Der  Punkt  p-^-qu  erzeugt  bei  varürendem  u  die  gerade  Yer»- 
bindung  der  Punkte  p  und  q. 

II.  Ist  ^  =  £9  =  1 ,  so  sind  die  Strecken  auf  der  Geraden 
p(l  —  u)-{-qu  proportional  den  Differenzen  der  Parameterwerte  «•, 
also  von  p  aus  gerechnet  proportional  11  selbst 

m.  Addirt  aiin  an  jedem  der  $  Qeiwichte  p+qu  beUeMge 
Cottstante,  so  bdanuBCB  m  «d  f  wmü  eonslaale  iMMmle,  lolgHdi 
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eriflIdeB  alle  Pukte      Omden  eine  g^cbe  Tendiielmiig  in 
Bichtangf  d.  L  die  Gerade  yenchiebt  sich  penllel.    Soll  naa  dis 
Pttittele  durch  einen  gegebenen  Punkt  m  gehen,  bo  brancht  man  nur 
die  8  Gewichte  m  an  die  Stello  der  3  conatanten  Tenne  der  Qe- 
iridite  der  Geraden  so  aetien,  nnd  erhAlt 

m-\-gu 

als  Anadmek  der  ParaUelen  mit  welche  Ar  «  s=0  durch  m 

geht 

Sind  |>,  r  drei  Punkte  mit  den  Coordinalen  xq^oi  'lyi)  's9s« 
und  man  sacht  den  Ort  des  yukbtSai  Punkts  p-{-qu-{-ru\  deam 
Coordfaiaten  «y  seien,  so  hat  man: 

oder* 

also  nach  EUndnation  tou  «: 


z — X — x^  *Sf> 
jr— Kid  jf— Ifii  £q. 


X — Xq  x  —  Xj 


«  —  Xj  «1  Xj 


£r 


Jede  der  8  Deterndnantan  ist  Imear  in  y,  also  die  Gleichung  tob 
Sten  Grade.  Ansaerdem  sieht  man,  dass  sie  durch  die  8  lisaten  Punkte 
erfUlt  wird,  und  man  hat  den  Sati: 

rV.  Der  Ort  des  Punktes  p-\-qn-\-m^  ist  im  allgemeinen  ein 
Kegelschnitt,  der  durch  die  3  Punkte  p,  9,  r  geht  In  besondern 
FAUen  kann  er  in  1  oder  2  Gerade  degenoriren. 

V.  Zieht  man  durch  den  Punkt  p  die  3  Transversalen  dea  Drei* 
ecks,  TerCauscht  die  je  2  Stocke,  in  wetehe  dnrdi  lie  die  Seiten  ge- 
teilt werden,  wobd  die  Strecke  Ton  dner  Ecke  nach  dem  Jeaseit  der> 
selben  auf  der  Terilngerten  Seite  liegenden  Punkte  als  negativ  su 
rechnen  ist,  nnd  sieht  8  neue  Transversalen  nach  den  neuen  Teil- 
punkten, so  sind  letztere  die  GleichgewichtsUnien  für  die  Gewichte 

III 

— ,   — , 

Fl    P%  P% 

und  sehneiden  sich  in  einem  Punkte,  dem  Schwerpunkt  der  8  reei- 
yroken  Gewichte.   Wir  nennen  den  so  zn  constmirenden  Punkt  ^ 

den  redproken  Punkt  des  Punktes  p.  Yariirt  p,  so  können 
die  Bahnen  beider  Punkte  redproke  Linien  heissrnt 
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Wenden  wir  dies  anf  die  gerade  Yerbindnng  der  Punkte  j>,  g  an, 
wo  2Jp  »  £9  —  1  sei,  und  Bochen  demgemiss  die  reciproke  Linie 
an  der  Geraden 

u)+ip»  (3) 

Ba  sich  offenbar  ein  Pankt  nicht  ändert,  wenn  man  seine  3  Gewichte 
mit  einem  gemeinsamen  Factor  moltiplidrt,  so  iat,  das  Prodnct  der 
3  Gewichte  (3)  znm  Maltiplicator  genommen,  das  erste  Gewicht  der 
redproicBn  Linie^ 

vom  2.  Grade  in  Bezug  auf  u,  folglich  nach  Sets  IV.  die  reciproke 
Linie  jeder  Geraden  ein  Kegelschnitt 

Eine  Gerade  schneidet  im  allgcmeiucu  alle  3  (unbegrenzt  vcr- 
lÄngerten)  Seiten.  Der  Durchschnitt  mit  hat  zum  ersten  Gewicht 
0,  also  der  reciproke  Punkt  die  Gewichte  1,  0,  0,  er  ist  mithin  die 
Gegenecke  von  «j.  Folglich  geht  die  reciproke  Linie  der  Goraden 
durch  alle  3  Ecken-,  nur  der  Fall,  wo  die  Gerade  einer  Seite)  parallel 
ist,  kann  eine  Ausnahme  machen. 

.  Die  Keuntniss  dieser  3  Pnnkte  des  Kegelschnitts  ergänzt  sich 
zur  vollständigen  Bestimmung,  wenn  anch  der  Mittelpunkt  bekannt 
ist.  Dieser  sei  m.  Ein  Dnrchmesscr  vom  Punkt  F(u)  ans  gezogen, 
hat  dann  nach  Satz  IL  som  ersten  Gewicht 


wo  V  den  Parameter  bezeichnet  Da  dieser  für  jenen  Punkt  des 
Kegelschnitts  den  Wert  1  hat,  so  muss  er  nach  Sats  IL  für  den 
diametralen  Punkt  den  Wert  — 1  haben.  Folglich  ist 

wo  u'  der  entsprechende  Wert  von  «  ist  Vorausgesetzt  ist  2«»=  1. 
Die  Summe  der  3  analogen  Gleichungen  giebt  1  =  1,  womns  erhellt, 
dass  %'  nnr  2  Gleichungen  zu  erfüllen  hat,  dass  also  nach  Elimina- 
tion von     nnr  eine  Gleichnng  übrig  Ueibt  Zar  AbkOnong  ssi 

I  -  p (1  -tt)  +gui     I'  -  p (1  - u') + «u' 


*     5i2ir     •  '    •  qig» 


dann  wird 
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£rt^O\  Sri?  =  0  (5) 

Multiplicirt  man  also  iwei  Analoge  der  61.  (4),  so  kommt: 


Kach  Holtiplication  dieser  Gleichung  mit  giebt  die  Summe  der 
3  Analogen  mit  Beachtung  der  Gl.  (5): 

4(r,»»,Wg+r,m5mi4-r,mim,)  +  2  jgp^^^  —0 

Der  erste  Teil,  welcher  i>on  u  unabhängig  ist,  sei  »        dann  hat 
die  ideatiacbe  GMchnng: 


oder»  da 
ist, 

woraus  fftr  «  —  0  und  »  «->  1 : 

r(rm— Jf        3f  —  0 

und  nach  Auflösung: 


1..' 

7,' 

1 

1 

1  1 

-{r,«i,-J/) 

!>•• 

9t'  1 

»• 

h* 

das  ist  nach  Division  durch  »(1 — u): 

»•i  »•»  »•«  (»-1  »H  —  -»0  =  -M^x  (»-i — »-i )  ( »-8  —  »-i ) 

oder 

Die  Summe  der  Analogen  ist 
Setzt  man  zor  Abkftrsnng 
so  erhalt  man  du!di  Division: 
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(8) 


and  analog  dio  Werte  von  m,,  m,. 

Nan  entscheidet  sich  leicht,  ob  der  Kegelschnitt  ElUpae,  Parabel 
oder  Hyperbel  ist.  Ein  ancndlieh  entfernter  Punkt  bat  nftmlich  eine 
Gewichtsumme  ssO.  Demnach  bat  der  KflgeUcbnitt  imeiidlidi  ent- 
fernte Punkte,  wenn  die  Gleidning 


für  irgend  ein  reelles  u  erfüllt  ist.  Sind  alle  p  niid  q  positiv,  so  ist 
für  jedes  n  zwischen  0  und  1  die  Linke  positiv,  weil  ea  alle  Tonne 
sind,  ^ach  Ql  (6)  ist  also 

JP<«<1  flir  0<i»<l 

Da  aber  keins  der  t*  ein  Maiimnm  hat,  so  ist  fiir  andere  u 

und  da  die  Linke  stetig  in  u  ist,  so  giebt  es  ein  u,  welches  die  Glei- 
chung ^  1,  mithin  auch  Gl.  (U)  erfüllt.  Folglich  kann  für  posi- 
tive p  Qiid  q  der  Kegelschnitt  keine  Ellipse  sein.  Nnn  folgt  weiter 
aus  den  Relationen 


dass  für  positive  p,  sowie  für  positive  </,  nicht  alle  r  gleiches  Vor- 
zeichen haben  können.  Bezeichnet  man  aber  zwei  r  von  nngleichem 
Vorzeichen  mit  r,,  r^^  so  zeigt  der  letzte  Ausdrack  (7),  dass  ne- 
gativ ist.  Folglich  existiren  unendlich  ausgedehnte  Kegelschnitte  für 
negatives  N.  Eine  Parabel  ist  kenntlich  durch  unen^eh  entfernten 
Mittelpunkt,  d.  i  nach  GL  (8)  durch  N=sO,  Da  der  FaU  der  Pam- 
bel  die  Grense  swisdien  ElUpte  and  Hyperbel  MIdet,  so  folgt,  daw 
der  Kegelschnitt  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  ist,  jenadidem 
>  0,  ««0  oder  <  0  ist.  Femer  weiss  man,  daaB  die  Gewichte 
aller  Punkte  innerhalb  des  Dreiecks  positiv,  ausserhalb  von  angldchem 
Vorzeichen  sind.  Folglich  ist  die  redproke  Linie  einer  Geraden,  die 
durch  das  Dreieck  gdit,  stets  eine  Hyperbel.  Die  Besoltate  sind 
folgende. 

VI.  Dio  reciproko  Linie  einer  Geraden  ist  ein  Kegelschnitt,  und 
zwar  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  jenachdom  i\^>>0,  =0  oder 
<0  ist. 

YTL  Geht  die  Gerade  doreh  das  Dreiedt,  so  ist  die  reciproko 
Unle  stets  eine  Hyperbd. 


0  oder  <i<8+<sfi+<i<i  -  0 
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ym.  Der  Kegeltehnitt  geht  dnrdi  die  S  Edraii,  md  sein  ICttd* 
pankt  hat  die  Gewichte  (8;,  wenn  nicht  die  Ocnde  einer  Draedn- 
aeite  parallel  iit 

Die  ganz  ausserhalb  des  Dreiecks  liogeudcn  rToraden  können 
Kegelschnitten  von  allen  3  Formen  reciprok  sein.  Um  du  (ii  -  u/.f 
ihrer  Lagen  geometrisch  darzustellen,  suchen  wir  die  EinhOUeode 
aller  Geraden,  denen  Parabeln  reciprok  sind. 

Zur  Yereinfkchung  nehmen  vir  die  Punkte  g  auf  den  Terlin- 
germigen  der  Seiten  oi  nnd  og.  Sei  also 

fi  — 1+»5  .     — — fli  — 0 

dann  wird 

rj-(l+u)t»i   r,-(l+u)(l+i;)i   r,  =  «(!+•) 
und  nach  Einsetzung  in  (7)  findet  man: 

^ — — 4+ 3  (1 + t«o)^ +4ii«  («  4- o) 

Die  Punkte  q  durchlaufen  die  Vorläugerungen  von  a, ,  über  tu, 
hinaus  ins  Unendliche,  wenn  u  und  v  TOn  ü  bis  oo  vanircn.  Setzt 
man  also 

•  -  iWi) 

80  hat  anch  l  nur  alle  positiTen  Werte  m  dnrchlattfen.  Nach  8ib- 
stitntion  evgieht  sich: 

AHe  Ftoctoien  der  Hechten  ausser  dem  leisten  sind  aUgemein  podlir, 
mithin  das  Yorseichen  Ton  2f  gleich  dem  des  lotsten  Factors.  Folg* 
lieh  bildet  der  Wert 

 X 

-  21+1  - 1/1  (n) 


die  Grenze  der  Formen  der  reciprokcn  Linie,  und  zwar  ist  diese 
Ellipse,  wenn  v  grösseren,  Hyperbel,  wenn  es  kleineren,  Parabel,  wenn 
es  gerade  diesen  Wert  hat  Demzufolge  sind  die  Gewichte  fiir  «ien 
erzeugenden  Punkt  einer  Geraden,  deren  reciproke  Linie  Parabel  ist, 

i~«  e+i)*a--«o 
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ihre  Simmid  iik  idflitiseli  ss  l.  Ntdi  Ol.  (1)  findet  man  dacius  seine 
OoMdineten.  Differentivt  man  deren  Ansdracke  partteU  nach  <,  in* 

dem  man  w  als  Function  von  <  betrachtet,  so  erhält  man  für     =  0, 

^  =  0  S  Gleichungen,  welche  für  den  Coincidenzpnnkt  jener  6e- 

Bio 

raden  gelten,  und  nach. Elimination  von      ergiebt  sich: 


2t+l 


Führt  man  diese  Werte  in  die  Ausdrücke  der  Ck>ordiDaten  p  ebx 
md  ordnet  die  Gleichmgen  nach  Potenien  Ton  <,  so  lanten  sie: 

«a)+<(«— ai-f«f  — «3)  +  *  — «1  —  0  \ 

und  nach  Elinnnalion  von  l  eihilt  man  als  Gleichung  der  Einhül- 
lenden: 


af"~Äj  ctg  — cfj 


Sie  ist  2tcn  Grades  uud  wird  durch  alle  3  Ecken  des  Dreiecks  be- 
friedigt. Für  unendlich  grosse  (c,  y  gehen  die  GL  (14)  übereinstim- 
mend über  in 

««+«+1-0 

können  also  nicht  dnrch  reelle  t  erfüllt  werden.  Folglich  ist  die 
Curve  stets  Ellipse.  Die  Gewichte  des  erzeugenden  Punkts  dieser 
Ellipse  erhält  man  dnrch  Einsetanng  des  Wertes  (13)  in  (12),  nämlich 

<+l   «   Ht±l)_ 

Den  Mittelpunkt  der  Ellipse  findet  man  durch  eine  sehr  einfache  Be- 
trachtung. Ist  u  unendlich  klein,  so  ist  nach  (10)  (11)  v  unendlich 
gross,  und  umgekehrt^  daher  geht  die  Gorade  ;)(1  — ir)+<jrM7  d.  i.  die 
Tangente  der  Ellipse  von  einem  Eckpunkt  des  Dreiecks  aas  immer 
parallel  der  Gegenseite,  and  die  Transversale  Ton  diesem  Berflhrungs- 
ponkt  nach  der  Mitte  der  parallelen  Sehne,  d.  L  der  Gegenseite,  ist 
ein  Durchmesser.  Die  8  so  bekannten  Divehmosser  sdindden  sich 
dmata  im  Bdiwerpankt,  nnd  dieser  ist  der  Hittelimnkt  ffieroadi  ML 
von  der  Ellipse  bdiannt  8  Pnnkte,  die  Ecken  des  Dreieeks,  ferner 
die  den  veründenden  Sehnen  coi^ugirtea  Durchmesser,  nftndieh  die 
Schwerpanktstransrersalen,  endlich  hierdurcli  der  IfiCtelponkt.  E« 
hat  sieh  ergeben: 


Digitized  by  Google 


IX.  Beschreibt  man  um  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks  als 
Mittelpunkt  durch  dir  Ecken  eine  Ellipse,  so  ist  die  Keciproke  einer 
Geraden  Hyperbel,  Parabel  oder  P^llipse,  jeuachdem  die  Gerade  jene 
Ellipse  sohueidet,  berührt  oder  meidet. 

Z.  IHe  Qewidite  eioar  Berttbreaden  baboi  die  Fomi  (Ifl),  d|e 
des  Berfihnmgflpiinkts  sind  (13). 

Verbindet  mau  letztern  mit  dem  Schwerpunkt  nach  Satz  I.  und 
zieht  mit  ersterer  durch  den  Schwerpunkt  eine  Parallele  nach  Satz  III. 
80  erhält  man  zwei  coujugirte  Durchmesser.  Setzt  man  den  Winkel 
zwischen  beiden  gleich  einem  Rechten,  bo  erhält  mau  für  t  eine  Glei- 
chung 4.  Grades,  deren  Wurzeln  den  4  Scheiteln  der  Ellipse  ent- 
sprechen. Die  Gleichung  zerfällt  in  2  quadratische,  die  sich  nach 
einander  auflösen  lassen.  Auch  kann  man  die  Gewichte  der  Scheitel 
in  imaginärer  Form  so  aufstellen,  dass  sich  bei  Vertauschung  der 
Dreieckseit^u  nur  die  3  Kubikwurzeln  der  Einheit  vertauschen.  Da 
jedoch  eine  reine  Symmetrie  nicht  zu  erreichen  ist.  so  läast  sich  die 
an  sich  interessante  Untersuchung  nicht  als  zugehörig  zur  Theorie 
der  Symmetriepunkte  betrachten. 

Die  vorBtchen4en  Sätze  wenden  wir  nim  apf  die  Symmetriepnnkte 
an.  Die  Gewichte  der  4  bekannten  sind  folgende.  Für  den  Schwer- 
punkt ist  das  erste  Gewicht  =  1 ,  ftr  den  Inkreismittelpiuikt  iat  et 
— '  oj,  fBr  den  Umkreismittelpunkt 

für  den  Uöhenschuitt 

fOr  den  reciproken  Punkt  des  Höhenschnitia 

Diese  Aasdrttcke  führen  auf  die  Eint^ong  der  Symroetricpuukte  nach 
Graden  gemäss  dem  Grade  der  homogenen  Function,  welche  die  Ge- 
wichte darstellt.  Es  ist  dabei  zu  beachten,  dass  sich  der  Grad  be- 
liebig erhöhen,  und  ebenso  die  gebrochne  Function  zar  ganzen  machet 
lässt  durch  Multiplication  mit  einer  symmetrischen  Function  aller 
3  Seiten.  Verstehen  wir  denmach  unter  dem  Grade  eines  Symmetrie- 
punkts  immer  den  niedrigsten  möglichen  des  auf  ganze  Function  redu- 
cirten  Gewichtsausdmcks.  Dann  sind  der  Umkreismittelpunkt  und 
Höhenschnitt  vom  4.  Grade,  und  fallen  ausser  Betracht,  wenn  wir  die 
Untersuchung  nur  bis  zum  2.  Grade  ausdehnen  wollen.  Wir  behalten 
dann  den  Schwerpunkt,  Inkreismittelpuukt  und  recipcoken  Uöheu- 
schnitt  aU  Beispiele  der  Grade  0,  1  und  2. 
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Dbb  eilte  Gewicht  des  aUgemeinsten  Syniinetrk|»ii]ikt8  1.  Grades 
ist  «iii-l-ai-h^  Stellt  man'  es  in  der  Form  dar 

ai-\-u£a  (16) 

SO  zeigt  sich}  dasB  der  Ort  dieses  Punktes  die  gerade  Verbindung  des 
Sdiwerpnnkts  nnd  Inkreismittelpankts  ist   FQr  diese  Gerade  ist 
&  — 1»  äIso 

Nach  (8)  ist  jetst  das  erste  Gewicht  des  MitlsliNnikls  der  redproken 
Linie,  welche  nach  Sats  VU.  eine  Hyperbel  ist, 

1)18  erste  Gewicht  des  aUgemeinsten  Symmetiieponktes  S.  Gra- 
des ist 

iiaj>+v<i,(A,+ii^+w«i«>s+<>t'+%'  (17) 

Alle  darin  enthaltenen  besondern  Symmetriepunkte  werden  durch- 
laufen, wenn  n,  r,  »r  alle  Werte  von  — oo  bis  x  unabhAmgig  von 
einander  annehmen.  Nennt  man  die  4  besondem  Punkte 

die  Grundpunkte  des  Systems,  so  kann  man  den  gesammten  Umfang 
sich  entfaltet  vorstellen,  indem  man  von  einem  Grundpunkte,  z.  B. 
dem  4ten,  nach  oincni  andern,  z.  B.  dem  ersten,  eine  Gerade  zieht, 
d.  i.  V  —  ir  =  0  setzt  und  u  variircn  Iftsst,  dann  jeden  Punkt  der 
Geraden  mit  dem  zweiten  Grundpunkt  verbindet,  d.  i.  v  bei  constan- 
tom  u  variiren  lilsst,  endlich  von  jedem  Punkte  des  so  erhaltenen, 
bereits  die  ganze  Ebene  bedockenden  Strahlenbüschels  nach  dem 
dritten  Punkte  einen  Strahl  soudeL  Das  letzte  System  von  Strahlen- 
bOscheln  durchkreuzt  sich  unendlich  vielfach  in  jedem  Puukte  der 
Ebene;  doch  sind  die  Kreuzungspunkte  als  Symmetriepunkte  nie  iden- 
tisch, sondern  schieben  sich  bei  variirendem  Dreieck  Uber  einander 
hinweg,  weil  sie  verschiedenen  Systemen  der  w,     w  angeboren. 

IMe  4  Gnmdpimkte  lassen  sich  leioht  constnüreD.  Sei  in  der 
Figv  ß  der  Schwerpunkt,  J  der  Inkreismittelpnnkt,  J2  der  redproke 
HOhenschnitt,  ii,  B,  C;  />  dSe  4  Gnmdpimkte  2.  Grades,  die  Gewichte 
so  redndrt,  dass  die  Snmme  immer  —  1  wird,  also 


Digitized  by  Google 


482 


Dtan  hAt  im 


ansBflrdeiii    JS^ « 


^  o=  (19) 
D-(l-t)5+iJl  m 

Ferner  weus  man  zufolge  der  Kelationen 

<h  («1  +  «a)  =  «1 

diis  und  AJB  je  eine  Gerade  bilden,  mermu  eiigiebt  ndi 
folgende  Gonitnictlon. 

S  und  .7  sind  bekannt,  Cals  reciproker  Punkt  von  y  ist  gleichwie 
Jt  nach  Satz  V.  leicht  zu  finden.  Man  ziehe  dorch  i2,  3  die  Qende 
ABDM  und  mache  nach  GL  (19)  (20) 

Aus  A  flureh  J  und  aus  C  durch  5  ziehe  man  dann  die  Geraden 
AJß  und  CSB;  ihr  Durchschnitt  ist  der  letzte  gosucht<^'  Paukt  Ä 
Aach  ist  seine  I^ge  auf  CS  nach  GL  (21)  durch  die  Kelation 

C8=:2B8 

bekaimt. 

Der  Punkt  der  hierbei  nicht  gebraucht  ward,  ist  zu  weiterer 
Verwendung  mit  aufgeführt  worden.  Man  findet  ihn  gemftss  GL  (18), 
indem  man  die  Gerade  JSE  zieht,  welche  CM  in  Ji  schneidet,  nd 
auf  welcher  Oberdies 

E8~2J8 

ist   Sei  F  der  reciproke  Punkt  von  also 

dann  crgiebt  sich  die  Construction  eines  bemerkenswerten  Punkts 
dessen  erstes  Gewicht 

denn  entUch  hat  man  nach  (22)  die  Gerade  FAM,  ond  fener  «es« 
die  Geiade  CDM, 


I 

I 
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Da  in  4$  die  3  hindurchgehenden  Genukn  Im  Ycrhiltniit 
getMlt  wcmdiBii,  80  bemerkt  man  leicht,  daas 

AJB  ptndlel  CEH 

Um  ferner  AnwenduDg  von  den  S&tzen  VI.  VII.  VIII.  zn  machen, 
nehmen  wir  erst  die  symmetrische  Ger^e  Grades  (16).  Au* 
l'i  fli     1  8^^^  hervor: 

Die  reciproke  Linie  dieser  Geraden  ist  also  eine  Hjrperbel,  deren 
Mittelpnnkt  der  soeben  coustroirte  Punkt  M  ist 

Wir  wenden  nns  nun  ni  den  Linien  S.  GndeB,  und  !rerliinde> 
iwei  beliebige  ^mmetriepnnkte  des  QjBtemi  (IT),  .dem  jiynte  Ge- 
wiebte  sind 

2«:  Ahbftmmg  eehwaben  wir 

Da  für  a,  =  oj  offenbar     =  ps,  wird,  also  r,  und  rj-j-fi 

verschwinden,  so  folgt,  dass  letztere  2  Grössen  den  Factor  (ot.—/^ 
lvJ>eii.  Sei  also 

dann  wird  das  erste  Gewicht  des  Mittelpunkts  der  recipi^oken  Linie 
Kui  findet: 

r,"  =  Ol» J -  (Ah)  +  (Av)+ (fi«) -  (vn)  1  +  2<H«(a,+«^  { (A«)+ (i*v)| 
+ai«ias  1 3  (Iii) + (Av)  -I-  2  (MV) + 3  (^) + (v«).j 

+%-ii(W+ai')+(i*«)+<««)i+«-i+-ow+-!i")(A»)  (») 

Hiemach  ist  im  allgemeinen  der  Mittelpunkt  m  vom  8.  Grade.  Es 

TMIliflL  tt 
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wird  eine  Auszeichnung  für  besondere  Gerade  des  Systems  sein,  weim 
er  sich  durch  Ausscheidung  eines  symmetrischen  Factors  auf  niederen 
Grad  reducirt.  Ueber  die  möglichen  Fälle,  wo  dies  stattfindet,  \&sA 
sich  im  voraus  lulgendes  sagen. 


*  Hat  Ti  einen  symmetrischen  Factor,  so  haben  mid 
nd  «H  bat  ihn  doppelt  Wir  wollen  mit  ui,  J3,  C  die  Fälle  bezeidi- 
nen,  wo  r/  einen  qrmmetrischcn  Factor  1^  2.,  3.  Grades  bat  Um- 
gekehrt ist  ein  qrmmetriscber  Factor  von  r^+w^i  ^ 
enthalten. 

EiiÜiSU  rj'  einen  nicbt  symmetriscben  Factor  eines  in  ai,  stecken- 
den sjmmetriscben  Factors,  so  mfissen  anch  die  S  analogen  Factorea 
in  «4  stecken,  d.  L  In  r,'  oder  in  r^"  oder  In  Das  glekke 

«ach  auf  r^"  angewandt  giebt  sanftcbst  die  3  Fflile: 

Dy  Ein  linearer  Factor  in  r^',  die  2  analogen  in  ti". 
£,  Umgekehrt 

Ein  Factor  3.  Oxides  kann  nkbt  in  gletchem  Falle  setn,  wefl  dss 
Prodnct  der  analogen  4  Orades  sein  wlirde. 

Endliffh  ist  es  denkbar,  dass  das  Product  der  Analogen  von 
Ol— o,  in  r^'  oder  r,"  enthalten  sei.  Da  jedoch  das  Prodnct  aller 
drai  bei  Yertaaschnng  der  Seiten  sein  Vorzeichen  wechselt,  so  sind 
nnr  die  Quadrate  der  3  Factoren  zulässig,  d.  h.  das  genannte  Pro- 
duct muss  in  und  r/'  gleichseitig  enthalten  sein.  Dies  sei  der 
FaU  F. 

AUe  sonstigen  Fille  rind  Combinationen  der  genasntML  Nach 
Ausscheidung  eines  symmetrischen  Factors  ist  jedoch  stets  der  Ais- 
druck schon  so  dnrchslehtlg,  dass  man  anf  GomMnationeii  gar  mcfat 
aassngehen  brancht 

In  allen  genannten  Fällen,  ausgenommen  C,  muss  einen  linea- 
ren Factor  von  der  Form 

haben.  Divldlrt  man,  so  wird  der  Quotient 

nnd  der  Beat  verschwindet  nnter  den  2  Bedingungen 
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Der  Quotkot  wird  ijiiiiDetriflch,  wem 

Dies  in  die  Bedingungsgleicliiiiigeii  (36)  gesellt  giebi: 

Der  Fall  n^sn^ssQ  erweist  sich  als  blosse  Spedalitftt;  ebenso  der 
Fell  t=sO;  wiren  (fi«),  (vn)  nnü,  so  wiren  I,  fi,  «  in  beideo 
Paniken  iiroportional,  and  diese  fielen  sosammen.  Es  bleibt  d  1, 
das  ist 

als  einzige  Lösung  des  Falles  JB  ttbrig.  Hier  wird 

j»,  s=sa,(fai-f  0,4-03);!+ (0,03  — fOi«)v+iiXa»  (26) 
»■1  =  (««  — «j)  i«!  +  « (os  4-  o»))^ 
WO  L  die  qfnunetrische  Fnnetlon 

2:0*0*— V,  »K)  +  (a,a,+o,ai-|-aja,)(/*v) 

Da  demnacb  £r  »  0  ist,  so  bat  man  sofl^eicb: 

daber  nacb  Ansscbeidang  des  symmetriscben  Flietors  ^2Jßt 

«1  -  («.-«siM-i+'C-t+Oi)}«  (W) 

Zwd  Punkte  des  Systems  (97)  llbr  beliebige  Werte  von  (t,  y,  ir,  aber 
ÜBSten  Wert  von  t  bestimmen  ateo  eine  Gerade,  deren  redproke  Linie 
^e  Hyperbel  nm  den  von  f«,  v,  «r  nnabbinglgen  Mittelpunkt  (27)  ist 
Demnach  ist  das  ganxe  Hyperbelsystem  coneentrlseh.  Mit  t  varürt 
der  Mittelpunkt  und  geht  filr  t  —  1  in  den  Punkt  M  über. 

Im  Falle  D  soll  der  Factor  <ii+<  (of+ot)  ^  H  durch  den  Factor 

{o,+f(o3  +  a,)|  \a^+i{a^-\^)\  (88) 

in  r,"  za  einom  symmetrischen  Product  erg&nst  werden.  Dann  hat 
noch  einen  dritten  linearen  Factor 

y«i+^(««+«s)  (29) 

Entwickelt  man  das  Product  von  (28)  und  (29)  in  der  Form  (23) 
und  ideutiiicirt  die  Coefiicicnti'u  der  6  Torme,  so  erhält  man  6  Glei 
ehungen,  denen  allein  die  Werte 

y  au+i=^-,i;  n  

28* 
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die  aaalogMi  ¥i  md  und 

r-d 

genttgen.  Hiernach  geht  der  Factor  (29)  Uber  in  y£a,  und  £a 
mass  auch  in  r^'  stecken.  So  ergiebt  sich: 

1  — E-4-2€* 

Pi  -=  («1*— Ol*  -aa*-2«Oaa»)^+K(««-h»8)  H  ,    "  OsO^-f-ojä+aa^^i 

daher  nach  Ausscbeidang  des  s^metrisdien  Factors  ^ 

das  erste  Gewicht  des  Mittelpunkts: 

Offeubar  iiegeu  alle  Punkte  welche  beliebigen  Werten  Yen  1 
und  II  euU>prechcu,  auf  einer  Geraden,  die  durch  dielieiden  Ponkle 
1  ——1,  <=  0  und  X  —1,  f»  "  1  geht  Wir  kdnnen  daher  die 
ersten  Gewichte  der  2  bestimmenden  Punkte  selireiben: 

#1  «i*+V+V+2««t«s 

Die  recipro^e  Liuie  der  geraden  Verbiuduug  ist  daun  ein  Kegelschnitt, 
deaacu  Mittelpunkt  ein  Syinmetri('j)unkt  3.  Grades  (30),  und  zwar 
Ellipse,  Parabel  oder  U^perbül,  jeuachdem  -Sm<;^0,  —0  oder  ^  0 
ist  Sei  zur  Abkürzung 

30  —  01+0,+%;  8/— o,a,+<^ai+0|a^;  F~ai«t^ 

m 

dann  wird 

-  e(a«-y)  131) 

Um  kann  daher  t  den  3  IE>emien  des  Kegelschnitts  gemäss  bestim- 
mea.  Will  man  nrngekehrt  bei  gegebenem  f  die  entsprechenden 
Ifttionen  der  Selten  suchen,  so  kann  man  diese  als  Wurzeln  der  kobi* 
sehen  Gleichong 

o*— 8«o«+3/a— 0  (32) 
darstellen,  in  wcAcfaer  g  der  obigen  Bedingung  'gemäss  dnrch  e,  /  ans- 
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mdrUcküu  ist.  Es  mag  hier  das  Beispiel  — |  geailgeB.  Damit 
der  Kegclschuitt  eine  Parabel  sei,  wird  vedangt: 

und  Qi  (8S)  geht  Aber  In 

Bio  3  Wnnelit  sfaid,  nach  der  OrOsse  geordbet? 

Oj  — «  e-f-A;  4%  «  tf;  t — h 

wo  y3(«*— /),  80  wie  6  willkürlich  innerhalb  gewisser  Grenzen 
bleiben.  Demnach  tritt  bei  *  = — ^,  d.  L  bei  der  Yerbindmig  der 
Fwikte 

A  —  V+V+ö»*  — öi<»»i   21  —  «1-^"— •««^  (33) 

der  Fall  der  Parabel  ein,  sobald  die  DifEerenaen  der  nach  ihrer  GiÖiie 
geordneten  Seiten  einander  gleich  wetden.  Üm  Iber  die  2  andern 
Fälle  zu  entBcfaeidon,  geben  wir  den  Seiten  unendlich  kleine  Incre- 
mente  bei  conataalen    /;  daan  neigt  slck^  daaa 

Sdoi  —       — — dot  —  p 

iat  Ans  (31)  rieht  man,  daas  der  Uebergang  anr  Hyperbel  oder 
EUipae  bshw.  bei  wachaondoni  oder  abnehmendem  g  erfolgt»  Selil 
man  also 


80  zeigt  sich,  dass  die  Werte 

«1  — a,  — A+3y,      — Og  — ä— 3y 

Ar  poritives  oder  negatlToa  y  bshw.  der  Hyperbel^oder  Ellipae  ent- 
Onreehen;  d.  h. 

Die  reciproke  Linie  der  geraden  Vcrbindnng  der  Pnnktc  p,  q  (33) 
ist  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  jenachdcm  die  grösste  Dreicck- 
scite  nm  weniger,  ebenso  viel  oder  mehr  als  die  kleinste  von  der 
mittleren  differirt. 

Di(  3  mnss  ebenso  fQr  endliches  wie  für  unendlich  kleines  y  gel- 
ten, weil  bei  abaolat  wachsendem  /  der  Fall  der  Parabel  nidit  ei»* 
treten  kann,  solange  die  GrOssenfolge  der  Seiten  dieaelbe  hleibt. 

Die  Gewichte  des  IGltelpttiikta  sind 
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oder,  nach  Division  durch  £m  =  18yA': 

Der  Mittelpunkt  liegt  daher  bei  unendlich  kleinem  y  auf  einer  Pa- 

4 

nUele  mit  «t»  ^  Abstände  —  g  der  Drdednhflbe,  in  imendfi^er 

Entfernung  in  der  Rieht niip  von  der  Ecke  1  nach  der  Ecke  3  hin. 
Denkt  man  von  ihm  aus  iiarh  der  Mitte  von  Oj  einen  Durcbraesscr 
gezogen,  so  würde  dieser  der  Sehne  bei  verschwindendem  y  parallel. 
Da  eine  Parabelsehne  nie  dem  Durchmesser  parallel  sein  kann,  so 
folgt,  dass  in  unserm  Falle  die  Parahcl  in  2  parallele  oder  1  Gerade 
degenerirt  Die  Gewichte  der  Geraden  p-\-gu  äiud: 

-•a-a*),  Mi+t»),  11(1-2*1) 

alio  die  der  reciproken  Linie: 

k  1+u '  * 

Demzufolge  ist  die  reciproke  Linie  die  Parallele  mit  der  Seite 
durch  deren  Gegonoclic.    Sic  gehört  zu  den  in  Satz  VIII.  genannten 
Ausnahmen;  denn  sie  geht  nicht  durch  die  beiden  andern  Ecken,  und 
zwar  braucht  sie  es  nicht,  weil  die  ursprüngliche  Gerade  der  Seite 
oj  parallel  ist« 

R.  Hoppe. 


8. 

UeWr  FturmlleltnuisTersalen  Im  Unieek» 

SSeht  man  durch  einen  merkwttrdigen  Punkt  O  des  Dreieckes 
ABC  zu  den  Seiten  abe  parallele  Gerade  und  bezeichnet  man  mit 
das  von  den  Seiten  b  und  e  begrenzte  Stack  der  zu  a  parallelen;  so 
existiren  ziemlich  einfiiehe  Relationen  zwischen  a'b'e'  (welche  L&ngea 
wir  der  Kflrze  halber  die  Paralleltransversalen  des  Punktes  O  nennen) 
vnd  den  andern  Dreieckstflcken. 

Zunächst  erhält  man  fOr  jeden  Punkt  in  der  Ebene  eines  ^eichr 
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Kntigcu  Dreieekes  Z«£  —  2b.  bt  hiqgegeii  das  Dreleek  nngleidifleitig 
und  beioichiittt  pm  dio  Normale  ▼on  O  auf  o,  trift  ferner  a'  die  Seite 
h  in  dem  Pankte  Mx  ao  hat  man  fdgeiide  allgemeine  Fonnein: 


aöo  *"  4F* 
a 

wo  F,  r  und  s  Fl&che,  UmkreiBradios  and  halben  Umfang  des  Drei- 
eckes bezeichnen. 

Wird  der  Punkt  O  spedalisirt,  so  ergibt  sich  sanlchat  Ülr  den 
Schwerpunkt,  dass  die  Dreiecke  jU^«Cb  dem  ans  den  SeitenhaUrfren* 
den  als  Seiten  gobUdoten  Dreieck  ähnlich  und  jedes  den  Flächeninhalt 
F 

|-,  BQYkiQ  mit  dem  Urdroieck  denselben  Schwerpunkt  besitsct  Die 
übrigen  Formeln  Terlieren  an  Interesse,  da  hier  a's=s*aUL 
Für  O  als  den  üöhenpnnlLt  gelten  folgende  Gleichnngen: 


wo  Q  den  Inkreisradius  beieichnet 
Ffir  das  UmkreisGentnim  hat  man: 

7+^  — 
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wo  /•  die  Komule  ist,  welche  tom  Contrnm  dM  Feaerbachscbea 
Kreises  auf  ä  gefiUlt  wird»  nd  die  PanUeitnaffenale  dewelhw 
Punktet  iDr  die  ScMe  «. 


Hierher  gehört  avch  der  8ats^  dass  £OAi.  OAc  constant  ist,  wem 
O  auf  der  Peripherie  eines  mit  dem  Umkreis  concentrisdieii 
liegt 

F&r  das  Inkreiscentrnm  erhalten  wir: 


£e'^ 


Zab 


wo  AC'i'^V)  den  Flielieiiinhalt  des  Dreiekes  mit  den  Seiten 


Zum  Schlüsse  sei  noch  bemerkt,  dass  man  auch  nach  ei 
solchen  Pnnkt  O  fragen  kann,  boi  dem 

Man  bat  dann  wegen 
folgende  Qleichnngun: 

a*f^—b*pi  —  ia-'b).2F 


3F 


0  1 

0 

6— c,  +*, 

—    1  : 

0, 

— e 

If  +1. 

+i! 

1» 

1, 

2F  üb+ae^io 


nnd 


-    -  0^  - 


folgt,  womit  die  Ezistenx  des  Punktes  der  gleichen  ParaUeltransver- 
seien  bewiesen  ist 


"^Hea,  den  7.  April  1874 


Emil  Hain. 
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4. 

UeWr  d«B  Pwüct  4er  f leiciMm  FuaUellnHWftntl0i« 

In  jedem  Dreieck  gibt  es  einen  Punkt,  dnrch  welchen 
den  Seiten  desselben  parallele  Gerade  so  ziehen  kann,  dass  d^e  von 
den  Seiton  begrenzten  Stücke  einander  gleich  sind.  Nennt  man  diesen 
Punkt  den  der  gleichen  ParaHeltransversalcn  und  die  Länge  t  einer 
jeden  die  ParaUeitransTerBale  des  Dreieckes  mit  den  Seiten  abe,  so  ist: 

2abc 
*  ^  Xidh 

Verbindet  man  nun  irgend  einen  Pnnkt  O  in  der  Ebene  des 
Dreieckes  ABC  mit  den  Ecken  und  nennt  die  Paralleltransversale 
des  Dreieckes  ßOC  <a,  die  des  Dreieckes  aas  den  Seiten  OA  mit  t\ 
so  ist 

1  .  » 


Ifan  findet  femer,  dass  die  ParallcltransTersale  des  aas  den 
Höhen  eines  Dreieckes  als  Seiten  gebildeten  DreieGkes  gleich  ist  dem 
doppelten  Inkreisndins  des  Urdreieckes. 

ti  Paralleltransveraale  des  .  aas  den  Höhen  eines  Dreieckes  als 
Seiten  gebildeten  Dreieckes. 

1     •  V  1      , «      2*  11 
#1 ^         äF"  4F""         a*  f 
a 

Wien,  den  7.  Juni  1874. 

Emil  Hain. 


5. 

LehrsAtse  Aber  Crerade  Im  Baune. 

Erklärung.  Unter  dem  Winkel  zweier  Geraden  im  Räume  ver- 
stehe ich,  nach  Grösse  und  Stellung,  deigenigen,  dessen  Schenkel  mit 
den  Oeraden  gleiche  Richtang  haben. 

Lehisats.  Enlditet  mtm  anf  der  Halbifongalinie  des  Winkels 
zweier  Oeraden  eine  senkrechte  Ebene,  so  hat  die  Verbindungslinie 
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ilirar  Dordiadiiiittipiiiikte  mit  den  Geraden  gegan  d!oBO  gksicbe 
N^gong. 

Beweis.  Nehmen  wir  die  xy  Ebene  beiden  (nraden  parallel,  so 
ist  ihr  auch  die  Winkelebone,  mithin  anch  die  Ualbinmgslinie  i)arallcl. 
Wir  können  nun  die  x  Axe  letzterer  parallel  und  die  auf  ihr  senk- 
rechte Ebene  zur  y»  Ebene  nehmen.  Dann  sind  die  GleichuDgeo  bei- 
der  Geraden: 

y  —  «tga-|-*;  z  constant 
y-*— «tga+c;     s  constant 

die  der  YerUndangslinie  der  Dnrchschnittspankte 

y  —  stg^+'t    *  constant 

folglich  dmr  Gosiniu  des  Winkels,  den  letstero  einaeln  mil  Mdei 
Genden  Uldet, 

=  sin  a  sin  /?  —  cos  a .  0  —  0 .  cos  ß  einerseits, 
=iWSkuwi§'\'Q0Bn,0—(i,GO%ß  andrerseits» 

also  beiderseits  —  sincrtin/l,  w.  s.  b.  w. 

I.  Zusatz:  Gleitet  eine  Gerade  an  zwei  anderen  so.  dass  sie  za 
beiden  stets  gleich  geneigt  ist,  so  entsteht  ein  hjperbolisclies  Paia- 
boloid. 

Um  die  Gleichung  desselben  in  einfachster  Form  zu  erhaltoo, 
lege  man  durcli  den  Halbirongspnnkt  des  kürzesten  Abstandes  der 
Geraden  und  eine  Ebene,  welche  mit  der  Halbiruugslinie 
des  Winkels  (G^G^)  einen  Winkel  von  46®  cinscbliesst ,  und  mit 
und  gleiche  Neigung  hat;  das  sei  die  Ebene  XZ.  Auf  gleicbe 
Weise  legt  man  die  Ebenen  XY  und  YZ.  Nach  dieser  Anordnnag 
werden  die  Geraden  die  Gleichungen: 

(7,  ...  y  —  Bx+b      nnd  •  —    — h 

C?!  .  .  .  y  «=  —  Bx  —  b    und    z  — — Bx-^-b 

nnd  eine  anf  die  HalbirongBlinie  ihrei  Winkels  senkreciite  Ebene  die 
Gleichung  haben: 

Es  werden  sich  somit  die  Coordinaten  der  Durchstosspunkte  Mi 
nnd  Mg  dieser  Ebene  mit  G^  und  G^  folgends  gestalten: 

Af j  .  .  .  «  —    j-gj,     y  —  — 2 — ,     '^  "^ — f  nnd 

P  P— »  r-\-2b 
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Loge  man  dnreh  fieie  Paukte  eine  Oerade  O,  deren  OMciiiingen 
folgemda  anneben  mttsten: 

"  •  "  •  y"'  j»  *    2  '      *  2 
gebt  nuMi  in  dicae  den  Wert  Ar  P  wu  OL  (E)^  «o  iat 

• — .+,'+  a  • 

Ton  den  Brftehen  befreit: 

oder  f*— «•  —  4Bte; 

Mssa  gesellt,  lo  iat 

als  Oleidmag  des  hyperbolischen  Paraboloides. 

n.  Zusatz:  Eine  Fläche,  deren  jeder  Punkt  Ton  swe!  gegebenen 
Geraden,  die  in  ihren  Richtongen  am  90^  von  einander  abweichen, 
gleich  weit  absteht,  ist  ein  hyperbolischea  Paraboloid. 

Es  seien      and      zwei  Geraden  mit  den  Gleichungen: 

0^1...«= — a,  s-bO  und  ^...«»a,  y*"0, 

durch  welche  mau  die  Fläche  bestimmen  will,  M  sei  ein  willkürlicher 
Punkt  derselben,  MS  und  MR  die  Abstände  desselben  von  den  Ge- 
raden     und  O^'f  also  MR  =  Afö,  nun  ist 


Es  Iat 


demnach 


MJfissitJ^+MM**  vnd 

M*  =  Ät'8*  +  MW* 

MM"  —  y  und  MM'  =  «, 


UBß  —  («+a)>-|-sS,     JUS*  — 

Diese  Werte  einander  gleichgesetzt  und  gehörig  reducirt  ergeben 

als  Gleichong  des  obgenannten  hyperbolischen  Paraboloides. 
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in.  Zusatz:  Eine  Fläche,  bei  weicher  die  AbstÄnd«»  jed«^  ibrtT 
Puukto  von  zwei  gegebenen  Geraden  einander  ^ckh  sind,  ist  ew 
byperboiischeft  Paraboloid. 

vad  6^  mit  den  Gleiehimgeii 

Cfg  «*  •  >  y  "       0  '  0 

sden  die  gegebonea  Geraden.  If  itf  ein  beliebiger  Ponltt  der  FÜeke, 
MR  =  US  seine  Badienvecteren.  Man  ziehe  die  Geraden  HP  und 
MQ  and  es  ergibt  sich,  wenn  (r^,  6^,  die  «  Axe  in  P,  Q  scfaaeideB: 


jH*  —  («— «)*+y»4-a«— "55» 
Setst  mau  diese  An8drttckfi>  eiaander  gleich,  sa  ist 

Legt  ans  dareb  M  die  Ebenen 

£i  .  .  .  y  +  Bz  =  y'  +  Ba'  and 

senkreeht  aaf  C^j  and  *b  luAen  die  Dardischnittspaakta  Jt  aad 
A  denelbea  aiü  dea  Geradea     and  0^  die  Goordiaatea: 


wo  die  mit  einem  Komma  bezeichneten  Bnchstabcn  die  Coordinaten 
des  Punktes  M  sind.   Und  es  ist 


J£B*  —  HP»  —  PÄ»  and 


KS»  —  MQ^  —  QS* 


oder 


SQ«  =  y,«    st,» ,  demnach 
4e«(Ä»+l)  =  (y+Äi)»-(«+^y)» 


daraas: 


Digitized  by 


Ulk 


SeUt  man  «. 
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a,  80  iat 


die  Oleichniig  des  Torarwftiinteii  hyperbolischen  Panboloidei. 

IV.  Zusatz:  Die  Geraden  und  Gf^  aind  swei  Lagen  der  Er- 
zeugenden einer  windschiefen  FlAchOi  die  vom  Urq^nge  denselbeii 
AhHtand  haben. 

Die  Gleichung  dieier  FIftche  wird  sein 


Das  hier  behandelte  hyperbolische  Paraboloid  unterscheidet  sich  von 
dem  allgemeinen  durch  fo(goude  Eigenschaften: 

1.  Sind  «n  demselbeD  zwei  Enengende,  die  eine  des  erslen«  die 
andere  des  zweiten  ^Tstemes,  welche  sSmmfliche  Erzeqgenden  de« 
anderen  Systemes  wchtwinklig  sdineiden. 

2.  Sind  die  hyperbolischen  Schnitte  mit  aufeinander  senkrechten 
Asymptoten. 

8.  Hat  Jeder  Punkt  dflMdbe»  von  :niei  heitiniinten  Qenim 
gleiehe  Abitftnde. 

4.  Sind  die  gleich  weit  von  dem  Scheitel  geführten  ebenen 
Schnitte  congraent 

Das  hier  rar  8|irache  gekommene  hyperbolische  Pantboloid  ist 
nns  nnter  folgender  BvMlehnngsweise  bekannt:  Eine  Gerade  bewegt 
sich  längst  zwei  anderen,  wobei  sie  stets  senkrecht  anf  einer  der- 
selben steht 

Lehrsatz.  Logt  mau  durch  den  Halbirungspnnkt  des  kürzesten 
Abstandes  zweier  Geraden  eine  Ebene  zu  beiden  gleich  geneigt,  so 
ist  die  Verbindungslinie  ihrer  Durchschiiittspunkte  mit  den  ersteren 
Geraden  gegen  beide  gleich  geneigt 

Beweis.  Bs  seien  vad  ^  die  Gnaden«  itasn  Gleidiiogen, 
nach  passender  Wahl  der  rechtwinkligen  Coordinaten,  folgende  Form 
aandunfln 


nnd 


B  . 
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ist  die  Gleififaniig  einer  Ebene  ^,  v,  o,  welche  doreh  den  HalMra^ 
pnnlct  iy  des  IcOnesten  Abstandes  OB  bindudigeiil  nnd  ni  Of  und 
gidche  Nägnng  hat  Ihre  Dnrehscfanittsponkte  3ig  nnd      mit  G| 
and  <7t  werden  die  Coordinaten  ergeben; 

»  —  tfi  (  »  —  0 

Die  durch  diese  Puürte  hi&darcbgehende  Gerade  O  wird  die  Bich- 
tungscoeffidenten  B  — 0  nnd  {?— — ^  haben. 
Dann  ist 

1 


1 


J/(l+/?,'J(l+i»«+(^)*) 

also  C08ni=sC0Btta 

niifhin  sfaid  auch  numerisch  gldch: 

=^  0>l 

was  sn  beweisen  war. 

Wien,  den  19.  Deoember  1869. 

Franz  Maly', 
onl.  iiörar  am  k.  k.  |>oljrtecbn.  IiMtitute  sn  Wien. 


Beaerlnuigen  aar  hjpetgesMetrisAeB  Belhe. 

Kürzlich  teilte  ich  Herrn  Professor  Bftmker  in  Hambug  dk 
folgende  Belation  mit: 

/?  rf<P  r»f   ^  
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welche  idi  bd  Gd^genlielt  von  U]iteniie]iira|e&  der  CkuusiBcbeii 
byi)orgeoiiietrisGbeii  Reihe  als  Nebenprodact  fand.  Eine  andere 

entsinne  ich  mich  nicht,  irgendwo  gefonden  n  haben. 

Ich  suchte  die  eigentlich  von  Lagrange  herrührende ,  TOB 
Gauss  aber  weiter  durchgeführte  Untersuchung  über  die  Grenze, 
gegen  welche  die  arithmetischen  und  geometrischen  Mittolreihen 
zweier  Zahlen  b  conveigiren,  weiter  aosziidehnen  und  betrachtete 
die  Gleichungen 

WO  gldchfidls      —     —  tf«,  —  lf(«^,  h^,  e^). 
Besonders  interessirte  mich  der  Grenzfall 

0^*1;  Sb*—!;         w  sehr  Uein; 
imd  ich  fand  als  Grenze  von  ^ 


(1)  Af(l, 


wo      ^,  i  constante  sind  und  zwar  wird 

log3 

wenn  k  die  Wurzel  der  Gleichung  ist 

=  8 

Der  Wert  von  X  ist 

Den  log  in  (1)  habe  ich  der  Bequemlichkeit  wegen  briggisch  genom- 
men nnd  dann  die  Werte  von  Ä  und  B  nihemngsweise  eriudten 

A  =  0,395  1642 
logbrigg^  —  0,299  7049 

leh  habe  die  Bechnung  durchgeführt  fttr  lehr  U^e  w  und  fimd 
I.  B.  direct 
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if— 0,1678  3257 


ir— 0^01488600 


Kiel,  den  8.  Ajinl  1874. 


£.  MeiMeL 


7. 


Heier  Beweii  n  tat  Sstte  T.66.  N.ZXVÜLS. 

I 

Werden  vom  Sdiwerpnukte  efots  Ihreiedhes  wo,  den  Ecken  Oe- 
rade gelogen  und  die  JcmhennftbliiitBiwitte  4<ir  -i»  entsUmdeBen  Drei- 
ecke mit  einander  Yerbunden:  bo  hat  jdieeee  Dreieck  der  Hdhenadinittr 
punkte  mit  dem  Urdreieck  Reichen  fUftbertlnhalt  ' 

Ist  O  ein  beliebiger  Punkt  in  dor  Ebene  eines  Dreiecke«  AMC 
und  Ha  der  HOhenscbnittiMUiJti  dm  Vmioekw  BOL^  lo  ul;  , 


A  iJaOHh  —  Fcot BOCcot COil 


FlUt  non  O  mit  dem  Sttoerpmikt  ß  mamnen, 


10  ist: 


—  1 


Somit  ist 

(Vgl.  Archiv  LV.  S.  332.) 


Emil  Hain. 
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Litterarischer  Bericht 

CCXXVilL 


Gfisdüclite  dar  Mathematik  und  Physik. 


i 

[  Cullctiuo  di  bibliogratia  e  di  storia  dellc  scieuzc  matematiche  e 
f  fisicbe.  Pubhiicatü  da  B.  Boucoinpagui.  Tomo  YU.  Borna  1874. 
i  Tipograüa  delie  scienze  matematiche  e  fisiche. 

Das  Jnnihfift  eothUt  dnen  Brief  tob  M.  Th.  H.  Hart  in,  Memliro 
de  llnstitot,  aoB  Reimes  aa  D.  B.  Boncoinpagoi  aber  die  Epoche  und 
don  Autor  dos  angeblichen  15ton  Bachs  der  Elemente  EnUÜs;  fonier 
einen  Aassog  ans  Kitäb  ai  Mob&rek  von  Abal  Walk  al  OJoo^ni, 
ausgeschrieben  nach  dem  Ms.  1912  vom  arabischen  Sapplement  von 
der  Pariser  BiUioCh^ne  Nationale,  und  sam  erstenmal  ins  FransO- 
sische  flbersotzt  tob  Aristide  Marre,  Membre  de  la  8oci6t6  Asia* 
tiqae  in  Paris;  dinn  ein  PabUcationsTeneidiniss.  —  Das  Joliheft 
enthält  ^nen  Aoftats  Ton  Cornelio  de  Simon!  Aber  das  Leben 
and  die  Arbeiten  des  Genaensischen  Mathematikers  and  Astronomen 
aas  dem  14.  Jahrhandert,  AadalÖ  di  Negro,  und  anderer  Mathematiker 
and  Kosmographen  in  Genna;  dann  das  Veneichniss.  der  Arbeiten 
des  Andal6  di  Negro  TOn  B.  Boncompagni.  —  Das  Aognstheft 
enthält  eine  Bemerimng  dos  Ingenieurs  Ferdinande  Jacoli  Aber 
2  Schriften  Ton  Raibele  Goalterotti  in  Florenz  bezflglich  auf  das 
Erscheinen  eines  nenen  Sterns  im  Jabr  1604.  Bann  Mitteilnng  bisher 
angedruckter  Briefe  des  Verfassers;  dann  ein  Publicationsverzeichniss. 
—  Das  Septembcrhoft  enthält  histurisclic  Notizen  Ober  die  Ketten- 
bräche  Tom  13ten  bis snm  17ten  Jahrhundert,  Ton  Antonio  FaTaro. 

H. 


IMIiTII.  Bill  4. 
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Lehrbücher,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Abriss  der  Arifhmetik  nnd  Algebra.  Von  Dr.  A.  Tftschner, 
Lehrer  der  Mathematik  am  GymnaBinm  zu  St  Maria -Hagdakoa  In 
Brealan.  Erster  Theil:  IMe  7  algebralachen  Operationen  mul  die 
Gleichungen  enten  Grades.  Breslau  1874  Albert  dar.  61  8. 

Wenn  wir  die  Bezeichnung  als  Abriss  im  Sinne  einer  kurzen, 
aUe  entbehrliche  Ausführlichkeit  meidenden  Darstellnng  nehmen  dftr* 
fen,  so  hat  die  schon  hierdurch  motivirte  Kürze  auch  manchen  metho- 
dischen Vorzug  zur  Folge  gehabt,  indem  sich  in  der  Ausführung  nur 
der  Gmndsats  betätigt,  das  sachlich  Einfache  auch  formell  einfMh 
vorzutragen,  am  nicht  den  Anschein  einer  Schwierigkeit  herror- 
inbringen,  wo  im  Grande  keine  vorhanden  ist.  Der  Lehrgang  ist 
ein  rein  arithmetischer;  er  beginnt  mit  der  absolaten  ganzen  2^1 
und  leitet  die  Begriffe  der  negativen,  gebrochenen  und  irrationalen 
Zahl  aus  den  Operationen  ab ;  die  Vorzeichen  sind  Oporationszeichen. 
In  diesen  Puukten  ist  das  Kurze  und  Einfache  zugleich  das  Correcta 
Zum  Teil  aber  ist  die  Kürze  nichts  weiter  als  Unvollständigkeit :  not- 
wendige Lehren  sind  geradezu  vergessen  worden.  Es  wird  durchweg 
verschwiegen,  dass  Buchstabeu  auch  negative,  gebrochene  und  irra- 
tionale Zahlen  bezeichnen  köuiien-,  in  der  ganzen  Operationslehre 
vertreten  sie  nur  ganze  absolute  Zahlen,  —  a  ist  immer  negativ,  ein 

Broeh  Ist  nie  anders  als  in  der  Form  -  geschrieben;  bei  den  Glei- 
chungen muss  plötzlich  eine  Grösse,  deren  Form  man  nicht  kennt, 
durch  einen  Buchstaben  bezeichnet  werden;  ohne  dass  der  Schüler 
etwas  merkt,  hat  nun  derselbe  einen  andern  Sinn.  Freilich  würde 
es  dem  Verfasser  etwas  unbequem  gewesen  sein,  auf  die  Coinplica- 
tionen  der  expliciten  und  impliciten  Vorzeichen  einzugehen.  Er  bat 
es,  wie  dies  beim  Unterricht  nicht  selten  vorkommt,  dem  Schüler 
leicht  gemacht,  dasjenige  nicht  zu  lernen,  was  er  später  braucht; 
und  diesem  ist  gewöhnlich  die  Einbildung  alles  be^iriffen  zu  haben 
lieber,  als  ihm  die  Belehrung  vielleicht  jjewesen  sein  würde.  Schwerer 
ist  es  zu  begreifen,  wie  die  ganze  Lehre  von  der  Addition,  Multi- 
plication  und  Division  der  Brüche  hat  wegbleiben  können.  Neben 
diesem  Mangel  sind  andere,  damit  in  Be/iehun*,'  ;,tc'hende,  die  un- 
genügende Erklärung  eines  Bruchs,  die  einseitige  Darlegung  der  alge- 
braischen Division,  u.  s.  w.  kaum  erwähnungswert.  Da  indrs  alKv, 
was  noch  fehlt,  blosse  Ergänzung,  nicht  gerade  Umarbeitung  fonh  rt, 
80  war  es  möglich,  der  Leistnng  auch  in  vorliegender  Uestait  eine 
billigende  Beurteilung  zuteil  werden  zu  lassen. 

H. 
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Leitfaden  der  Arithmetik  nebst  Uebungsbeispielen.  Von  Adolf 
Sickeu  berger,  k.  Studienlcbrcr  am  Ludwigs -Gymnasium  in  Mün- 
chen.  München  1875.   Theodor  Ackermann.   162  S. 

Das  Buch  ist  ein  Leitfaden  für  den  Rechcuuuterricht;  es  ist 
nicht  zum  kleiustou  Teil  für  wissenschaftliche  Ausbildung  eiu^^erichtet, 
worauf  wenigstens  nach  unserm  Gebrauch  das  Wort  Arithmetik  hin- 
deuten könnte ;  vielmehr  verfolgt  es  in  klarer  und  entschiedener  Weise 
den  ausschliesslichen  Zweck  des  Verständnisses  und  der  Uebung  des 
bürgerlichen  Rechnens.  Nirgends  strebt  es  die  Allgemeinheit  an, 
sondern  gebraucht  dieselbe  nur,  soweit  sie  wirklich  die  Deutlichkeit 
fördert.  Wie  in  diesem  Punkte,  in  welchem  es  das  Mass  der  gewöhn- 
lichen Rechenbücher  überschreitet,  giebt  sich  auch  im  ganzen  eine 
höhere  Auffassung  der  Aufgabe  des  Recheuunterrichts  zu  erkennen. 
Derselbe  ist  liier  durch  den  sorgfältigem,  exacten  Ausdruck  in  allen 
Begriflfserklarungeu  und  Anordnungen  mit  der  Wissenschaft  in  vollen 
Einklang  gesetzt,  was  auf  die  Klarheit  des  Verständnisses  vom  besten 
Eintiuss  sein  muss;  es  beteiligt  sich  demnach  nicht  im  der  oft  ge- 
hörten Ansicht,  welche  bei  Verzichtleistung  auf  wissenschafthchen 
Zweck  oft  ungenauer  Fassung  um  der  Bequemlichkeit  und  Gewohn- 
heit willen  den  Vorzug  giebt.  Einige  leicht  zu  verbessernde  Aus- 
nahmen seien  jedoch  erwähnt.  Die  Subtraction  und  Division  sind 
erst,  wie  es  sehr  zu  billigen  ist,  als  iuverse  Rechnungen  erklärt, 
werden  aber  dann,  statt  iuverse,  indirecte  Rechnungen  genannt.  Dies 
beruht  auf  einer  Verwechselung:  nicht  die  Rechnung,  sondern  die 
ErklUrungsmethode  ist  indirect,  und  letzteres  geht  die  Schüler  nichts 
an.  Ferner  ist  von  AbkQrzuug  der  Decimalbrüche ,  sogar  von  un- 
endlichen und  periodischen  Decimalbrüchen  die  Rede,  ehe  noch  irgend 
etwas  Aber  annähernde  Berechnung  gesagt  ist,  ohne  welche  jenes  alles 
offenbar  keinen  Sinn  hat;  erst  später  kommt  eine  beiläufige  Bemer^ 
kung  über  Amiäherang,  als  ob  sie  nicbt  uotwondig  dazu  gehörte. 
Brittens  Ist  erst  die  Lehre  Uber  gemdasame  Tiel&che  vorgetragen 
(wobei  man  fr^lch  die  Darlegaug  des  Algoritbmns  vermisst);  nachher 
wird  aber  bei  Addition  der  Brache  kein  Gebrauch  davon  gemacht ; 
wie  der  Schaler  yerfahren  soU,  ist  gar  nicht  angegeben.  Zu  diesen 
Ausnahmen  incorrectcr  Abfassung  soll  nicht  gesfililt  werden  der  Um- 
stand, dass  nicht  nur  in  den  Uebui^gsbeispieleu,  sondern  auch  sonst 
unzählige  dor  Erklärung  bedürftige  Dinge  bloss  mit  tochiiischom  Nap 
men  genannt  sind;  es  bleibt  dem  Lehrer  aberlassen,  das  NOtige  hin- 
zuzttfOgen.  Nur  ist  zu  erwähnen,  dass  die  Flächen-  und  Eörper- 
bcrecbnuug,  wenn  auch  ohne  Beweise,  erläutert  ist  H. 

Anfangsgründe  der  Mechanik  fester  Körper  mit  vielen  Uebungs- 
aufgabeu  zum  Schulgehraache  au  Gymnasien  und  technischen  Lebr- 
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anstalten.  Von  Dr.  Joh.  Chr.  Walberer,  Professor  tm  königL 
Gymnasium  zu  Müunerstadt.  Zweite,  vermehrte  and  verbeaaerte  Aaf* 
läge.  Manehen  1874.  Theodor  Ackennaim.  166  8. 

Im  Vergleich  mit  uuzähligeu  Schulbüchern,  welche  die  Mechanik 
teils  in  einem  besoudern  Abschnitt,  teils  ausschliesslich  behandeln, 
ist  CS  eine  Auszeichnung,  dass  man  von  dem  \urliegendon  sagen  kann, 
dass  es  die  GrundbegritFc  der  Mechanik  in  correcter  Fassung  giebt. 
Denn  obwol  in  neuerer  Zeit  die  meisten  sich  nicht  mehr  so  dreist 
wie  früher  dem  Tadel  grober  ünrichtigkeiteu  aussetzen,  so  lehnt  sich 
doch  gewöhnlich  die  Methode  nocli  sehr  an  unklare  vulgäre  Vorst^l- 
lungeu  an,  während  die  Gruudprinciijieu  als  accideutelie  Sätze  in 
Schatten  gestellt  werden.  Das  gegenwärtige  Lehrbuch  beginnt  so- 
gleich mit  denjenigen  Sätzen,  welche  die  richtigen  scheidenden  Ge- 
sichtspunkte in  voller  Einfachheit  enthüllen.  Im  übrigen  ist  es  jedoch 
nicht  frei  von  Fehlern.  Im  Beweise  für  das  Parallelogramm  der  Kräfte 
verlegt  der  Verfasser  wiederholt,  im  Widerspruch  mit  dem  richtig 
aufgestellten  Satze,  den  Angriff  in  Punkte  ausserhalb  der  RichtuTigs- 
linie.  Der  Beweis  ist  darum  falsch,  eine  mögliche  Berichtigung  uicht 
wol  abzusehen.  Auch  steht  der  Satz  an  der  unrichtigen  Stelle,  näm- 
lich bei  den  starreu  Systemen,  mit  denen  er  nichts  zu  tun  hat  Un- 
richtig and  irreleitend  ausgedrückt  ist  die  Behauptung  (S.  2.),  aas 
einer  Kraft  müsse  immer  als  Wirkung  eine  geradlinige  Bewegung 
erfolgen,  „wenn  nicht  andere  Kräfte  zugleich  tÄtig  seien"  —  was  sich 
sofort  dadurch  widerlegt,  dass  die  auf  einen  Punkt  wirkenden  Kräfte 
sich  immer  zu  einer  zusammensetzen.  Hier  war  die  correcte  Fassung 
om  so  wichtiger  wegen  des  vulgären  Irrtums,  dass  die  Wurf-  und 
Central bewegung  mehr  als  eine  Kraft  erfordeiteu.  Unrichtig  ist  es 
ferner  (S.  3.),  dass  die  Statik  den  Fall  der  Ruhe  untersuchte;  doch 
folgt  hier  gleich  nachher  das  richtige  Wort.  Ferner  wird  statisches 
Moment  erklärt  (S.  2ö.)  in  Bezug  auf  einen  Punkt,  eine  Gerade  aud 
eine  Ebene,  als  wenn  es  3  verschiedene  Begriffe  wäreu.  Die  beiden 
letztem  siud  nur  überbestimmt.  Geschwindigkeit  ist  nur  als  constaute 
erklärt,  gleich  nachher  aber  bei  Erklärung  der  Beschleunigung  der 
Sinn  der  variabeln  als  bekannt  vorausgesetzt.  Soviel  über  die  Fehlen. 
Die  Statik  ist  im  wesentlichen  theoretisch  vollständig,  die  einfachem 
praktischen  Uebertragungsmittel  sind  gleichfalls  behandelt.  Die  Dyna- 
mik beschränkt  sich  auf  diejenigen  Fälle,  welche  sich  mit  Holfe  der 
Scbalmathematik  wirklich  lösen  lassen.  Dass  sie  sich,  wie  angegeben 
wird,  auf  constante  Beschleunigung  beschränkte,  trifft,  unter  andern 
beim  Pendel,  nicht  zu.  Die  Aufgaben  bestehen  in  uuneiischen  Datis 
zu  den  nach  jeder  Seite  hin  aufzulösenden,  im  Lehrlmoi  enÜiatteiKa 
Belationen. 
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Sammlung  der  wichtigsten  Sätze  aus  der  Arithmetik  und  Algebra. 
Zum  Gebrauch  an  höheren  Lehranstalten  zusammengestellt  von 
Friedrich  Hofmann,  Professor  der  Mathematik  am  k.  Gymoasiiim 
VBL  Bayreuth.  Dritte,  verbesserte  and  vermehrte  Auflage.  Bayreath 
1B73.  Helmidi  Gran.  36  8. 

Aufgaben  aus  der  nicdeni  Arithmetik.  Zum  Gebrauch  in  den 
mitom  Klassen  höherer  Lebraustaltcn  bearbeitet  von  Friedrich 
Uufmann,  Professur  der  Mathematik  am  k.  Gymnasium  zu  Bay* 
reutli.  Dritte,  mit  Rücksicht  auf  das  neue  Mass-  und  MüDZ-System 
iiingoarbeitote  Aaflage.  Bayreath  1874.  Ueiorich  Graa.  123  8. 

Beide  Bacher  sind  Ergänzungen  zu  der,  im  217.  litt  Ber.  S.  3. 
bcaproeheuoQ,  Sammlaug  von  Aufgaben  aas  der  Arithmetik  und  Al- 
gebra desselben  Yerfessers.  Das  erstcre  enthält  di(^euigon  Sätze, 
welche  dnrch  die  Aufgaben  eingeübt  werden  loUen,  einÜMb  in  Bdhe 
gestellt  Das  letztere  boU  Ar  die  niedem  Classen  der  Gymnasien 
dieselbe  Bestimmnng  haben,  welche  die  genannte  Aufgabenwmndnng 
flir  die  höheren  erfiUlt  Es  besteht  ans  5  Abldlnngen,  weldie  einzebi 
bchaudcln  anbenannte,  ein&ch  benannte,  mehr&di  benannte  ganae 
Zahlen,  nnbonannte  gemeine  nnd  Dedmalbrllche.  Die  erste  Ahleilnng 
flbt  besonders  die  Anflösnng  der  Klammern.  H. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Lolirbnch  der  Detcrminantentheorio  f&r  Stndirende.  Von  Dr. 
Siegmund  Günther,  Privatdocent  am  kgl.  Polytechnikom  nMfln- 
chen.  Erlangen  1875.  Ednard  Besold.  2S6  8. 

Um  die  aasgcsprocheno  Bestimmung  des  Boches  ffir  Stndirende, 
eine  Bezeichnung  die  im  Grunde  von  jeder  wissenschaftlichen  Dar^ 
leguug  eines  bekannten  Themas  gelten  mttsste,  näher  zu  erläutern, 
80  hat  der  V(Tfasser  das  Möj^liohc  getan,  das  Selbststudium  des  Gegen- 
standes zu  erleichtern  und  dadurch  die  Kenntniss  der  Theorie  zu  einer 
allgemeinen  und  schon  in  den  ersten  Semestern  zu  erreichenden  zu 
machen.  Pie  Anordnung  ist  eine  sachlii  h  systematische,  unbecinflusst 
durch  den  Deductionseonnex.  Letzterer  ist  kein  ausgedehnter,  kunst- 
voll verwebter;  vielmehr  sind  die  Sätze  zum  grössten  Teil  durch 
directe  Betrachtung  bewiesen.  Da  Vollständigkeit  in  Aufstellung  des 
Lclirstüffs  nach  gegenwärtigem  Standpunkt  ins  Auge  gefasst  ist,  da 
mithin  »las  Vorzutragende  historisch  aus  den  successiven  Entdeckungen 
zntloss,  so  lag  es  iu  der  Natur  der  Sache,  dass  der  organische  Kern 
der  Th(  orie  eine  Reihe  einzelner  Theoreme  im  Gefolge  haben  musste, 
die  zur  Zeit  als  zufällige  Beigabe  und  ohne  sichtliche  Yerbindoog 
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asUreten.  Der  YerHuser  hat  es  verstaadon,  durch  die  Mienge  dm 
AoddenteUen  die  Haaptaache  nicht  in  Schatten  stellon  sa  lasaei, 
wom  vor  allem  die  einfoche,  allgem^ne,  weitgroifende  Schlassfilhig- 
kdt  der  Detenninantenlehre  gehört  Die  Kintfiilwng  des  StolfeB  iit 
im  ganzen  gat  gewählt  nnd  zor  Ueberdcht  vortrefflich  geeigael 
Nadi  der  Geschichte  der  Determinantenreohnnng  folgen  znerst  SCk- 
pitel  über  allgemeine  Eigenschaften  der  Determinaten  nnd  ftber  Deter- 
minanten von  besonderer  Form.  Zn  den  letstcm  gehören  das  Diff»* 
renzenprodnct,  die  Determinanten  acQnngirter  SystemOt  die  symme- 
trischen, die  orthosymmetrischen  und  die  symmetralen  Detenniuantei 
nnd  die  Halh-Determinanten.   Die  Sonderong  der  betreffenden  Sitis 
von  der  allgemeinen  Theorie,  welche  nicht  in  allen  Boarbeitongeo 
beobachtet  worden  ist,  ist  sehr  zu  billigen.    Das  folgende  Gapitel 
Ikber  knbische  Determinanten  ist  kein  Glied  der  Theorie,  anch  keine 
Anwendang,  sondern  bloss  ein  Anfang  einer  Erwcitemng,  und  hätte 
demnach  wol  am  ScIUnss  des  Gänsen  stehen  sollen.  Das  5.  Capitd 
Aber  die  Elimiuationsproblemc  schliesst  sich  der  Sache  nach  an  das 
2tc  an,  lässt  sich  sogar  mit  demsell)6n  methodisch  unter  dem  Ge- 
sichtspunkt der  Bedprocität  auffassen.    Aus  der  Theorie  der  Glei- 
chnngssysteme  ergehen  sich  manche  elegante  Beweise  fQr  Dete^ 
minantensätze,  u.  a.  für  die  Multiplicaton  und  Potenzimiig  dir 
Determinanten.    Da  jedoch  eine  vorzeitige  Benntznng  dieser  Bed- 
procität  dem  Anfänger  das  Erlernen  sehr  erschweren  würde,  so  war 
die  Trennung  der  Capitel  gewiss  gerechtfertigt;  jedenfalls  war  der 
geeignete  Plata  fttr  die  Gleichungen  unmittelbar  nach  dem  2teu  Capitd 
Es  folgen  nun  noch  3  Capitel,  welche  Anwendungen  enthalten,  Däm- 
lich auf  Eettenbrüche ,  auf  Geometrie,  auf  Transformation  der  Inte- 
grale (Functionsdetenninanten).  Hierin  musste  Auswahl  statttindon. 
da  das  Bereich  unbegrenzt  ist.    Namentlich  ist  von  goomctrLschcn 
Anwendungen  nur  eine  kleine  Anzahl  aufgenommen.  Das  letzte  Capitel 
handelt  von  den  linearen  Substitutionen.  E 

In  meinem  „Lehrbuch  der  Detcrminantentheorio^  sind  wasKt 
den  im  Drucke  angegebenen  Unrichtigkeiten  noch  folgende  zu  nt- 
bessern: 

S.  7.     Z.  4   V.  0.  nach  Zähler  ergänze:  und  Nenner. 

S.  8.     Z.  11  V.  0.  St.  §.  2  1.  3. 

S.  12.    Z.  12  V.  u.  1.  peniiutirt. 

S.  17.    Z.  11  V.  U.  St.  ahcd  1.  aMc. 

S.  42.    Z.  11  V.  0.  St.  Zahlen  1.  Zeilen. 

S.  52.    Z.  16  V.  u.  St.  Weyrauch  1.  Weihram  h. 

S.  89.   Z.  4   V.  u.  ist  Factor  (m — p)  zu  streichen. 

S.  113.  Z.  11  V.  u.  St.  Axen  1.  Axeu-Ebenen. 


niriHiriflt^iftfnlTpr 


8.  118.  Z.  12     0.  anus  «•  hetaieii:  Kir  sich  m\  die  zweite  m"^ 

die  dritte  ete. 

S.  123.  Z.  3   V.  u.  st  -  1. 

9  » 

S.  153.  Z.  17     0.  8t  A^tBt  L  iifli«|. 

S.  153.  Z.  21  V.  0.  St.  ^,-11  flu  1.  ^M-iio^. 
S.  196.  Z.  6       e.  fehlt  vor  b  die  Klammer. 
S.  210.  Z.  3   V.  o.  st  p^-\-q^+i  l  (j»*+fl*+l)*. 
&  214.  Z.  8  V.  0.  8t  df  l  4fi/. 

Durch  diese  Yerbeasemiigai  wird  hoifentlich  annfthemd  vell- 
stftndige  Gorreethcit  hergestellt  vin.  S.  Günther. 

lieber  Kfltenbrücho  höherer  Ordnung.  Von  E.  Fürsteuaa. 
Programm  des  kgl.  Roalgymnasiums  zu  Wiesbaden  1872. 

Der  Yerfiuser,  welcher  sich  in  der  mathematischen  Welt  dnrch 
seine  schOne  Methode  snr  AnflOsnng  literaler  Gleiehimgen  höherer 
Grade  bereits  auf  das  Vorteilhafteste  bekannt  gemacht  liat,  fiefnri 
hier  eine  interessante  Abhandlung  Uber  eigentftmlidie  nene  Gebilde 
der  Analysls«  welche  er  mit  dem  Namen  der  »höheren  Eettenbrftche^ 
belegt  An  sich  ist  dieser  Titel  nicht  ganz  entsfirechendf  denn  oÜBn* 
bar  könnte  man  auf  diese  Beseichnnng  anch  gewisse  andre  Formen 
Anspruch  machen  lassen.  So  kann  man  ndt  ToUem  Bedite  sagent 
die  Methode,  mit  welcher  Beidt  (SchlOmttch's  Zeitschrift,  17.  Jafatg.) 
den  irrcdnciblen  Fall  lOSt  und  die  sich  leicht  auch  auf  andre  trino- 
mische  Gleichungen  ausdehnen  Hesse,  bedient  sich  höherer  Ketten« 
brttche;  es  ist  nach  ihm,  filr 

bekanntlieh 


Anch  Stern  hat  in  seiner  Schrift  „Theorie  der  Ketteabrftche  and 
ihre  Anwendung**  diese  Formen  fai  Betracht  gezogen.  Andrerseits 
konnte  nun,  entsprechend  der  indepeadenten  DanteUnng  dnes  Ketten- 
braches  durch  Determinanten,  den  Quotienten  iweier  nach  ehwm 
analogen  Gesetze  gebildeten  cubischen  Determinanten  herstellen  und 
darunter  einen  Kettenbruch  Ton  höherer  Ordnung  <be8ser  woU  ge- 
sagt: von  höherem  Bange)  verstehen.  Als  Beispiel  ebies  soldien 
„cubischen'*  Kettenbruches,  welcher  bisher  noch  gar  nicht  «ntersucbt 
worden  zu  sein  schdnt,  mOgo  nachstehender  Quotient  dieaeas 
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«a,   «u,   0  0 
a,ti   0      0  0 

0      0      0  0 
0      0      0  0 


M 


0      0  0 


«3tl    0  0 


0,3,    0  0 

0      0  0 


0         «433  0 

0  0 


0      ^aaa  ^.»ni 
ü       a.j|3  0 


0M4 


0     0     0  0 
0      c%n  0  0 


oaii  0     0  0 
0     oift  Am  0 


0     «ni  0  0 
0     0     0  0 


0        0  Ogis 

0     0  0 


0      0     0  0 
0     0     0  0 


0      0  0 
0      0  0 


«444 


Schliesslich  könnte  man  aoch  versucht  sein,  sich  unter  Kettenbmcbeii 
bAherer  Ordnung  jene  eigentümlicbeu  Bildungen  zu  denken,  welche 
Jaeobi  alt  „kettenbruchähnliche  Algorithmrn'^  in  die  Analysis  ein» 
geführt  hat.  Hiermit  Bind  wir  denn  auch  auf  das  eigentliche  Thema 
des  Herrn  Fttrstenan  gekommen;  seine  Untersuchung  knttpft  m- 
mittelbar  an  die  erwähnte  Arbeit  Jacobi's  an,  wie  sie  aus  seinen 
Papieren  im  69.  Bande  des  Borchardt'schen  Joomales  mitgeteilt  winde. 

Jacob i's  Grundgedanke  in  dieser  posthnmen  Schrift  ist  bekannt- 
lich kein  andrer,  als  eine  Erweiterung  einer  Reibe  von  Eni  er  zuerst 
gefundener  Sätze  zu  geben.  Derselbe  hatte  bemerkt  und  in  mehreren 
Aufsätzen  der  Acta  Pctropolitana  nachgewiesen,  dass  ein  System  tri- 
nomischer  recurrirender  Gleichungen  mit  den  Kettenbrüchen  aufs 
innigste  verwandt  sei,  insoforne  jeder  Quotient  zweier  aufeinander- 
folgender Unbekannter  sich  unmittelbar  als  solcher  schreiben  Iftsst 
Es  lag  nnn  nahe,  die  Fragestellung  auf  polynomische  Gleichnogea 
anamdehnen  und,  als  ersten  Schritt  hierzu,  zu  untiTsuchen,  wie  sich 
die  Sache  gestaltet.,  wenn  jede  neue  Unbekannte  linear  aus  drei,  statt 
wie  bisher  ans  iwei,  Torbergehenden  zusammengesetzt  ist  Jaeobi 
bat  dieae  Frage  eingehend  erörtert  und  von  dem  dabei  sich  ergeben* 
den  Analogen  der  gewöbnUebmi  KettenbrOebe  eine  Reibe  interessaatff 
^gentcbafien  anfgedeckt,  er  bat  jedoch  auf  eine  explidte  Darstdlnog 
dieaea  Analogons  versiebtet  Dies  nnd  der  TTnntand,  dasa  sieb  dn- 
grosae  MdMer  dea  Detenninantencalcnls  dieaea  gerade  in  nnseraa 
Falle  BO  flberaaa  fBrderiieben  HtUftmifttelB  gftnzlicb  entsching,  macbea 
es  nna  wabrsebeinlicbf  daaa  denclbo  seine  Abhandlung,  aowdt  sie  nns 
JeCst  vorliflgt»  noch  dnrdianB  nicht  fbr  endgültig  abgescbloBBen  aaaab. 
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Der  Ideengang  des  Verfassers  konnte  mit  Rücksicht  auf  das  Ge- 
sagte ein  dreifacher  sein.  Es  konnte  die  Untersuchung  J  a  c  o  b  i '  s 
in  gleicher  Weise,  nur  mit  Hülfe  der  Determinanten,  nochmals  geführt 
werden;  man  konnte  aber  auch,  ganz  unabhängig  hiervon,  allgemein 
den  Quotienten  solcher  Determinanten  hinstellen,  welche  mit  Aus- 
nahme einer  willkürlichen  Anzahl  von  einer  Diagonale  parallel  lau- 
fenden Serien  durch  Nullen  gebildet  sind,  und  konnte  dann  zusehen, 
in  welchem  Connex  diese  „Kettenbruchdeterminanten  im  allgemeinen 
Sinn"  mit  Jacob i 's  Algurithmen  stehen.  Und  drittens  war  es  mög- 
lich, den  Begriff  des  gewöhnlichen  Kottenbruchs  dadurch  zu  verall- 
gemeinern, dass  man  jeden  einzelnen  Teilnenner  und  Teilzähler  wieder 
als  Kettenbruch  ansah  und  nun  die  lieziehungeu  zu  den  erwähnten 
Determinanten-Quotienten  und  den  ketteubruchähnlichcu  Algorithmen 
aafsochto.  Dieser  dritte  Weg,  welcher  offenbar  zugleich  der  instnic- 
tivste  ist,  wurde  von  Herrn  Ftlrstcnau  eingeschlagen. 

Durch  wirkliche  Ausführaiig  der  in  der  folgenden  Doppelreihe 
augodcateteu  Substitutionou 
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ündf  wenn  man  den  Nenner  des  durch  dea  stark  auageiogeneii  Stnch 
Ghankterisirteii  BradiM  mit  N  bezaichaet, 


UiiUt  einem  ersten,  zweiten  .  .  .  ptcn  Näherungswert  wird  man 
die  Gesanimtheit  alles  desjenigen  zu  verstehen  haben,  was  durch  eiiicij 
in  der  angegebenen  Weise  vou  der  Linken  zur  Rechten  gezahlten 
ersten,  zweiten  .  .  .  pten  Vcrticalstrich  abgeschuitttm  wird,  »o  daas 
fttr  die  Grösse     sich  die  successiveu  Käherungswcrte 


«0  + 


&1 


„  J_   ^ 


"0  + 


ergeboD,  and  entsprechende  Ansdracke  aneh  für  Verwandelt  man 
diese  Nähernngswerte  in  gewöhnliclie  (nnedite)  Brache,  so  crgsben 
sich  fttr  aro  und  yo  gleiche  Nfthemngsnenner,  so  dass  man  aUgemein 
die  pten  Nflbemngswerte  von     nnd  gleich 


setzen  kann.  Für  diese  drei  AosdrCtcke  gilt  alsdann  das  BiLdongs- 
gosetz: 

das  heisst,  jeder  dieser  Ausdrücke  ist  linear  aus  den  drei  unniiiuilur 
vorhergehenden  derselben  Art  zusammengesetzt 

Die  so  entstandenen  recnnirenden  Gleichungen,  welche  crsichüicb 
mit  denen,  von  welchen  Jacobi  ausgeht,  vollkoramcn  identisch  sind, 
werden  nun  mit  Hülfe  der  Determinanten  aufgelöst,  und  es  tindes 
sich  fOr  3^  Y,  y  independente,  den  gewöhnlichen  Kettonbmcfadeter- 
minanten  entsprechende  Ausdrücke,  z.  B.  ist 
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Dem  bekauutüD  Fondameutalsatz  der  gewöhnlichen  KettcnbrUche, 

dem  zufolge,  wenn  der  j»te  KAhernngsbracli  eines  solchen  ist,  die 
Relation 


Qp+i  Qp 


=  ±1 

statt^det,  outspriclit  hier  die  Identität 


Yp+l  Yp  Yp^i 


=  1. 


-Xp+i  -Xp  Xp—i 

Bs  hieriier  hat  sich  Heir  Fflrstenaii  anssdilieflslich  m%  den 
Kettenbrflcben  der  zweiten  Ordnung  bescbftftigt;  Bmunehr  fasst  er  das 
ProMem  in  erweitertem  Sinne  aaf.  SteUen  wir  die  von  ihm  gewon- 
nenen Reeoltate  ttbersiehtlidi  zusammen,  so  itönnen  wir  sagen: 

Suchen  wir  ganz  allgemein  n  Grössen  ;rj,  .  .  .  0-» 
als  Brüche  der  Form 


^=  IT» 


N 


zu  bestimmen,  so  kann  jeder  solche  Brvch  als  Kotten- 
brach  der  (n— l)ten  Ordnung  geschrieben  worden.  Die 
pten  N&horungswerte  dieser  Kettenbrttcho  werden  die 
Formen 

Np*     Up   '  '  '  Np 


besitzen,  und  es  wird,  wenn  a,^') 


.«11 


...  ...  «H+i^"+*>  dit'  in  den  Kctteubrttch  oiügcgaugü- 

ncu  Grössen  sind,  ganz  allgemein 

iVp    =  o^O») Np-i    +0,0»)  iVp_2    + . . .  A>-»-.l 

sein.  Die  Grössen  X  and  ^  werden  durch  die  stets  ezi- 
stirende  Gleichung* 


JfpO)  Xp-l^^)  Xp-2^^)  .  .  .  Xp-n-l^^^ 
Xpi^  Xp-l^  Xp.2^^  .  .  .  J^-.«-l(2) 

-rp(*)  JTp-iW  jr,-sw . , .  2r^-iw 

iVp     iVp-i     Np-.3    .  .  .  IVp-M—l 
in  Beziehung  zu  einander  gesetzt. 


Digitized  by  Google 


42 


hittmmfMi»  ßtrida  CCXXVUl 


Soweit  iit  tUerdings  niuer  Yerfuser  niclit  völlig  gogangen;  es 
war  jedoch  lekht,  ans  semen  Betracbtangen  diesoB  elegante  Resultat 
indoctorisch  zu  erhalten. 

Im  zweiten  Paragraph  wird  geseigt,  dass  und  wie  die  reellen 
Wurzeln  algebraischer  Gleichangcn  vom  »ton  Grade  in  pcriodisrhc 
KettenbrQche  von  nter  Ordnung  verwandelt  werden  können.  Im  An- 
schluss  hieran  wird  dann  in  §  3.  die  für  die  praktische  Anweudang 
wichtige  Frage  discutirt,  wie  das  Mass  der  Ann.nherang  zwischen  den 
einzelnen  Näheruugsbrüchcn  and  dem  wahren  Werte  zu  bestimmen 
sei.  In  der  Weise,  wie  dies  bei  den  gewöhnlichen  Kettenbrachen 
geschieht,  ist  es  im  allgemeinen  Falle  nicht  möglich;  der  Verfasser 
weiss  jedoch  dnrch  eine  elegante  Detcrminantonbetracbtnng  auch  hier 
zum  Ziele  zu  gelangen,  indem  er  in  §  4.  zuerst  Torbereiteud  die 
KettcnbrUche  der  zweiten  und  im  nächsten  diejenigen  von  noch  höherer 
Ordnung  bebandelt.  Der  Hauptpunkt,  auf  wi  Ichen  es  hierbei  ankan^ 
nämlich  die  Einschränkung  des  waiirea  Wertes  zwischen  zwei  nn- 
mittelbar  aufeinanderfolgenden  Näherungswerten,  hätte  un^eich  kOrzer 
erledigt  werden  können,  wenn  Herr  Fürstenau  einen  vom  Ref.  auf- 
gestelltem Lehrsatz  zu  Grunde  gelegt  hätte  (diese  Zeitschrift,  55.  Tefl. 
S.  397.).  Aus  demselben  geht  nämlich  hervor,  dass  unter  cinor  go> 
wissen  Bedingung  jeder  Determinanten  -  Quotient  einem  gewöhnlichen 
Kettenbruchc  nicht  bloss  gleich,  sondern  auch  äquivalent  sei,  wenn 
wir  dieses  Wort  in  dem  von  Seidel,  allerdings  bei  einer  andren 
Gelegenheit,  eingeführten  Sinne  gebrauchen.  Diese  Bodingunj;  ist 
abtT  bei  den  einen  höheren  Kettenbruch  repräsentirenden  Detrrmi- 
nanton-Quotienten  von  selbst  gegeben,  und  es  erpicht  sich  sofort  die 
angedeutete  Beziehung,  wie  wir  an  einem  andren  Orte  (Math.  Anna- 
len,  7.  Band.  S.  267.)  ausftthrlicbcr  dargetan  haben. 

Die  hier  charaktorisirten  Betrachtungen  tibcT  die  Periodicitiit  der 
höheren  KcttcnhriUlH'  —  htnläutig  bemerkt,  tiudeu  durch  diesellM'ii 
auch  die  von  Bach  mann  in  Borchardt's  Journal  anuestelltcm  Unter- 
suchungen ihren  Abschluss  —  scheinen  uns  auch  noch  eine  weiten* 
Frage  zu  provociren,  welclu^  erscliöpfend  zu  beantworten  wohl  niemand 
so  geeignet  sein  dürfte,  wit»  der  Herr  ^'(Tfasser  vorliegender  Abhand- 
lung. Für  »üe  Wurzchi  (iuadratischor  Gleichungen  existirt  bekanntlirh 
eine  doppelte  Kettoubruchentwickolung,  die  von  Lagraugo  cutdcckU; 
der  Form 

und  die  bereits  aus  griechischer  Zeit  hei^tauunende 
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Bei  der  ersteren  iat  du  Fortflehreitangsgesets  dn  compUcirteres, 
hlngiegen  sind  alle  Teilzihler  1,  bei  der  zweiten  ist  ersteres  so 
ein&ch  wie  möglich,  der  Kettenbmch  selbst  aber  besitzt  nicht  mehr 
die  redaeirte  Form.  Offenbar  besteht  eine  Doppel-EntwicfcelQng  anch 
l&r  unsere  Algorithmen.  Die  vom  Ver&sser  angewandte  Methode 
fthrt  ganz  allgemein  aof  eine  dem  ersten  Fall  entsprechende  Form, 
anf  die  zweite  würde  man  hingeleitet  werden,  wenn  man  die  (kleinste 
reelle)  Wurzel  einer  Gldchnng  »ten  Grades  nach  der  von  Herrn 
Fflrstenan  selbst  in  seiner  bekannten  Bchrift  „Darstellung  der 
reellen  Wurzeln  algebraischer  Oleichnngen**  gegebenen  Yorschrift  als 
Quotienten  zweier  unendlicher  orthosymmelrischer  Determinanten 

Ol       .  .  o».!  1  

«0  <*i  ^  •  •  .  flM-i  1  

.  .    .     .    .    Od— 1  1     .    •    .  . 

.    .   OIq  <^   •    .    •    .    .    .  Oh— 1  1    .  . 


ansdriicken  würde.  Es  wflrde  hierzu  bloss  erforderlich  sein,  simmt- 
liche  in  den  Entwiekelnngsschematen  auftretenden  Einheiten  durch 
wOlkOrliche  GrOsien  zu  ersetzen.  Mochte  es  dem  Heim  Yerfosser 
gefidlen,  in  diesem  ^ne  seine  Leistung  zu  ergänzen  und  den  ange- 
deuteten Zusammenhang  zwischen  seiner  frttheron  Methode  und  den 
kettenbmchfthnlichen  Algorithmen  in's  Licht  zu  setzen. 

f  5.  bringt  eine  Beihc  iustructivor  Beispiele  zur  Eri&utemng  der 
vorgetragenen  Lebren.  Dabei  wollen  wir  nicht  nuterlassen  zu  er- 
wfthnen,  dass  nun  gewisse  Metboden  eine  neue  Seite  darbieten,  welche 
man  Torgeschlagon  hat,  um  höhere  Irrationale  mit  Hülfe  gewöhnlicher 
Eettonbrficho  nähernngsweise  berechnen  zu  können.  Führt  man  diese 
Berechnung  durch  (vergL  hierüber  beispielsweise  die  Aufsätze  von 
Seeling  und  Grobe  im  8.  und  10.  Bande  von  Gmnert's  Archiv) 
und  Terwandelt  den  betreffenden  höhe  reu  Ketti-ubruch  vermittelst  der 
YOm  Ref.  mehrfach  angewandten  Zusammenschiebung  ebenfalls  in 
einen  gewöhnlichen ,  so  besitzt  mau  eine  gnte  Controle  zur  Sicher- 
stellung  beider  Berechnungsweisen. 

Vielleicht  ist  eine  Entschuldigung  nötig,  dass  sich  das  Referat 
im  Vorigen  hier  und  da  nicht  in  strengen  Grenzen  gehalten,  vielmehr 
zu  einem  kleinen  Comraeutar  ausgebildet  hat.  Die  äusserst  eoncise 
Darstellung  des  Verfassers  wird  dies  entschuldigen,  wie  denn  auch 
soiue  vorhin  erwähnte  Erstliugsschrift  von  iialtzer  im  6.  Baude  der 
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SchlOmüch'scheii  Zeitschrift  weniger  recensirt  als  vielmehr  panphr»- 
8irt  wurde.  Der  Zweck  dieser  Zeilen  ist  errdcht,  wenn  durch  die- 
selben zar  Lectnre  der  Fflrstenan'schen  Schrift  angeregt  wird; 
insbesondere  ist  diese  all  deigenigen  Freunden  der  Analyiis  zn  em- 
pfehlen, welche  nicht  allein  geistreiche  Beflezionen  und  Metboden, 
sondern  auch  Besnltate  lieben  und  in  dieser  Tendenz  auch  mAhsaaie 
Rechnungen  nicht  a  priori  Yerahscheuen. 

München.  S.  Günther. 


Demoustratiou  de  la  propri^te  fondamentale  des  dqaaüons  diff«^« 
rcntielles  Unfaires.  Par  M.  P.  MausioD,  Professeur  4  TUnivenit^ 
de  Gand.  BruzeUes  1874.  F.  Uayoz.  16  S. 

Die  vorliegende  Abhandlung,  ein  Auszug  aus  dos  .BolUlins  de 
l'Acadimie  de  Belgiquc,  t.  38.  n®  11.,  gibt  zwei  Beweise  filr  den  Satz, 
dass  sich  Jede  lineare  Differentialgleichung  ntcr  Ordnung  ftr  die 
Function  y  von     ohne  von  p  freien  Term,  auf  die  Form 

bringen  Usst,  wo  D  die  Differentiation  nadi  und  o^,  o,,  .  .  . 
Functionen  von  x  bezeichnen.  Zu  beiden  Beweisen  verwendet  der 
Verfasser  eine  Httlfsgleichung,  linear  (n— l)ter  Ordnnug,  nur  in  ver- 
schiedener  Form  entwickelt,  welche  eine  beliebige  der  gesuchten 
Functionen  a  bestimmt,  wenn  man  die  linke  Seite  der  gegebenen 
Glelchnng  erst  in  der  Form 

darstellt.  Dioso  Ilülfsglcicliuug  wird  nach  verschiodcnen  Mfüiodeu 
iiitt  grirt,  und  a  durch  das  voUsUiudigc  lutcgral  der  Urgleidiuiig  aus- 
gedrückt. H. 


ätoents  de  calcul  approximatif.  Par  Charles  Ruchonnet 
(de  Lausanne).  Seconde  ddition  angmentde.  1874.  Paris,  GautLier- 
Villars.  Lausanne,  Georges  Bridcl.  Zürich,  Grell  Fussli  e.  C.  65  S. 

Das  Buch  bchaudelt  die  Bestimmung  dos  grösstou  möglichen 
Fehlers  im  Resultat  der  gewöhnlichsten  abgekürzten  Decimalzahl« 
rochnungon,  der  Addition,  Multii)licatioii ,  Potenziruiig,  Division, 
(Quadrat-  und  Knliikwurzelauszii'hun^'.  Ks  enthalt  weder  Neues,  noch 
empfiehlt  sich  die  Darstellung  durch  einfache  Gesichtspunkte  und 
cxactt!8  Zuwerkegehen ;  im  Gegenteil  werden  Dinge,  die  eine  geringe 
Ueberieguug  von  selbst  ergiebt,  durch  weitläufige  Herieitnogen  Ter- 
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dunkelt  Uebeidiei  lim  der  Tertoer  gam  «mer  Acht,  dan  eine 
•bgekünte  Dednudsahl  nnr  um  die  halbe  Einlieit  der  letzten  ZUfer 
Yom  genaaen  Werte  differiren  darf;  denn  er  nennt  ateta  aowol  die 
nftdiat  kleinere  ala  nftchst  grösaere  ZM  die  anf  aoTiel  Züüem  genane. 
Aach  die  Schlnaabmerkung  aber  allgemeine  Functionen  enthftlt  nnr 
Bekanntea.  H. 


Vermisohte  Schriften.  Zeitsebriften. 

Nonvelie  correapondanoe  math^matiqne  pnbUc6  par  Bngine 
Gfttalan,  ancien  61^ve  de  l'^cole  polyteehniqne,  Docteur  ^a  sciences, 
Profeaaenr  k  rnnlYeraiti  de  Liöge,  etc.  et  Panl  Manaion,  Docteur 
apicial  en  acicnoea  math&natiques,  Profeaaenr  k  l'nniTerait^  de  Gand. 
Mona  1874.  Hector  Manoeanz. 

Dieses  Jonmal  ist  Mitte  vorigen  Jahres  gegründet  worden  mit 
der  Bestimmung,  an  die  Stollo  der  im  Jahr  1825  von  Quetelet  gcgran- 
dcten  Corrcspondance  mathematique  et  physique  zu  treten,  welchea 
seit  1839  nicht  mehr  besteht.  Es  ist  als  ein  Maugel  empfunden  wor- 
den, dass  seitdem  in  Belgien  kein  Blatt  existirtc,  welches  der  Ver- 
breitung mathematischer  Kenntnisse  gewidmet  wäre,  da  für  Mathe- 
matik Oberhaupt  nur  die  Bulletins  und  Memoires  der  Akademie, 
diese  aber  nur  für  wissenschaftliche  Originalarboiteu  offen  waren. 
Das  gegenwärtige  Journal  soll  nun  vornehmlich  für  Zwecke  des  Un- 
terrichts tätig  sein.  Es  publicirt  1)  Originalartikel  über  Methoden, 
2)  Lösungen  ausgt^wühlter  Aufgaben,  3)  Analysen,  Auszüge,  Berichte, 
und  Uobersetzungcu  von  Abhandlungen  oder  Werken.  In  Betretf  der 
elemeutarcn  Artikel  soll  der  Grundsatz  aufrucLt  erhalten  werden, 
dass  die  Methode  einen  wesentlichen  Fortschritt  eutlialton  muss, 
Wietlerhulungen  mit  gleicbgiiltigor  Abänderung  nicht  gestattet  sind. 
Unter  Aufstellung  obiger  Bedingungen  laden  die  Herausgeber  zur 
Einsendung  von  Beiträgen  ein.  Das  Journal  soll  voiläulig  alle  2  Mo- 
nate in  Lieferungen  zu  32  bis  48  Seiten  erscheinen.  Man  abounirt 
auf  G  Lief,  ftir  7  fr.  ÖU.  Aus  dem  Inhalt  der  bis  jetzt  erschienenen 
3  Lieferungen  ist  zu  ersehen,  dass  die  angekündigten  Auszüge  nur 
je  einen  besonderu  kurzen  Artikel  ausmachen.  Reichhaltiger  sind  die 
Aufgabcu  und  deren  Lösungen,  welche  eine  Reihe  von  Artikeln  um- 
fassen. Dcu  grössten  Teil  aber  nehmen  die  .Vufsätze  über  analytische 
Geometrie,  bestimmte  Integrale  und  andere  Zweige  der  höhereu  Ma- 
thematik ein,  in  Bezug  aof  welche  kein  Unterschied  gegen  andere 
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raathematiscbe  Journale  bemerkbar  ist.  Den  Schluss  bilden  zwei  Ar- 
tikel 1)  die  Correspoudenz ,  d.  i.  Fragen  der  Einsender  beantwortet 
von  der  Redaction,  2)  die  Bibliographie,  d.  i.  Titel  mit  Inhalts- 
angäbe  einzelner  Werke,  nicht  Liste  der  gesainmtea  Litteratur. 

H. 


Mathematisehe 
und  physikalische  Bibliographie. 

cxxvu. 


GcMMclite  dw  MathoMitik  wnä  Pkyiik. 

Jahrbach  über  die  Fortschritto  d.  Mathematik,  hrsg.  v.  C.  Ohrt- 
mann, F.  Müller,  A.  Waugeriu.  4  Bd.  J.  1872.  3.  Hft.  8. 
Berlin,  G.  Reimer.    3  Mk.  tin  Pf. 

Sutcr,  H.,  Gesch.  d.  matheinat.  Wiss.  2.  Tbl.  Vom  Anfange 
d.  17.  bis  P^iide  d.  18.  Jahrb.  1.  iiälitc.  8.  Zürich,  OrcU,  Füssli 
&  Co.   7  Mk. 

LehrMdMTy  SninlnfM  md  TMcUmu 

Bardey,  E.,  methodisch  geordnete  Aufgabensammlg.,  mehr  als 
800  Aufg.  euth.,  üb.  alle  Theile  der  Elementar-Mathematik.  4.  Afl.  8. 
Leipzig,  Teubner.    2  Mk.  70  Pf. 

Canitz,  F.  W.,  Katechismus  d.  niederen  Arithmetik.  4.  Uft  8* 
Bautzen,  Kühl.    80  Pf. 

Herrmann,  G.,  d.  graph.  Einmaleins  od.  d.  Rechentafel  e.  Ersats 
f.  d.  Rechenschieber.   8.   Braun^chweig,  Vieweg  &  S.    1  Mk.  20  Pf. 

Holfert,  U.  P\,  geometr.  Aufgaben.  II.  Stereometrie.  2.  Afl. 
8.   Dresden,  Huhle.   90  Pf. 

Ott,  C.  V.,  iÜafetelL  Logarithmeu-Tafehi.  &  Prag,  Calve.  Geb. 
1  Mk.  80  Pf. 

Schrön's,  L.,  Logarithman-Taf.  I.  o.  II.  Siebenstellige  gemeine 
liOgantbmeii  d.  &kleii  1  bis  106000  v.  d.  Sinai,  Coshiiis,  Tangenten 
n.  Cotangenten  aller  Winkel  d.  Qnadninten  von  10  xn  10  Secunden. 
•  14  Afl.  8.  Bnranschweig,  Yieweg  AS.  4  Mk.  20  Pf. 

—  daw.  Taf.  HL  Intefpolatlonstafel  xnr  Berechng.  d.  Propor- 
tionalfheile.  14.  Afl.  8.  Ebd.  1  Mk.  80  Pf. 

Schfltse,  F.,  stafenw^  geordnete  Sanimlg.  algebr.  Aniig.  m. 
etementaien  LOsgn.  8.  Obrdrafl;  Stadennann  jr.  1  Mk. 

Steck,  F.  N.,  A  J.  Bielmayer,  Beaoltate  l  dC  arithmet  Anf- 
gaben.  8.  Kempten,  Köeel.  50  PH 
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Studnirka,  £.  J.,  kapesnf  logarithni.  talndky.  S.  YjiL  81 
Png,  Calve.  Oeb.   1  Mk.  80  PI 

Vega's  logarithmisch-trigonomelr.  Handb.  69.  ASL  8.  Berlin, 
Weidmaim.  4  Mk.  20  PI 

ArithiMttky  Al^bra  und  reine  AbaIjsIb. 

Adam,  W.,  Lehrbodi  d.  Biiclistabenrechiig.  u.  AJgebra.  2.  ThL 
8.  Nen-Ruppiu,  Petrenz.  1  SCk.  70  Pf. 

Deter,  C.  J.,  Ldtf.  1  d.  Untenr.  in  d.  aUg.  Aritfamotik  n. 
Algebra.  8.  Beriin,  Weber.  1  Mk.  60  Pf. 

Lorberg,  H.,  Ldtf.  |1  d.  Unterr.  in  d.  Elementoa  d.  Algebn. 
d.  Afl.  8.  Straesburg,  Aatmaan.  80  PI 

Pfenninge r,  A.,  Lebrb.  d.  Arithmetik  n.  Algebra.  S.  TU. 
AUg.  Afitlunetik  n.  Algebra.  1.  Hft  Die  Eiomente.  a  Zftridi, 
Schnltheii.  2  Mk. 

Schmidt,  J.  P.,  d.  Elementar-Arithroetik  n.  deren  Amreadimg. 
8.  Afl.  a  Trier,  Llnti.  2  Mk.  60  Pf. 

Smolik,  J.,  Algebra  pro  stfedni  Skoly.  2.yyd.  a  Prag,  Ko- 
her.  8  Mk. 

Temme,  A.  J.,  Leitf.  d.  Algebra  f.  Oymn.  2.  Afl  a  Pader- 
born, Sehdningh.  1  Mk. 

T6dter,  H.,  Anfangagrflnde  d.  Arithmetik  n.  Algebra  £  d.  oberen 
Klanen  d.  Volks-  n.  Mittelschnlen.  1.  TU.  a  Stade,  Schaombii)^ 
20  Pf 

Zirndorfer,  H.,  Leitf.  bei  d.  ersten  Unt  in  d.  Algebra.  3.  AI 
a  Frankfurt  a/M.,  Jäger.  Geb.  1  Mk.  40  Pf. 

OeometrlOt 

Battig,  G.,  Leitf.  f.  d.  Unterr.  in  d.  Raumlehre.  4.  Afl.  S. 
Breslau,  Morgenstern.   1  Mk.  20  Pf. 

Brock  mann,  F.  J.,  Lehrb.  d.  elementaren  Geometrie.  2.  TU. 
Die  Stereometrie.  8.  Leipzig,  Teubner.   1  Mk.  eo  Pf. 

Herrmann,  F.,  Katechiflmns  d.  Ranmberechnung.  2.  Afl,  a 
Leipzig,  Weber.  1  Mk.  20  Pf. 

Jarolimek,  C,  deskr^onl  geometrio  pro  yffü  ikoly  nüak 
'  Gast  1.  a  Prag,  Gr6gr  <&  D.  2  Mk.  60  Pf. 

Pf  äff,  W.,  d.  Gnrven  d.  ebenen  Kegelschnitto  n.  ihre  Projcc- 
tionen.  4.  Cassel,  Freyscbmidt.  12  Mk. 

Pickel,  A.,  die  Geometrie  d.  Yolksschuie.  Asg.  L  f.  Ldmr 
n.  Seminaristen.  2.  Afl.  8.  Bielefdd,  Bacmeister.  1  Mk.  20  Fl 

—  dass.  Asg.  IL  £  SdilUer.  8.  Ebd.  40  Pf. 

Bnmpelt,  Elemente  d.  Planimetrie.  8.  Breslan,  Gosohocsky. 
2Mk. 


Spitz,  C,  Lehrb.  d.  ebenen  Geometrie.  6.  Afl.  8.  Leipzig, 
C.  F.  Winter.   2  Mk.  80  Pf. 

—  dass.    Anhang.    6.  Afl.    8.   Ebd.    1  Mk.  4()  Pf. 

—  Lehrb.  d.  Stereometrio.   4.  Afl.   8.   Ebd.   2  MJl  4ü  Pt 

—  dass.    Anhang.   4.  Afl.    8.   Ebd.    60  Pf. 

Ständig],  R,  d.  axonomctrische  u.  schiefe  Projection.  (PanUIei- 
Perspective).  8.   Wien,  Seidel  &  S.  4  Mk. 

Trigonometrie.  , 

Spitz,  C,  Lehrb.  d.  sphärischen  Trigonometrie.  2.  Afl.  8. 
Leipzig,  C.  F.  Winter.   3  Mk.  50  Pf. 

Vymazal,  F.,  erster  Unterricht  in  d.  Trigonometrie  u.  d.  loga- 
ritbm.  Bechug.  8.  Brünn,  Karatiat   1  Mk.  50  Pf. 

Qeedlale  nnd  pnetlMehe  Geometrie« 

Liese,  A.,  angewandte  Elementar  -  Mathematik.  1.  Thl.  Geo- 
metrie.   8.    Berlin,  W.  Schnitze.    3  Mk. 

Rtldgisch,  R.  V.,  Instrumente  u.  Operationen  d.  tiiedereu  Vcr- 
messnngskunst.    2.  Abth.   8.    Cassel,  Kay.    3  Mk.  T)!»  Pf. 

Schlichen,  W.  E.  A.  v.,  vollst.  Hand-  u.  Lehrb.  d.  geänmmteu 
Fcldmcsskunst   7.  AÜ.   8.   Quedlinburg,  Ernst   7  Mk. 

Oftil[. 

Hermann,  L.,  üb.  schiefen  Durchgang  v.  Strahlenbündeln  durch 
Linsen  u.  üb.  e.  darauf  bezügl.  Eigenschaft  d.  Krystall  -  Linse.  4. 
Zürich,  Orell,  FüssU  &  Co.   1  Mk.  50  Pf. 

AetroBomle  nd  Heteoroloflek 

Oerter,  mittlere,  f.  1875.  0  t.  539  Sternen  n.  scheinbaren  Oerter 
•t  d.  J.  1875  V.  529  Sternen  d.  Yendchnissee  L  n.  IL,  welches  nach 
d.  yierte^ahrsscbrift  d.  Astronom.  Ges.  t  d.  Beobachtung  der  Sterne 
der  nOrdL  Halbkngel  bis  sor  9.  Grösse  als  Grandlage  dienen  soll 
8.  Beiiln,  Dttmnder.  2  Mk.  50  Pf. 

Schorr,  F.,  d.  Yenusmond  xu  d,  Unters.  Ab.  d.  froheren  Beoh- 
achtgn.  dieses  Mondes.  8.  Brannschwoig,  Yieweg  A  8.  5  Mk. 

Srios.  Hrsg.  t.  R.  Falb,  a  Bd.  J.  1875.  1.  Hft.  a  Graz, 
Gieslar.  inrcplt  8  Mk. 

St  firmer,  0.  M.,  Sonnentafeln  nach  Le  Yerrier's  Elementen  d. 
Sonnenbahn  berechnet  4.  Wflnborg,  Staadinger.  4  Mk. 

Nautik. 

Bremiker,  C,  naut  Jahrb.  oder  vollst  Ephemeriden  n.  Tafeln 
f.  d.  Jahr  1877  z.  Bestimmg.  d.  L:tiig(%  Breite  u.  Zeit  zur  See,  nach 
astronom.  Beobacht  a  BerUn,  G.  Reimer.  1  Mk.  50  Pf . 
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Bacbiiiaiin,  0.,  Leitl  f.  d.  ersten  Unten*,  in  d.  Phyak.  & 
Kördlingcn,  Beck.    80  Pf. 

Menzf-1.  R.,  Waudtaf.  f.  d.  physikaL  Unt.  3.  n.  4.  lig.  FoL 
Breslau,  Morgeusteni.   k  3  Mk. 

Terntteirte  Sebriften« 

Archiv  matbemat.  a  fysiky.  Red.:  £.  Weyr.  So.  1.  Cislo  1. 
8.    Prag,  Gregr  &  D.    prcplt.  10  Mk. 

Berichte  üb.  d.  Verbandl.  d.  k.  säcbs.  Ges.  d.  Wisa.  zn  Leipzig. 
Mathematisch-pbys.  Classe.  1Ö74.  1.  2.   8.   Leipzig,  Hirzel.   2  Mk. 

Jonmal  f.  d.  reine  u.  angewandte  Mathematik.  Hrsg.  ?.  L.  W. 
Rorchardt.  80.  Bd.  (4  Ufte.)  1.  Uft  4.  Berlin,  G.  Reimer, 
prcplt.  12  Mk. 

Sit/ungsberichto  der  matbemat.- physikal.  Classe  d.  k.  b.  Akad. 
d  ^YisseIlHcb.  zn  Manchen.  1874.  3.  Uft  8  München,  Frau. 
1  Mk.  20  Pf. 
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Für  Gymnasien  und  Realschulen. 

'§)crlaii  Don  ^.  p.  '5^^ Hefter  in  -iööcu. 


ivtiL  i'rcieflft  mit  JTtttlfbtci  .'in  frunl.  ticui:.  "«»imiiMiium  \u  'Zt<\t. 


für  bfii  Uiitrrvidii  in  bcn  ebfren  .HlofTen  bcr  (^ymnaficii  unb  ^calf4)uUn, 


SJ» 1 1  :i  I .'i  In  t c n  i <  i; t  c i n  >i o t  v u rf t c n     c I « f  (t n i 1 1 c n . 


2?on  i>rofofiov  fi'oppC  ferner: 


Xer  etfli  Untcrtid)! 

l?i  rt  t  u  V  l  c  b  r  c 

für  miKlttr  L'rl^toiillnllrn  nnb  (diu  irlbllutbrnndi. 

^  e  i  t  f  a  b  c  II 

tut  tili  UntftTi.l'f  in  tiM 

'Ji  aturftcf  d)id)tc. 

.».  ritbifMittr  iiHt  uotnichtlc  nufla.i« 
*earbi*iJ('t  rcn 
r»i-  Är.  l*  rar  in  er, 

rtiiUtirfi  J  f    •fv.il'i.utf  III  ^<atritii 


Tic 

nirttlicmati )ct)c  OiooiUrtVbi* 

iinc  CiL- 

Mtc  vom  •^c^\c^cUübe. 

2.  riTtitcbrie  9Iuilj.v'. 
T»r  »j  fahl, 

Ctfrttfcrrr  a.  lHi3l,iniiiii  m  ^rjimiJm'ciil 
OTu  4f)  tn  tfii  lor.t  <iii>iftiii>ftcn  ^''cUftfnUtfit 
iinr  ciiu'i  2utittavSc. 


.H  c    e  t  f  d)  n  1 1 1  o. 

IN'iJ  12  Änuuniitfclii. 

V  i  t  h  m  0  f  i  f  \int>  ^^llf^cbrc 
1  a  u  i  in  c  t  r  i  c. 

Wit  II*  rjuurfiilafi'ln 

^  t  i  X  €  0  III  c  t  r  i  c. 

Wii  ;Vt.n"tcntafi'la 

I  r  i   0  n  0  ni  c  t  r  i  c, 

•i'  Jibittri  i'CM 
I»r    i».  XflhI, 
C'bftWljrft  a  ;i<<al.pniii  m  &taiinf((tipri<i  • 


V  b  ii  i  i  f  d)  e  I  r  i  (\  0  u  0  Hl  c  t  c  i  c . 

il'iil  -  '(V'TUlonfafi'ln. 
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IX      jStammcr,  ; 

Gbemtlcr,  ^      '  ' 

Äur\  v3cfafUex5 

\*cj)rbucl)  bet  (5bemic  u.  d)emifd^en 


Obetle^xfr  in  ttlbing, 

9lnfanö^flrünl)c  bet  barftellcnbeit 
(Bcometrie. 

aVit  Iß  «igurcnhifcln.  —  2  aWt  '40  ^fci. 


aifollcbttr  In  Grefelb, 

^inleitunft  in  bic  <Bftt)fif  u.  dhmtt. 
ficfttbud)  bct  anorganifd^cn  (i^cmie. 

"äD^it  170  J&oläidintttcn.  -  4  m.  50  *fä. 

  * 

Sammlung  t).  9je(^nung«auf()aben 

tnetrif,  irtflonomctric  u.  ^teicometiie. 

2  Ü3?f.  40  ^fg. 


pic  flcfannnfen  ^aturiuiffenfdiaftcn. 

$ur  bviö  a^crftdntn^p  lücitcicr  Jlrcifc  unt  auf  4X)lf|cnfrf>aftli*cr  ^runblogc 

bearbeitet  ron 

<flluf nftfbt,  Hcclam,  Uri»,  Iftombrrg,  3fd). 
Sl^*  3.  neu  bearbeitete  unb  bereid)erte  ^Huflac^e.  "'M 

SKit  ja^lrel*cn  in  bcn         cincicbrurftcn  jOeljfrfiiiitik'ii,  mit  Jjtbtniajan  unb  Gternratlcn.  * 

|n  brri  ^Jänbtn,  circa  OD  ^itfcrnngen  a  75  |){g. 
^rcit^  tc«  fcoCenbeten  erftett  «anbc«*:  14       25       fdjpn  geb.  16  m.  25  ^^f. 
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aUjanber  v.  ^umbolbt*). 

'iMeatap^.  6!tji«  Wlesanber'«  ».  ^umbolbt 
unb  (Sinitttung  ton  Qmnimn  illoliu«, 

'TJ^edyanif  con  Dr.  {).  Srdi,  ^Ucfef[<^T  am  $olQte((ni(um 
in  atuit^att- 

')>l)9|if  unb  fRetcorplogic  von  Dr  p.  Kri«,  (Si^ni 
naiiat'ßcfjm  in  SNain)    (Rät  bie  <rPe  unb  weit« 
aufl  pcn  ^^rcf.  Roppe  In  Soeft.) 

tRatun»ifrrnfd)aff  in  9lnto«ntung  auf 
led)nolo<tie: 

^X^ampfmaf^inr,  X)ainpff(^iff  unb  \2ocomctiM  von 
On^cnieur  jlloU,  ij^rcfefioT  am  ^clptet^ntfum 
i«  Wiga. 

CrUftrift^c  XcIeoTOp^iCr  (Salvanoplaflit  unb  i||boto- 
gtapbte  von  Dr.  0.  tlaniti.  Q^irtftor  M  %ei^- 
tc<!^n(fumt  in  Ktga. 


SfltrKe«. 

U.  '3&an6. 

<5h(mic  iiitt  d)etnifd)c  Xedhnolaflic  von  V^tfeffor 
l>r.  rtoUlitb  in  Otaj. 

^^bofiologic  von  ^tofeffot  Dr  Kutaa  in  8(ip|i9. 
SoologU  von  ^Tofcffor  Dr  Mafitf  in  Qtipiig. 
9otanit  von  ißrofffTor  Dr.  Dipptl  in  Xarm^abt 

III.  -gftanb. 

Vtincralogic  von  $Tof.  Dr  QnntHibt  inZubingcn. 
C9(olo(|t(  unb  <9roflnofic  von  ^«rflbatMShnanR  a.  2). 
?5Tef<fTot  Dr.  llbuQfratb  in  «cnn. 
:33crabau  unb  'i^üttenfiatite  von  Dr.  Aarlt  in 

«onn 

lOterr  con  Dr.  fj.  Rombrrci.  fRavit^atÜBl-Vf^m 
in  i^rrmen. 

'llftronoinie  von  btin  nell.  llaif.  Kuffift^ea  3Sun 
etaatdrat^,  iPTofeftoT  Dr  iHSblrr,  neu  btorftcü« 
von  Dr.  üj.  3.  flitin  in  Äbln. 

an«fül>tlid^rt  6o^:  unb  «Perfonen  3lfalft<r  iK»  ba* 
gonje  üBtrf. 


*j  «ul  (tnem  ineiKn  G^teiben  be<  vtfrotmelfltrl  ber  0tatnrtetf f enf ^af tcn",  XtrrtKbtt 
0.  finmbolbt,  mit  »rudern  bic  Qrrlafli^anblung  na^  Qrf^rintn  btr  1.  Vuftaflc  b«^rt  ivurbe,  mhiiu  fttfcabr 
(Sorte  l^itr  eine  Bitüt  flnbcn: 

«3«^  beginne  bamit,  ba(     3^nen  glflctu>flnf(!^(  }b  ber  8u9»a^I  'if^xtr  \o  atiCflqett^neten  8RUaiMte<.  .  . 
31>t  SBerf  über  bie  arfatnmtcn  KaturiDifftnfdjoftcn  tfnt  t>i(l  me\)t  gricifirt,  aU  id>  it  crvcrtctc; 
c«  wirb  nidlit  ob«rf[Ad)lid»c«,  fonbern  it^t  gritnblid)««  Siffen  ecrbreiten.' 

3ion  bcn  vielen,  butdnreg  lobenb  anctfennenben  unb  »arm  enipfebtenben  Stimmen, 
Die  über  btc8  Sßerf  in  §ad}^eitfd)riftcn  uub  Leitungen  laut  geiporben  ftnb,  feien  hier  nur  bk 
Urt^eite  jiretet  <5(^ulmanner  erujäbnt.  3n  ber  ^spofener  3<itun9  bcmcrit  feerr  Dbcr- 
lel^ret  Dr.  Hagener  u.  „Da%  Söerf  fte^t  ouf  ber  ^ö^e  ber  äöif fenf *af t. 
(5injclne  J^eile  fönnen  ^Jlujicr  einer  ^^cpulären  Xarftellung  gelten.  l)a§ 
SUctf,  mit  ja^lrei(^en,  l>ortTefflirfKn,  gefd)i(ft  geli^ablten  ^bbiJbungcn  ou^geftattet,  bilbet  eine 
t»i>rjügUdje  ßr^änjung  bezf  v^pfifalifdjcn  Unterrichte  für  ©cbülef  ^»ö^erer  ^e^ranftalten  unb 
i^erbient  a\i  eine«  ber  beften  ITlittet,  bie  naturwif fenfd^af tl ic^e  JBilbung  ju 
forbcrn,  bie  ireiteftc  ^Verbreitung.''  —  3m  ©Alüäbifdjai  ÜJicrfur  ^eißt  (9  u.  Ä.:  ^Äein 
Vefjrer  ber  9latutnjiffenfcf»aftcn  foOtc  unterlajfen,  nad)  biefem  ÜBcrfc  ju  greifen,  um  feinen 
i^ortrag  über  biefcn  Sti.-'ff  barnad)  einjurtc^ten;  iver  fo  le^rt,  barf  auf  SJerftanbnip  unb 
lanfborbeit  bei  feinen  ©(ftülern  redjnen." 


Im  Verlage  von  Orel],  FOssü  &  Co.  in  Zllrleh  ist  erechieneu  and 
durcii  jede  BuchhandluDg  zu  bezichen : 

(leseliichtc 

der 

jSiatliematiäckeii  Wissenschat'teu 

von 

Dr.  Heinrich  Snter. 

2.  Auflage. 

I.  TheSL  Von  den  ältesten  Zeiten  bis  Ende  desXVI.  Jahrhanderts. 

Mit  zwei  lithographirten  Tafebi.    Preis  Fr.  8.  — 
n.  Theil  1.  HAlfte.  Vom  Anfange  des  XVII.  Jahrhunderts  bis  Ende 

des  XVm.  Jahrhunderts. 
Preis  Fr.  7.  — 

Die  „Blätter  für  lit.  Unterhaltung",  eine  der  besten  liter.  Zeit- 
schriften, sag^n  darüber  unter  Andenn:  „Vom  ersten  Worte  an  fesselt 
ans  eine  reine  edle  Sprache .  jeder  Satz  zeigt  des  Autors  Liebe  für 
den  Gegenstand  und  das  Streben,  diese  Neigung  auch  bei  dem  Leser 
10  erweekeii.  Das  Buch  sollte  im  Be.sitze  jedes  CksbUdetcn  sein.  Ganz 
besonders  empfehlen  wir  es  auch  für  die  heranwachsende  milniilirhe 
Jagend.  Die  gefürchtete  Wissenschaft  wird  ihr  in  ganz  audcrm  Lichte 
erscheinen,  als  durch  die  weuig  anregenden  Lehrmethoden  auf  mancher 
Schnle.«*  

In  der  C.  F.  Winter'scheu  Verlagshandlung  in  Leipzig  ist  so- 
eben encbienen: 

Spitz,  Dr.  Carl,  Professor  am  Polytechnikum  in  Carlsmhe,  Lehr- 
biieb  der  ebenen  Geometrie  nebst  einer  Sammlung  von  800 
üebnngsaufgaben  zum  Gebrauche  an  bOheren  Lehranstalten  und 
beim  Selbststudium.  Sechste,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage. 
Mit  250  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten,  gr.  8.  geb. 
Preis  2  Mark  bU  Pfennig. 

 Anbang  zn  dem  J<ehrbaebe  der  ebenem  Cteemetgle.  Die  Resul- 
tate und  Andeutungen  zur  Auflösung  der  in  dem  Lebrbncbe  be- 
findlichen Aufgaben  enthaltend.  Sechste,  verbesserte  und  ver- 
mehrte Auflage.  Mit  112  in  den  Text  gedruckten  Figuren,  gr.  S. 
geh.   Preis  1  Mark  40  Pfennig. 

 Lebrbneb  der  Stereometrie  nebst  einer  Sammlung  von  350 

Üebnngsaufgaben  zum  Gebranche  an  höheren  Lebranstalten  und 
beim  Selbststudium.  Vierte,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage. 
Mit  114  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Preis  2  Mark  40  Pfennig. 

  Anhang  dazu.   Mit  15  Figuren,  pr.  8.  geh.  Preis  60  Pfennig. 

 Itebrbneb  der  sphKrIseben  Trii^ouuuietrie  nebst  vielen  Beispielen 

über  deren  Anivendong  zum  Gebranche  an  höheren  J^ehraattalten 
und  beim  Selbststudium.  Zweite,  verbesserte  und  Tennehrte  Anf- 
inge. Mit  42  in  den  Text  gedruckten  Figuren,  gr.  S.  geb. 
Preis  3  Mark  50  Pfennig. 

Von  demselben  ^'erfasser  sind  noch  folgende  Lehrbücher  in 
l^eichem  Verlage  erschienen: 

Wbm»  Trigonometrie.  4.  Aufl.  2  Mark.  —  Ebene  Polygonometrle. 
1  Mark  80  Pf.  —  Arithmetik.  L  8.  Aufl.  7  Mark.  —  Arith- 
metik. U.  2.  Aufl.  5  Mark.  —  Differential-  und  Integial* 
teehBUBg.  10  Mark  50  Pt 
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Bei  S.  Hirzel  in  Leipzig  ist  soeben  crschieuon  uud  durch  alle 
Buchhandlangen  zu  beziehen: 

Theorie  und  Anwendung 

der 

terminanten 


D  e 


von 

Dr.  Richard  Baltzer, 

Profea«or  in  der  UnirersiUt  OirHHnn.  Mitglied  der  K.  Bichs.  Geaellachifl 

der  Wissenücliaftt'Q  zu  Leipzig. 

Vierte  verbesserte  Auflage, 
gr.  8.  Preis:  5  Mark. 


INHALT. 

Der  Transforinntiunsractor.    Von  Herrn  Max  Orciner,  Assi* 
stcntcn  der  Krcisgcwcrbcschnic  zu  Kogensburg  S31 

Die  orthoptische  Linie  eines  Kegelschnittes.  Von  Mnx  Gret* 
nor  •  W3 

Untcrsnehungcn  ül>er  nl^cbraische  Gleichungen.    Von  Alfred 

Siebcl.    Fortsetzung  von  N.  III  

Zum  Problem  des  dreifach  orthogonnlen  FlÄchensysiems.  Von 
R  Hoppe.    Sechster  Artikel.    FortsctAing  von  N.  XIV.  .  . 

Ableitung  dcü  allgemeinen  Ausdruckes  fflr  das  Krümmungs- 
monss  der  FlRehcn.  Von  Herrn  Dr.  G.  Eschcrich,  Privat- 
doccnt  an  der  üuiversit&t  Grnz  

Ucber  die  regul&reu  und  Poinsot'schcn  Körper  und  ihre  In- 
hnltsbestimmung  vermittelst  Detcrmimintcn.  Von  Herrn  Dr. 
O.  LCwo  in  Marburg  39S 

Misccllcn  42fl 

L  Beweis  eines  SHtzes  aus  der  Theorie  der  formalen  Opc- 
nitionen.    Von  S.  Dickstein  in  Warschau  42ü 
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Hain  in  Wien  ißA 
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Emil  Hain  in  Wien  AAi 
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